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ÌIÍIÌÀËÜÍI ÍÅÇÂIÄÍI ÐÎÇÂ'ßÇÍI ÏIÄÃÐÓÏÈ ÃÐÓÏÈ
GL(q,Zp)

All minimal irreducible solvable subgroups of the group GL(q,Zp) (q is a prime, Zp is the ring of
rational p-adic integers) are described up to conjugation for p > 2.

Îïèñóþòüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi ìiíiìàëüíi íåçâiäíi ðîçâ'ÿçíi ïiäãðóïè ãðóïè GL(q,Zp)
(q � ïðîñòå ÷èñëî, Zp � êiëüöå öiëèõ ðàöiîíàëüíèõ p-àäè÷íèõ ÷èñåë) äëÿ p > 2.

Â [1] êëàñèôiêîâàíî ìiíiìàëüíi íåçâiäíi ðîçâ'ÿçíi ïiäãðóïè ãðóïè GL(q, F )
äëÿ äîâiëüíîãî ïîëÿ F . Â [2] íà îñíîâi ðåçóëüòàòiâ [1] ìåòîäàìè òåîði¨ öiëî-
÷èñëîâèõ P -àäè÷íèõ çîáðàæåíü ñêií÷åííèõ ãðóï âèâ÷àëèñÿ ìiíiìàëüíi íåçâiäíi
ïiäãðóïè ïîâíî¨ ëiíiéíî¨ ãðóïè íàä êiëüöåì öiëèõ P -àäè÷íèõ ÷èñåë. Â äàíié
ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi ìiíiìàëüíi íåçâiäíi ðîçâ'ÿçíi ïiä-
ãðóïè ãðóïè GL(q,Zp), äå q � ïðîñòå ÷èñëî, à Zp � êiëüöå öiëèõ ðàöiîíàëüíèõ
p-àäè÷íèõ ÷èñåë, à ïðè p > 2 îäåðæàíà ¨õ ïîâíà êëàñèôiêàöiÿ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåçMp ìíîæèíó êëàñiâ ñïðÿæåíèõ ìiíiìàëüíèõ íåçâiäíèõ ðîçâ'ÿ-
çíèõ ïiäãðóï ãðóïè GL(q,Qp), äå Qp � ïîëå ðàöiîíàëüíèõ p-àäè÷íèõ ÷èñåë.

Ñëiäóþ÷è [1], ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi ñåði¨ ïiäãðóï ãðóïè GL(q,Qp).

Àáåëåâi ãðóïè ç Mp.
Íåõàé Pq � ñèëîâñüêà q-ïiäãðóïà ãðóïè Q∗

p.

Òåîðåìà 1. Â ãðóïi GL(q,Qp) iñíóþòü àáåëåâi íåçâiäíi ìiíiìàëüíi ïiäãðóïè
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:

1) |Pq| = qm (0 < m <∞), Pq = ⟨δ⟩;
2) iñíó¹ ïðîñòå r > q òàêå, ùî (Qp(ε) : Qp) = q, äå ε � ïåðâiñíèé êîðiíü

ñòåïåíÿ r ç 1.

Ó ïåðøîìó âèïàäêó Mp ìiñòèòü ãðóïó Hqm+1 =

⟨(
0 δ
Eq−1 0

)⟩
, à ó äðóãî-

ìó âèïàäêó � Hq, r =

⟨ 0 · · · β0
...

. . .
...

Eq−1 · · · βq−1

⟩, äå βi � êîåôiöi¹íòè íåçâiäíîãî

íàä Qp ïîëiíîìà f(x) = −β0 − β1x − βq−1x
q−1 + xq, ùî ¹ äiëüíèêîì ïîëiíîìà

xr − 1.

Íåàáåëåâi ãðóïè ç Mp.

Òåîðåìà 2. Êîæíà íåàáåëåâà ãðóïà iç Mp ¹ ìîíîìiëüíîþ òà ¹ àáî áiïðè-
ìàðíîþ, àáî p-ãðóïîþ.

Ñåðiÿ áiïðèìàðíèõ ãðóï
Íåõàé δ ∈ Q∗

p, δ
ql−1

= 1, l = 1, 2, . . . ,m, ÿêùî |Pq| = qm (m > 0). Ïîêëàäåìî

hl =

 0 · · · δ
...

. . .
...

Eq−1 · · · 0

 ∈ GL(q,Qp).
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Íåõàé Π′ � ìíîæèíà òàêèõ ïðîñòèõ ÷èñåë pi, äëÿ ÿêèõ Ppi ̸= ⟨1⟩, pi ∈ Π,
q1 ̸= q, pi ̸= charFp, q1 ≡ t(mod q). Òîäi íàä ïîëåì Ãàëóà GF (q1) ìà¹ ìiñöå
ðîçêëàä ïîëiíîìà äiëåííÿ êðóãà Φq(x) íà íåçâiäíi íàä GF (pi) ïîëiíîìè

Φq(x) = φ1(x) . . . φs(x), degφj(x) = t, j = 1, 2, . . . , s, s =
q − 1

t
.

Íåõàé xq−1

φj(x)
= λ

(j)
0 + λ

(j)
1 (x) + · · ·+ λ

(j)
q−1x

q−1. Ïîêëàäåìî

d = d
(j)
0 = diag

[
ηλ

(j)
0 , . . . , ηλ

(j)
q−11, . . . , 1

]
, ηq1 = 1,

Hl,q1,j =
⟨
h, d

(j)
0

⟩
, êîëè l = 1 òà j = 1, . . . , s, êîëè l > 1.

Ïîçíà÷èìî d(j)k = h−kl d
(j)
0 hkl ,∆

(j) =
⟨
d
(j)
0

⟩
× . . . ×

⟨
d
(j)
l−1

⟩
, k = 1, . . . , t − 1. Òîäi

Hl,q1,j = ∆(j) h ⟨hj⟩, |Hl,q1,j| = plqt1.

Ñåðiÿ q-ãðóï (q > 2)
Íåõàé ε ∈ Q∗

p, εq = 1. Ïîçíà÷èìî a = diag [1, ε, . . . , εq−1], Hql,q =
⟨
hl, a

⟩
. Òîäi

Hql,q = ⟨a⟩h
⟨
hl
⟩
,
∣∣Hqi,q

∣∣ = ql+1, i = 1, . . . ,m− 1.
Íåõàé äàëi p > 2 i

p− 1 = qn · pn1
1 · · · pns

s (1)

� ðîçêëàä ÷èñëà p−1, äå p1, p2, . . . , ps � âñi ðiçíi, âiäìiííi âiä q ïðîñòi äiëüíèêè
÷èñëà p− 1, n ≥ 0, ni > 0, (i = 1, . . . , s).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Π′ ìíîæèíó âñiõ òàêèõ ïðîñòèõ ÷èñåë r > q, äëÿ ÿêèõ
(Qp(ε) : Qp) = q (ε � ïåðâiñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ r ç 1). Çáåðiãàþ÷è ïîïåðåäíi ïî-
çíà÷åííÿ, ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó Lq ïðåäñòàâíèêiâ êëàñiâ ñïðÿæåíèõ ìiíiìàëü-
íèõ íåçâiäíèõ ðîçâ'ÿçíèõ ïiäãðóï Mq ãðóïè GL(q,Qp). Ç [1] òà áóäîâè ïîëÿ Qp

âèïëèâà¹ íàñòóïíèé îïèñ ìíîæèíè Lq.
I. ßêùî p, q > 2, òî ïîêëàäåìî Lq = {Hl,pi,j} ∪

{
Hql,q

}
∪ {Hqn+1} ∪ {Hq,r} ïðè

n > 0 i Lq = {Hl,pi,1}∪ {Hq,r} ïðè n = 0 (i = 1, . . . , s; l = 0, 1, . . . , n− 1 ïðè n > 0
i l = 1 ïðè n = 0; r ∈ Π′);

II. ßêùî q > 2, p = 2, òî ïîêëàäåìî Lq = {H1,2,1} ∪ {Hq,r} (r ∈ Π′);
III. ßêùî q = 2, p > 3, òî ïîêëàäåìî ïðè s > 0

L2 = {Hl,pi,j} ∪
{
H22,2k

}
∪ {H2n+1} ∪ {H2,r} ïðè n > 2 i

L2 = {H1,pi,1} ∪ {H21+1} ∪ {H2,r} ïðè n = 1(k = 0, 1, . . .),

i L2 =
{
H2

2 , 2
k
}
∪ {H2n+1} ïðè n ≥ 2, s = 0 i L2 = {H21+1} ∪ {H2,r} ïðè n = 1,

s = 0, k = 0, 1, . . . , n ïðè |P2| = 2n;
IV. ßêùî q = 2, p = 2, 3, òî ïîêëàäåìî L2 = {H21+1} ∪ {H2,3}.
Çâiäñè i ç òåîðåìè 1 âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Òâåðäæåííÿ 1. 1)Êîæíà ìiíiìàëüíà íåçâiäíà ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà H ãðóïè

GL(q,Qp) ¹ öèêëi÷íîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè q = 2 i p = 2, 3. 2) Íåõàé q ̸= 2
i p ̸= 2, 3 ïðè q = 2. Òîäi äîâiëüíà íåàáåëåâà ìiíiìàëüíà íåçâiäíà ðîçâ'ÿçíà
ïiäãðóïà ãðóïè GL(q,Qp) ¹ ãðóïîþ Ìiëëåðà�Ìîðåíî i ñïðÿæåíà â GL(q,Qp) ç
îäíi¹þ i òiëüêè îäíi¹þ ãðóïîþ ç ìíîæèíè Lq.
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Íàñëiäîê 1. Íåíiëüïîòåíòíà ãðóïà G òîäi i òiëüêè òîäi áóäå ãðóïîþ
Ìiëëåðà�Ìîðåíî, êîëè âîíà içîìîðôíà ìiíiìàëüíié íåçâiäíié ëiíiéíié ãðóïi ïðî-
ñòîãî ñòåïåíÿ íàä ïîëåì Qp ïðè ïiäõîäÿùîìó p.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � íåíiëüïîòåíòíà ãðóïà Ìiëëåðà�Ìîðåíî. Òîäi |G| =
= ql · pm1 , äå q ̸= p1; q, p1 � ïðîñòi ÷èñëà; m � ïîêàçíèê, ÿêîìó íàëåæèòü p1
çà ìîäóëåì q, l > 1; p1-ïiäãðóïà ãðóïè Gp1 Ñèëîâà ãðóïè G ¹ íîðìàëüíîþ â
G i ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì m ãðóïè ïîðÿäêó p1, q-ïiäãðóïà Ñèëîâà Gq ãðóïè G ¹
öèêëi÷íîþ, à ïîðÿäîê öåíòðà ãðóïè G äîðiâíþ¹ ql−1. Òàêèì ÷èíîì

G = Gp1×Gq, Gq = ⟨u⟩, uql = 1 i Gp1 = ⟨ν0⟩×· · ·×⟨νm−1⟩, νp1i = 1 (i = 0, . . . ,m−1).

Î÷åâèäíî Gp1 = ⟨u, ν0⟩, à åëåìåíòè ν0, ν1, . . . , νm−1 ìîæíà âèáðàòè òàê, ùî

u−1ν0u=u1, u
−1ν1u2=ν2, . . . , u

−1νm−2u = νm−1, u
−1νm−1u = να0

0 να2
1 · · · ναm−1

m−1 , (2)

äå φ(x) = −α0 − α1x − · · · − αm−1x
m−1 + xm � íåçâiäíèé íàä ïîëåì GF (p1)

äiëüíèê ïîëiíîìà äiëåííÿ êðóãà Φq(x). Îñêiëüêè m � ïîêàçíèê ÷èñëà p1 çà
ìîäóëåì q, òî íàä ïîëåì GF (p1) ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä Φq(x) = φ1(x) . . . φν(x), äå
φj(x) � íåçâiäíèé íàä GF (p1) ïîëiíîì (j = 1, . . . , ν), ν = p1−1

m
. Çàìiíþþ÷è ó (2)

u íà uk ((k, q) = 1) ó ÿêîñòi φ(x) ìîæíà îäåðæàòè êîæåí ïîëiíîì φj(x). Çâiäñè i
ç (2) âèïëèâà¹, ùî òðiéêà ÷èñåë l, q, j âèçíà÷àþòü ¹äèíó ãðóïó Ìiëëåðà�Ìîðåíî
ïîðÿäêó ql · pm1 .

Ðîçãëÿíåìî àðèôìåòè÷íó ïðîãðåñiþ
{
1 + ql · p1k

}
(k = 1, 2, . . .). Çà òåîðåìîþ

Äiðèõëå ñåðåä ÷ëåíiâ öi¹¨ ïðîãðåñi¨ ìiñòèòüñÿ íåñêií÷åííå ÷èñëî ïðîñòèõ ÷èñåë.
Íåõàé p = ql · p1k0 + 1 � îäíå ç íèõ. Òîäi ãðóïà Q∗

p ìiñòèòü åëåìåíò δ ïîðÿäêó
ql−1 i åëåìåíò η ïîðÿäêó p1. Ïîáóäó¹ìî ãðóïó Hl,q,j = ⟨hl, dj⟩, äå

hl =

(
0 δ
E 0

)
, dj = diag

[
ηλ0 , . . . , ηλm−1 , . . . , 1

]
� ìàòðèöi ïîðÿäêó q. Çãiäíî ç [1]Hl,q,j � ìiíiìàëüíà íåçâiäíà ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà
ãðóïè GL(q,Qp), ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì (2). Îòæå, Hl,q,j � ãðóïà Ìiëëåðà-
Ìîðåíî ïîðÿäêó ql · pm1 . Íàñëiäîê äîâåäåíî.

Ïîçíà÷èìî òåïåð ÷åðåç Mq i M ′
q � ìíîæèíè âñiõ ìiíiìàëüíèõ íåçâiäíèõ

ðîçâ'ÿçíèõ ïiäãðóï ãðóï GL(q,Qp) i GL(q, Zp) âiäïîâiäíî, à ÷åðåç Lq i L′
q �

ïiäìíîæèíè ïðåäñòàâíèêiâ êëàñiâ ñïðÿæåíèõ ïiäãðóï ç Mq i M ′
q.

Áóäåìî ââàæàòè òåïåð, ùî p ̸= 2. Ðîçãëÿíåìî îêðåìî q ̸= p i q = p.

Òåîðåìà 3. Ìiíiìàëüíi íåçâiäíi ïiäãðóïè ãðóïè GL(q,Zp) ïðè q ̸= p i p > 2
ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi âè÷åðïóþòüñÿ ãðóïàìè:

1) Hl,pi,j; Hql,q; Hqn+1 ; Hq,r ïðè q > 2 i n > 0;

2) Hl,pi,1; Hq,r ïðè q > 2 i n = 0 s > 0; Hq,r ïðè s = 0;

3) Hl,pi,j; H22,2k ; H2n+1 ; H2,r ïðè q=2 i n≥2 s>0; H22,2k ; H2n+1 ; H2,r ïðè s=0;

4) Hl,pi,1; H21+1 ; H2,r ïðè q = 2 i n = 1 s > 0; H21+1 ; H2,r ïðè s = 0;

5) H21+1 ; H2,3 ïðè q = 2 i p = 3.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé q ̸= p i p > 2. Òîäi ç îïèñàííÿ ìíîæèíèM ′
q âèïëèâà¹, ùî

äîâiëüíà íåàáåëåâà ãðóïà ç Mq ¹ p′-ïiäãðóïîþ. Çâiäñè òà iç òîãî, ùî M ′
q ⊆ Mq

âèïëèâà¹, ùî L′
q = Lq.
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Íåõàé òåïåð G � àáåëåâà ãðóïà. Òîäi ç îïèñó ìíîæèíè Lq âèïëèâà¹, ùî
G ∼= Hqn+1 àáî H ∼= Hq,r (r ∈ Π′). Îñêiëüêè öèêëi÷íà ãðóïà Gn = ⟨a⟩ ïîðÿäêó p
ìà¹ òî÷íi íåçâiäíi Zp-çîáðàæåííÿ ñòåïåíÿ q òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè q = 2; p = 3,
òî ó âñiõ iíøèõ âèïàäêàõ r ̸= p iG� p′-ïiäãðóïà ãðóïèGL(q,Zp) i L′

q = Lq. ßêùî
G � àáåëåâà ìiíiìàëüíà íåçâiäíà ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà ãðóïè GL(2,Z3) òèïó H2,3,
òî G ñïðÿæåíà â GL(2,Z3) ç H2,3. Çâiäñè L′

2 = L2 ïðè p = 3. Òåîðåìà äîâåäåíà.
Íåõàé òåïåð q = p; p > 2. Âðàõîâóþ÷è çâ'ÿçîê ìiæ ñïðÿæåíiñòþ ñêií÷åííèõ

ïiäãðóï ãðóïè GL(p,Zp) i ïiäãðóï ãðóïè GL(p,Qp) (äèâ. [2]) i îïèñàííÿ ìíîæèíè
L′
q, â öüîìó âèïàäêó îäåðæèìî, ùî ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó íåöèêëi÷íi ìiíi-

ìàëüíi íåçâiäíi ðîçâ'ÿçíi ïiäãðóïè ãðóïè GL(p,Zp) âè÷åðïóþòüñÿ áiïðèìàðíèìè
ãðóïàìè Ìiëëåðà-Ìîðåíî Gj ïîðÿäêiâ

|Gj| = p · pmj

j (j = 1, . . . , s). (3)

Òîäi ç (1) âèïëèâà¹, ùî p − 1 = p
mj

j . . . pms
s i êëàñèôiêàöiÿ âèïëèâà¹ ç îïèñàííÿ

ìíîæèíè Lq.
Äîâåäåìî êiëüêà ëåì äëÿ ãðóïè GL(p, Zp), àíàëîãi÷íèõ ëåìàì ç [1].

Ëåìà 1. Íåõàé H ∈M ′
p íåàáåëåâà ãðóïà. Òîäi H ìîíîìiëüíà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé íåàáåëåâà ãðóïà çM ′
p. ÒîäiH∼=Gj äëÿ äåÿêîãî j, 1≤j≤s

i H = Bj h G, äå G = ⟨C⟩, à j = ⟨bj⟩ · · · ⟨bmj−1⟩. ßêùî H iìïðèìiòèâíà, òî H
ìîíîìiàëüíà, îñêiëüêè p � ïðîñòå ÷èñëî. Ïðèïóñòèìî, ùî H ¹ ïðèìiòèâíîþ
ãðóïîþ. Bj ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè H i, â ñèëó òåîðåìè Êëiôîðäà, ¹
öiëêîì çâiäíîþ i íàä Zp. Çà íàñëiäêîì ç öi¹¨ òåîðåìè íåçâiäíi ÷àñòèíèH ïîïàðíî
åêâiâàëåíòíi íàä êiëüöåì Zp. Òàê ÿê ñòåïiíü íåçâiäíî¨ ÷àñòèíè ãðóïèH äîðiâíþ¹
1, òî H � ãðóïà ñêàëÿðíèõ ìàòðèöü i òîìó ¹ àáåëåâîþ. Ñóïåðå÷íiñòü.Îòæå, H
� ìîíîìiàëüíà. Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 2. Íåõàé H � àáñîëþòíî íåçâiäíà ìîíîìiàëüíà ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà
ãðóïè GL(p, Zp), Sp � ñèìåòðè÷íà ãðóïà ñòåïåíÿ p, V � Zp-ìîäóëü ðîçìiðíî-
ñòi p i

V = W0 ⊕W1 ⊕ · · · ⊕Wp−1 (4)

� ðîçêëàä ìîäóëÿ V íà ñèñòåìè iìïðèìiòèâíîñòi ãðóïè H, à

f : H → Sp (5)

� ãîìîìîðôiçì, âèçíà÷åíèé ðîçêëàäîì (4). Òîäi â Kerf ¹ íåñêàëÿðíà ìàòðèöÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé h ∈ H. Îñêiëüêè H iìïðèìiòèâíà, òî h(Wj) = Wj(i, j =
= 0, 1, . . . , p − 1) i h âèçíà÷à¹ ïiäñòàíîâêó h ìíîæèíè 0, 1, . . . , p− 1, òàêó ùî
h(i) = j. Íåõàé f : H → Sp � ãîìîìîðôiçì, âèçíà÷åíèé ðîçêëàäîì (4). Òîäi Γ =
= Imf � òðàíçèòèâíà ïiäãðóïà ãðóïè Sn. Òîìó |Γ| ≤ |Γp|, äå Γp � ìàêñèìàëüíà
òðàíçèòèâíà ðîçâ'ÿçíà ïiäãðóïà ãðóïè Sp i |Γp| = p(p − 1). Çâiäñè |Imf | ≤
≤ p(p − 1). Íåõàé âñi ìàòðèöi ç Kerf ñêàëÿðíi. Òîäi êîæíà ëiíiéíî íåçàëåæíà
íàä Zp ñèñòåìà åëåìåíòiâ ç H ìiñòèòü íå áiëüøå p(p − 1) åëåìåíòiâ, àëå ãðóïà
H, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ïiäãðóïà ãðóïè GL(p,Zp) ¹ àáñîëþòíî íåçâiäíîþ òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè â íié çíàéäåòüñÿ p2 ëiíiéíî íåçàëåæíèõ åëåìåíòiâ. Îäåðæàíà
ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü ëåìó.
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Ëåìà 3. Íåõàé H � ìîíîìiàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè GL(p,Zp) i â Kerf ¹ íåñêà-
ëÿðíà ìàòðèöÿ, à ãðóïà Imf ¹ òðàíçèòèâíîþ. Òîäi H ¹ àáñîëþòíî íåçâiäíîþ
ãðóïîþ.

Äîâåäåííÿ. Iç òðàíçèòèâíîñòi Imf âèïëèâà¹, ùî çíàéäåòüñÿ åëåìåíò h ∈
Imf ïîðÿäêó p. Òîäi, ïðè ïiäõîäÿùié íóìåðàöi¨ ïiäïðîñòîðiâ ç (4), ìîæíà âè-
áðàòè òàêèé áàçèñ u0, u1, . . . , up−1 ïðîñòîðó V , ùî äëÿ åëåìåíòà h = f−1

(
h
)

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

h(u0)=u1, h(u1)=u2,. . . , h(up−2)=up−1, h(up−1)=u2(ui∈Wi, i=0, 1,. . ., p−1). (6)

Çà ïðèïóùåííÿì, â Kerf ¹ òàêà íåñêàëÿðíà ìàòðèöÿ d, ùî

d(uj) = δiuj (j = 0, 1, . . . , p− 1), (7)

äå δj ∈ Z∗
p , δν ̸= δν−1 ïðè äåÿêîìó ν.

Ðîçãëÿíåìî åëåìåíò

dν = h−νdhν (ν = 0, 1, . . . , p− 1). (8)

Iç (6)�(8) îäåðæó¹ìî, ùî

d0 = d = diag [δ0, δ1, . . . , δp−1] ,
d1 = diag [δ1, δ2, . . . , δ0] .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dp−1 = diag [δp−1, δ0, . . . , δp−2] .

 (9)

Ðîçãëÿíåìî ãðóïó H1 = Dh ⟨h⟩, äå D = ⟨d0⟩ · · · ⟨dp−1⟩. Ç [1] âèïëèâà¹, ùî ãðóïà
H1, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ïiäãðóïà ãðóïè GL(p,Qp), ¹ àáñîëþòíî íåçâiäíîþ. Ç
î÷åâèäíîãî âêëþ÷åííÿ H1 ⊆ H îäåðæèìî, ùî H àáñîëþòíî íåçâiäíà. Òàê ÿê
H ⊆ GL(p,Zp), òî H � àáñîëþòíî íåçâiäíà ïiäãðóïà ãðóïè GL(p,Zp). Ëåìó
äîâåäåíî.

Ëåìà 4. Íåàáåëåâà ãðóïà H ∈M ′
p ïîðîäæó¹òüñÿ ìàòðèöÿìè h i d, äå d �

äîâiëüíà íåñêàëÿðíà ìàòðèöÿ ç Kerf , à h ìîæíà âèáðàòè òàê, ùî

h =

(
0 1
E 0

)
. (10)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè H ¹ àáñîëþòíî íåçâiäíîþ, òî çíàéäåòüñÿ ìàòðèöÿ
h ∈ H, òàêà ùî f(h) ìà¹ ïîðÿäîê p ïðè ïiäõîäÿùié íóìåðàöi¨ ïiäïðîñòîðiâ ç
(4), à h ìà¹ âèãëÿä (10). Î÷åâèäíî ïiäãðóïà ⟨h⟩ ⊆ H ¹ çâiäíîþ íàä êiëüöåì Zp.
Çãiäíî ç ëåìîþ 2 â Kerf ¹ íåñêàëÿðíà ìàòðèöÿ d âèãëÿäó (7). Çâiäñè ãðóïà H
ìiñòèòü àáñîëþòíî íåçâiäíó ïiäãðóïó Hl = D h ⟨h⟩, à îñêiëüêè H ìiíiìàëüíà
íåçâiäíà ïiäãðóïà ãðóïè GL(p,Zp), òî H1 = H. Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 5. Ìàòðèöþ d ìîæíà âèáðàòè òàê, ùî dpi = E äëÿ äåÿêîãî ïðîñòîãî
pi|(p− 1) (1 ≤ i ≤ s) i

d =
[
ηλ0 , ηλ1 , . . . , ηλp−1

]
, (11)

äå åëåìåíò η ìà¹ ïîðÿäîê pi â ïîëi Qp, λj ∈ GF (pi) (j = 0, 1, . . . , p− 1).
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Äîâåäåííÿ. Ç ëåìè 4 âèïëèâà¹, ùîH = Dh⟨h⟩, äå hp = E,D = ⟨d0⟩ · · · ⟨dp−1⟩
i H = ⟨h, d0⟩. Â ñèëó (3) |H| = p ·pmi

i , çâiäêè |D| = pmi
i , D ∼= ⟨b0⟩ · · · ⟨bmi−1⟩. Òîìó

çíàéäóòüñÿ òàêi åëåìåíòè d′0, . . . , d
′
mi−1 ∈ D, ùî D ∼= ⟨d′0⟩ · · · ⟨d′mi−1⟩. Îñêiëüêè

bmi
0 = 1, òî (d′0)

pi = dp1 = E, à òàê ÿê Gi0 = ⟨h, b0⟩, òî Gi0 = H. ßêùî â ÿêîñòi d
âçÿòè ìàòðèöþ d′0, òî îäåðæèìî íåîáõiäíå. Ëåìó äîâåäåíî.

Ëåìà 6. detd = 1, òîáòî λ0 + λ1 + · · ·+ λp−1 = 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé H = ⟨h, d⟩, äå h ìà¹ âèãëÿä (10), d � âèãëÿä (11). ßêùî
ðîçãëÿäàòè H ÿê ïiäãðóïó ãðóïè GL(p,Zp), òî, â ñèëó [1], detd = 1, çâiäêè
âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè.

Òåîðåìà 4. 1) Àáåëåâi ìiíiìàëüíi íåçâiäíi ïiäãðóïè ãðóïè GL(p,Zp) (p > 2)
ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi âè÷åðïóþòüñÿ ãðóïàìè Hp,r, äå r ïðîáiãà¹ ìíîæè-
íó Π′. 2) Íåàáåëåâi ìiíiìàëüíi íåçâiäíi ðîçâ'ÿçíi ïiäãðóïè ãðóïè GL(p,Zp) ïðè
p > 2 ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi âè÷åðïóþòüñÿ ãðóïàìè Hi = ⟨h, d⟩ ïîðÿäêiâ
|H| = p · pmi

i (i = 1, . . . , s), äå h ìà¹ âèãëÿä (10), à di � âèãëÿä (11), η � åëå-
ìåíò ïîðÿäêó pi ãðóïè Z∗

p (pi ïðîáiãà¹ ðiçíi ïðîñòi äiëüíèêè ÷èñëà p− 1, mi �
ïîêàçíèê, ÿêîìó íàëåæèòü pi çà ìîäóëåì h).

Äîâåäåííÿ. 1) Íåõàé G ⊂M ′
r àáåëåâà. Òîäi ç îïèñó ìíîæèíè L

′
r âèïëèâà¹,

ùî G ∼= Hq,r (r ∈ Π′). Òàê ÿê ãðóïà Cp = ⟨a⟩ ïîðÿäêó p íå ìà¹ òî÷íèõ íåçâiäíèõ
Zp-çîáðàæåíü ñòåïåíÿ p, òî G ¹ p′-ãðóïîþ. Òîìó äâi àáåëåâi ãðóïè ñïðÿæåíi â
ãðóïi GL(p,Zp) òîäi i òiëüêè, êîëè âîíè ñïðÿæåíi â ãðóïi GL(p,Qp) i òîìó ãðóïà
G ñïðÿæåíà â GL(p,Zp) ãðóïîþ Hp,r.

Äîâåäåìî 2). Çà ëåìîþ 6 detdi = 1.
Íåõàé G1 = ⟨h, c0⟩, G2 = ⟨h, d0⟩, äå c0 i d0 � ìàòðèöi âèäó (11) i ïîêàæåìî,

ùî G1 i G2 ñïðÿæåíi â ãðóïi GL(p,Zp).
Íåõàé ν0, ν1, . . . , νp−1 � Zp-áàçèñ p-âèìiðíîãî Zp-ìîäóëÿ V . Òîäi

h(ν0) = ν1, . . . , h(νp−2) = νp−1, h(νp−1) = ν0.

ßêùî ïîêëàñòè c0 = diag
[
ηλ0 , . . . , ηλp−1

]
d0 = diag [ηµ0 , . . . , ηµp−1 ], òî â ñèëó (3)

ìîæíà ââàæàòè, ùî µj = λsj, äå j, sj ñóòü åëåìåíòè ïîëÿ GF (p) i s ̸= 0. Ðîç-
ãëÿíåìî åëåìåíò t ∈ GL(p,Zp), òàêèé ùî t(νj) = νjs (j = 0, 1, . . . , p − 1) i t ¹
ìîíîìiàëüíîþ ìàòðèöåþ i òîìó dett = ±1 i t ∈ GL(p,Zp). Òîäi

t−1d0t(νj) = t−1d0(νjs) = t−1(ηλjsνjs) = ηµjνj.

Òàêèì ÷èíîì, t−1d0t = c0. Ëåãêî áà÷èòè, ùî òàêîæ t−1ht = hs
−1
, çâiäêè t−1G1t =

= G2. Çâiäñè i ç ëåì 1�6 îäåðæó¹ìî íåîáõiäíå. Òåîðåìó äîâåäåíî.
Íåõàé òåïåð p = 2. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5. 1) Íåõàé ψ(q) � ÷èñëî êëàñiâ ñïðÿæåíèõ ìiíiìàëüíèõ íåçâi-
äíèõ ðîçâ'ÿçíèõ ïiäãðóï ãðóïè GL(q,Z2), n � ïîêàçíèê, ÿêîìó íàëåæèòü 2 çà
ìîäóëåì q. Òîäi ψ(q) ≥ 2s+1 − 1, äå s = q−1

m
.

2) ßêùî 2 ¹ ïåðâiñíèì êîðåíåì çà ìîäóëåì q, òî ìiíiìàëüíi íåçâiäíi ðîçâ'ÿ-
çíi ïiäãðóïè ãðóïè GL(q,Z2) ç òî÷íiñòþ äî ñïðÿæåíîñòi âè÷åðïóþòüñÿ ãðó-
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ïàìè

W0 =

⟨
−1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

0 0
. . . 0 0

0 0 0 1 0
0 0 0 0 −1

 ,


0 0 0 0 1
1 0 0 0 0

0
. . . 0 0 0

0 0
. . . 0 0

0 0 0 1 0


⟩
,

W1 =

⟨
−1 1 0 0 −1
0 1 0 0 −2

0 0
. . . 0

...
0 0 0 1 −2
0 0 0 0 −1

 ,


1 0 0 0 0
2 0 0 0 −1

0 1 0 0
...

0 0
. . . 0

...
0 0 0 1 −1


⟩
,

W2 =

⟨
−1 0 0 0 0
0 1 0 0 1

0 0
. . . 0

...
0 0 0 1 1
0 0 0 0 −1

 ,


0 0 0 −1 0

1 0 0
...

...

0
. . . 0

...
...

0 0 1 −1 0
0 0 0 2 1


⟩
.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä äîâåäåíü àíàëîãi÷íîãî ðåçóëüòàòó
äëÿ ãðóïè GL(q,Z) (äèâ. [4, 5]).
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