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Умови обмеженостi гауссового випадкового процесу з ймовiрнiстю 1
на R+ та їх застосування

Conditions of boundedness with probability 1 for Gaussian stochastic processes on R+ are found
in the paper. Application of the conditions is considered.

В роботi знайдено умови обмеженостi гауссових випадкових процесiв на R+ з ймовiрнiстю 1
та розглянуто застосування даних умов.

1. Вступ. Нехай (Ω, F, P ) — стандартний ймовiрнiсний простiр, S — деяка непо-
рожня параметрична множина, ξ = (ξ(t), t ∈ S) — випадковий процес, заданий
на (Ω, F, P ).

Робота присвячена знаходженню умов, за яких ξ(t) — обмежений на R+

процес з ймовiрнiстю 1, тобто P (supt∈R+ |ξ(t)| <∞) = 1, t ∈ R+.
Ця задача є нетривiальною. Подiбним задачам, а саме дослiдженню пове-

дiнки супремума на нескiнченностi, присвячено багато робiт, зокрема роботи
[3] – [6].

Робота є актуальною, оскiльки знайденi результати можна застосовувати
для знаходження розв’язкiв рiвнянь математичної фiзики.

2. Базовi визначення. У цьому роздiлi наведемо кiлька означень та
тверджень, якi будуть використанi при доведеннi основних результатiв.

Означення 1 (див. [1]). Нехай S деяка непорожня множина. Функцiя
ρ : S ∗ S → [0,∞) називається псевдометрикою, якщо вона задовольняє на-
ступним умовам:

1. ρ(t, s) = ρ(s, t), t, s ∈ S;
2. ρ(t, s) ≤ ρ(t, v) + ρ(v, s), t, v, s ∈ S;
3. якщо t = s, то ρ(t, s) = 0, але якщо ρ(t, s) = 0, то не обов’язково t = s.

Таким чином, простiр (S, ρ) називається псевдометричним, якщо для нього
виконуються всi аксiоми метричного простору за винятком однiєї, а саме: з того,
що ρ(s, t) = 0 не випливає, що t = s.

Наприклад, нехай ξ(t), t ∈ T — процес другого порядку, ρ(t, s) =

= (E(ξ(t)− ξ(s))2)
1
2 , t, s ∈ T . Легко бачити, що всi аксiоми метрики для ρ(t, s)

виконуються, але коли ρ(t, s) = 0, то ξ(t) = ξ(s) з ймовiрнiстю одиниця, але не
обов’язково t дорiвнює s. Отже, (T, ρ) — псевдометричний простiр.

Тепер нехай (S, ρ) — псевдометричний простiр.

Означення 2 (див. напр. [1], [2]). Систему замкнених куль B = {B}, B ⊂
S, радiуси яких не бiльшi за ε, називають ε–покриттям множини S, якщо
∪B∈BB = S.

Означення 3 (див.напр. [1], [2]). Множину Q ⊂ S називають ε–сiткою в
множинi S вiдносно псевдометрики ρ, якщо для будь-якої точки x ∈ S iснує
хоч одна точка y ∈ Q, така що ρ(x, y) ≤ ε.
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Означення 4 (див. [1], [2]). Якщо iснує скiнченне ε–покриття множи-
ни S, то позначимо Nρ(S, ε) число елементiв у найменшому ε–покриттi цiєї
множини. Крiм того, покладемо Nρ(S, ε) = +∞, якщо не iснує скiнченного
ε–покриття множини S. Таку функцiю Nρ(S, ε) називають метричною ма-
сивнiстю множини S вiдносно псевдометрики ρ.

Означення 5 (див. [1]). Функцiя

Hρ(S, ε) =

{
lnNρ(S, ε), якщо Nρ(S, ε) <∞,
+∞, якщо Nρ(S, ε) = +∞

називається метричною ентропiєю вiдносно метрики ρ.

Нехай ξ(x), x ≥ 0 — центрований сепарабельний гауссовий процес, x ∈ S.
На S розглянемо псевдометрику ρ(x, y) = (E(ξ(x)− ξ(y))2)

1
2 .

Введемо умови:
1. ε0 = supx∈S(E(ξ(x))2)

1
2 < +∞.

2. Простiр (S, ρ) — сепарабельний та процес ξ(x) — сепарабельний на (S, ρ).
Позначимо N(ε) = Nρ(S, ε), H(ε) = lnN(ε).

Наступна теорема доведена в [1] (ст. 106, заув. 4.3) для субгауссових процесiв.
Оскiльки гауссовi процеси є субгауссовими з φ∗(x) = x2

2
та τ(ξ) = Eξ2(x), то для

гауссових процесiв теорема має наступний вигляд:

Теорема 1 (див. [1]). Нехай X = (X(t), t ∈ S) — деякий сепарабельний га-
уссовий процес. Якщо виконуються умови 1. – 2., та I(ε0) = 1√

2

∫ ε0
0

√
H(ε)dε <

+∞, де H(ε) — метрична ентропiя множини S вiдносно ρ, то ∀λ > 0, ∀u >
8I(ε0) має мiсце нерiвнiсть:

P{sup
t∈S
|X(t)| ≥ u} ≤ 2A(u),

де
A(u) = exp{− 1

2ε2
0

(u−
√

8uI(ε0))2}.

3. Оцiнки розподiлу супремума випадкового гауссового процесу
на R+.

Нехай ξ(x), x ≥ 0 — центрований сепарабельний гауссовий процес такий,
що виконуються умови:

A1. Eξ(x)ξ(y) = R(x, y), x ∈ S, y ∈ S, де S = [0,∞).
А2. Нехай {Bk; k = 0, 1, . . . } — послiдовнiсть розбиттiв множини S на пiд-

множини Bk = [bk; bk+1), де bk+1 > bk, b0 = 0, bk →∞, k →∞. Hk(u) — метрична
ентропiя множини Bk вiдносно псевдометрики ρ(x, y) = (E(ξ(x)− ξ(y))2)

1
2 ; та

∀v > 0, k > 0 виконується умова Дадлi:
∫ v

0

√
Hk(u)du <∞.

Знайдемо умови, за яких

P{sup
x≥0
|ξ(x)| <∞} = 1

та отримаємо оцiнки розподiлу випадкової величини supx≥0 |ξ(x)|.
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Теорема 2. Нехай ξ(x), x ≥ 0 — гауссовий процес, для якого виконуються
умови А1 та А2, ρ(x, y) = (E(ξ(x)− ξ(y))2)

1
2 .

Тодi при ε > 8 maxk≥0 I(ε0k) = ε∗, де ε0k = supt∈Bk [E(ξ(t))2]1/2; I(v) =
1√
2

∫ v
0

√
Hk(u)du, v > 0, справджується нерiвнiсть:

P{ sup
x∈Bk
|ξ(x)| > ε} ≤ 2Ak(ε), (1)

де
Ak(ε) = exp{− 1

2ε2
0k

(ε−
√

8εI(ε0k))
2}. (2)

Якщо при деякому ε̂ ≥ ε∗ збiгається ряд
∑∞

k=0Ak(ε̂), то при всiх ε ≥ ε̂
збiгається ряд

∑∞
k=0Ak(ε) та при ε ≥ ε̂ має мiсце нерiвнiсть:

P{sup
x≥0
|ξ(x)| > ε} ≤ 2

∞∑
k=0

Ak(ε)

та
P{sup

x≥0
|ξ(x)| <∞} = 1.

Доведення. Розглянемо послiдовнiсть (bk) : bk →∞, k →∞; b0 = 0, bk+1 >
bk; Bk = [bk, bk+1]. Тодi

P{sup
x≥0
|ξ(x)| > ε} = P{

∞⋃
k=0

sup
x∈Bk
|ξ(x)| > ε} ≤

∞∑
k=0

P{ sup
x∈Bk
|ξ(x)| > ε}. (3)

З теореми 1 випливає, що, якщо ε0k < ∞; I(ε0k) < ∞ та якщо ξ(x) — сепара-
бельний, то:

P{ sup
x∈Bk
|ξ(x)| > ε} ≤ 2Ak(ε) (4)

де
Ak(ε) = exp{− 1

2ε2
0k

(ε−
√

8εI(ε0k))
2}.

при ε > 8I(ε0k).
Отже, з (3) та (4) випливає, що при ε > 8 maxk≥0 I(ε0k):

P{sup
x≥0
|ξ(x)| > ε} ≤ 2A(ε),

де A(ε) =
∑∞

k=0Ak(ε).
Доведемо, що A(ε)→ 0, ε→ 0. Оскiльки Ak(ε) < Ak(ε̂) при ε̂ ≤ ε, то з того,

що
∑∞

k=0Ak(ε̂) < ∞, випливає, що
∑∞

k=0 Ak(ε) < ∞. Треба довести, що для
будь-якого δ при досить великих ε: A(ε) < δ.

Нехай M ∈ N. Тодi

A(ε) =
M∑
k=0

Ak(ε) +
∞∑

k=M+1

Ak(ε) ≤
M∑
k=0

Ak(ε) +
∞∑

k=M+1

Ak(ε̂).

Вибираємо M таке, що
∑∞

k=M+1 Ak(ε̂) ≤
δ
2
та C таке, що при ε > C, k ≤M :

Ak(ε) <
δ

2(M+1)
. Тодi
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A(ε) ≤
M∑
k=0

δ

2(M + 1)
+
δ

2
≤ δ.

Отже,
A(ε)→ 0, при ε→∞,

тому ряд A(ε) збiгається при всiх ε > max(C, ε̂).

Наслiдок 1. Нехай виконуються умови теореми 2, але замiсть умови А2
виконується умова:

sup
t,s∈Bk,|t−s|≤h

(E(ξ(t)− ξ(s))2)
1
2 ≤ σk(h) (5)

де σk(h) — монотонно зростаюча неперервна функцiя, σk(0) = 0 та умова

Î(ε0k) <∞, k ≥ 0,

де

Î(ε0k) =
1√
2

∫ ε0k

0

√
ln(1 +

bk+1 − bk
2σ−1

k (u)
)du. (6)

Тодi при ε > 8 maxk≥0 Î(ε0k) = ε̂∗ справджується нерiвнiсть:

P{ sup
x∈Bk
|ξ(x)| > ε} ≤ 2Âk(ε),

де
Âk(ε) = exp{− 1

2ε2
0k

(ε−
√

8εÎ(ε0k))
2}.

Якщо при деякому ε̂ ≥ ε̂∗ збiгається ряд
∑∞

k=0 Âk(ε̂), то при всiх ε ≥ ε̂

збiгається ряд
∑∞

k=0 Âk(ε) та при ε ≥ ε̂ має мiсце нерiвнiсть:

P{sup
x≥0
|ξ(x)| > ε} ≤ 2

∞∑
k=0

Âk(ε) (7)

та
P{sup

x≥0
|ξ(x)| <∞} = 1.

Доведення. Функцiя σk(h) — монотонно зростаюча неперервна функцiя,
σk(0) = 0, залежить вiд bk та bk+1. Тодi

Nk(u) ≤ bk+1 − bk
2σ−1

k (u)
+ 1

та
Hk(u) ≤ ln(

bk+1 − bk
2σ−1

k (u)
+ 1). (8)

ε0k = sup
t∈Bk

[E(ξ(t))2]1/2,

що випливає з умов А1 - А2.
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Тодi умова (5) виконується, при ∀t, s ∈ Bk : |t− s| ≤ h та

I(ε0k) ≤ Î(ε0k) =
1√
2

∫ ε0k

0

√
ln(1 +

bk+1 − bk
2σ−1

k (u)
)du.

Тодi з (1) випливає

P{sup
x≥0
|ξ(x)| > ε} ≤ 2

∞∑
k=0

Âk(ε)

при ε > 8 maxk≥0 Î(ε0k).
Далi доведення наслiдку повторює доведення теореми 2.

Теорема 3. Нехай виконуються умови наслiдку 1, але замiсть умови (5)
виконуються умови: Eξ(x)ξ(y) = R(x, y) =

∫ +∞
0

f(x, u)f(y, u)dF (u), де F (u)
— деяка функцiя розподiлу, f(x, u), x ≥ 0, u ≥ 0 така вимiрна функцiя, що∫ +∞

0
(f(x, u))2dF (u) <∞ та для якої виконується нерiвнiсть |f(t, u)−f(s, u)| ≤

σ̂k(h)g(u, bk), ∀t, s ∈ Bk : |t−s| ≤ h та Zk =
∫∞

0
g(u, bk)dF (u) <∞, g(u, bk) > 0.

Якщо виконується умова:

Î(ε0k) <∞, k ≥ 0,

де

Î(ε0k) =
1√
2

∫ ε0k

0

√
ln(1 +

bk+1 − bk
2σ̂−1

k ( u
Zk

)
)du.

то при ε > 8 maxk≥0 Î(ε0k) = ε̂∗ справджується нерiвнiсть:

P{ sup
x∈Bk
|ξ(x)| > ε} ≤ 2Âk(ε),

де
Âk(ε) = exp{− 1

2ε2
0k

(ε−
√

8εÎ(ε0k))
2}. (9)

Якщо при деякому ˆ̂ε ≥ ε̂∗ збiгається ряд
∑∞

k=0 Âk(
ˆ̂ε), то при всiх ε ≥ ˆ̂ε має

мiсце нерiвнiсть:

P{sup
x≥0
|ξ(x)| > ε} ≤ 2

∞∑
k=0

Âk(ε) (10)

та
P{sup

x≥0
|ξ(x)| <∞} = 1.

Доведення. Легко бачити, що

ε0k = sup
t∈Bk

[E(ξ(t))2]1/2 = sup
t∈Bk

[

∫ ∞
0

f(t, u)2dF (u)]1/2 = sup
t∈Bk

[R(t, t)]1/2,

що випливає з умов А1 - А2 та умов теореми 3.

E(ξ(t)− ξ(s))2 = E(ξ(t))2 − 2Eξ(t)ξ(s) + E(ξ(s))2 = R(t, t)− 2R(t, s) +R(s, s) =

=

∫ ∞
0

(f(t, u)2 − 2f(t, u)f(s, u) + f(s, u)2)dF (u) =

∫ ∞
0

(f(t, u)− f(s, u))2dF (u).
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Тодi умова (5) матиме вигляд:

sup
t,s∈Bk,|t−s|≤h

(E(ξ(t)− ξ(s))2)
1
2 ≤ σ̂k(h)Zk (11)

де σ̂k(h) — монотонно зростаюча неперервна функцiя, σ̂k(0) = 0; g(u, bk) > 0,
∀k ≥ 0 та

√∫∞
0
g2(u, bk)dF (u) = Zk <∞ при

|f(t, u)− f(s, u)| ≤ σ̂k(h)g(u, bk)

∀t, s ∈ Bk : |t− s| ≤ h.
Тодi σk(h) = Zkσ̂k(h) та σ−1

k (h) = σ̂−1
k ( u

Zk
) та

I(ε0k) ≤ Î(ε0k) =
1√
2

∫ θε0k

0

√
ln(1 +

bk+1 − bk
2σ̂−1

k ( u
Zk

)
)du

Тодi з (1) випливає

P{sup
x≥0
|ξ(x)| > ε} ≤ 2

∞∑
k=0

Âk(ε0k)

при ε > 8 maxk≥0 Î(θε0k).

Приклад 1. Нехай в умовах теореми 3 функцiя розподiлу f(t, u) має ви-
гляд: f(t, u) = cos tu

c(t)
, причому функцiю c(t) виберемо таку, що c(t) – зростаюча,

c(t) ≥ 1; c(t)→∞; t→∞ та |c(t)− c(s)| ≤ C|t− s|α; α ≤ 1; C = const.
Оцiнимо E(ξ(t)− ξ(s))2 на вiдрiзку [bk; bk+1]:

E(ξ(t)− ξ(s))2 =

∫ ∞
0

(f(t, u)− f(s, u))2dF (u) ≤

≤
∫ ∞

0

(
|2 sinu(t− s)|

c(t)
+
|c(t)− c(s)|
c(t)c(s)

)2

dF (u).

(12)

Оскiльки | sinu(t− s)| ≤ |u(t− s)|α; 0 < α ≤ 1, то з (12) випливає

E(ξ(t)− ξ(s))2 ≤
∫ ∞

0

(
2|u|α|t− s|α

c(bk)
+
C|t− s|α

c2(bk)

)2

dF (u) ≤

≤ |t− s|2α
∫ ∞

0

(
2|u|α

c(bk)
+

C

c2(bk)

)2

dF (u)

(13)

Припустимо, що
∫∞

0
u2αdF (u) <∞.

Отже, отримано, що |f(t, u) − f(s, u)| ≤ σ̂k(h)g(u, bk), де σ̂k(h) = hα =

|t− s|α, g(u, bk) = 2|u|α
c(bk)

+ C
c2(bk)

. Звiдси маємо:

(
E(ξ(t)− ξ(s))2

) 1
2 ≤ hα

(∫ ∞
0

(
2|u|α

c(bk)
+

C

c2(bk)
)2dF (u)

) 1
2

= hαZk,

де Zk =
(∫∞

0
(g(u, bk))

2dF (u)
) 1

2 .
Тодi за теоремою 3 отримаємо: σk(h) = Zkσ̂k(h); σ−1

k (x) = ( x
Zk

)1/α,
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ε0k = sup
t∈Bk

[E(ξ(t))2]1/2 = sup
t∈Bk

[

∫ ∞
0

cos2 tu

c2(t)
dF (u)]1/2 ≤ 1

c(bk)

∫ ∞
0

dF (u) =
F (+∞)

c(bk)

Î(ε0k) =
1√
2

∫ ε0k

0

√√√√ln

(
1 +

bk+1 − bk
2( x

Z2
k
)1/α

)
dx =

=
1√
2

∫ ε0k

0

√
ln

(
1 +

(bk+1 − bk)(Z2
k)1/α

2

1

x1/α

)
dx

Як вiдомо, ln(1 + x) ≤ xβ

β
; 0 < β ≤ 1 при x > 0. Тому

Î(ε0k) ≤
1√
2

∫ ε0k

0

((bk+1 − bk)Z2/α
k

2x1/α

)β
1

β

1/2

dx =

=
(bk+1 − bk)β/2Z2β/2α

k

2
√
β

∫ ε0k

0

x−
β
2αdx.

Iнтеграл
∫ ε0k

0
x−

β
2αdx – збiгається, якщо β ≤ 2α. Отже, маємо:

Î(ε0k) ≤
(bk+1 − bk)β/2Z2β/2α

k

2
√
β

ε
1−β/2α
0k

1− β/2α
= Rk

ε
1−β/2α
0k

1− β/2α
,

де Rk =
(bk+1−bk)β/2Z

2β/2α
k

2
√
β

.
Тодi

Âk(ε) ≤ exp

{
− 1

2ε2
0k

(ε−
√

8εÎ(ε0k))
2

}
≤

≤ exp

− c2(bk)

2F 2(+∞)

ε−
√

8εRk ∗
ε

1−β/2α
0k

1− β/2α

2 .

Залишилося довести збiжнiсть ряду
∑∞

k=0 Âk(ε). Якщо цей ряд збiгається,
то P{supx≥0 |ξ(x)| <∞} = 1.

Покладемо α = β. Тодi

Âk(ε) = exp

− c2(bk)

2F 2(+∞)

(
ε−

√
8εRk(

F (+∞)

c(bk)
)

1
2

√
2

)2


Zk =

(∫ ∞
0

(
2|u|α

c(bk)
+

C

c2(bk)
)2dF (u)

) 1
2

≤ 1

c(bk)

(∫ ∞
0

(2|u|α + C)2dF (u)

) 1
2

.

Припустимо, що виконується умова:
∫∞

0
u2αdF (u) <∞.

Покладемо
(∫∞

0
(2|u|α + C)2dF (u)

) 1
2 = S. Звiдси Zk = S

c(bk)
. Беремо bk =

exp{k}. Тодi Rk матиме вигляд:
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Rk =
(ek+1 − ek)α/2S

2
√
αc(ek)

=
eαk/2(e− 1)α/2S

2
√
αc(ek)

Âk(ε) = exp

− c2(ek)

2F 2(+∞)

ε− [8
√

2ε
eαk/2(e− 1)α/2S

2
√
αc(ek)

√
F (+∞)

c(ek)

] 1
2

2


Якщо e
αk
2

(c(ek))3/2 → 0 при k → ∞, то, якщо ряд
∑∞

k=0 exp
{
− c2(bk)

2F 2(+∞)

}
збiгає-

ться, то, для досить великих ε, збiгається ряд
∑∞

k=0 Âk(ε).
Нехай exp

{
− c2(bk)

2F 2(+∞)

}
= 1

k2 ; тодi

c2(bk) = 2 ln k ∗ 2F 2(+∞);

c(bk) = 2F (+∞)
√

ln k ≤ ˆ̂
C(ln k)1/2, де ˆ̂

C −−деяка константа

bk = exp{k}; ek = t; c(t) ≥ ˆ̂
C(ln ln t)1/2.

Отже, ми показали, що гауссовий процес ξ(t) такий, що Eξ(t) = 0,
Eξ(t)ξ(s) =

∫∞
0

cos tu cos su
c(t)c(s)

dF (u), t, s ≥ 0 буде обмежений на R+ з ймовiрнiстю 1,
якщо виконуються умови:

— для деякого α, 0 < α < 1 :
∫∞

0
u2αdF (u) <∞

— c(t) – така функцiя, що c(t) ≥ 1, c(t) – монотонно зростає; |c(t)− c(s)| ≤
C|t − s|α; α ≤ 1; C = const, та для досить великих t : c(t) ≥ C(ln ln t)1/2.

Наприклад, враховуючи те, що e
αk
2

(c(ek))3/2 → 0 при k →∞, ми можемо покласти
c(t) = tα при t > 1.

Розглянемо задачу Кошi на нескiнченнiй прямiй:
у фазовiй площинi

Ω = {(t, x)|0 < t < +∞,−∞ < x < +∞}

знайти обмежений розв’язок рiвняння теплопровiдностi:{
ut(t, x) = a2uxx(t, x);

u(0, x) = ξ(x), x ∈ R,
(14)

де ξ(x) — вiдома, неперервна обмежена на всiй осi функцiя. Вважаємо, що u(t, x)
при t = 0 неперервна, тобто

lim
t→0,x→x0

u(t, x) = ξ(x0).

Застосуємо результати знайденi вище для знаходження розв’язкiв задачi (14)
з випадковими початковими умовами.

Теорема 4. Нехай ξ(x), x ≥ 0 — центрований гауссовий процес, для якого
виконується наступна умова:

sup
t≥0
|ξ(t)| <∞
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з ймовiрнiстю 1.
Тодi

u(t, x) =

∫ +∞

−∞
ξ(v)

1

2a
√
πt

exp−(v − x)2

4a2t
dv

є обмеженим розв’язком задачi Кошi (14).

Наслiдок 2. Нехай ξ(x) такий процес, що при x ≥ 0 для ξ(x) виконуються
умови теорем доведених вище, а при x ≤ 0 : ξ(x) = ξ(−x). Тодi виконуються
умови теореми 4.
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