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ТОЧНIСТЬ НАБЛИЖЕННЯ В ЦЕНТРАЛЬНIЙ ГРАНИЧНIЙ
ТЕОРЕМI В ТЕРМIНАХ УСЕРЕДНЕНИХ ПСЕВДОМОМЕНТIВ

Estimates of Zolotarev in the central limit theorem are generalized for sequences series random
variables in the term of middle pseudomoments.

Оцiнки Золотарьова в центральнiй граничнiй теоремi узагальнюються для послiдовностi серiй
випадкових величин в термiнах усереднених псевдомоментiв.

1. Вступ. У роботi [1] одержано узагальнення нерiвностi Беррi–Ессена iз вико-
ристанням рiзного вигляду псевдомоментiв, пiзнiше, трохи в iншiй формi, цей
результат був включений у монографiю [2]. Завдяки роботi [1] псевдомоменти
набули широкого застосування у граничних теоремах. У роботi [3] розглядаю-
ться умови, при виконаннi яких, швидкiсть збiжностi буде вищою, нiж у не-
рiвностi Беррi–Ессена. Псевдомоменти знайшли застосування до оцiнки швид-
костi збiжностi цiн опцiонiв [4]. У роботах [5] i [6] розглядаються рiзнi пiдходи
до узагальнення результатiв iз [1] для рiзнорозподiлених випадкових величин.
У данiй роботi ми узагальнюємо результати роботи [1] на послiдовнiсть серiй
незалежних в кожнiй серiї рiзнорозподiлених випадкових величин, при цьому
узагальнюються результати робiт [5] i [6].

2. Основнi результати. Розглянемо послiдовнiсть серiй ξn1, . . . , ξnn не-
залежних в кожнiй серiї випадкових величин з математичними сподiваннями

Mξni = 0, дисперсiями Dξni = σ2
ni, σni > 0,

n∑
i=1

σ2
ni = 1, σn = max{σn1, . . . , σnn}.

Позначимо: Fni(x) – функцiя розподiлу ξni, fni(t) – характеристична функцiя
ξni, Sn = ξn1 + · · ·+ξnn, Φn(x) – функцiя розподiлу Sn, Φ(x) – функцiя розподiлу
стандартного нормального закону, ρn = sup

x
|Φn(x)− Φ(x)|.

Теорема. Нехай σ2
n ≤ 3

4
при n ≥ 2, 2 < r ≤ 3 i для деякого s ∈ [0; r]

iснують величини θnk(s, r) такi, що для всiх t ∈ R i k = 1, . . . , n виконуються
нерiвностi

ωnk(t) =

∣∣∣∣fnk(t)− e− t2σ2
nk

2

∣∣∣∣ ≤ θnk(s, r) min(|t|sσsnk; d(r)|t|rσrnk), (1)

де стала d(r) ∈ (0; 1).
Тодi iснують сталi C1, C2, якi залежать тiльки вiд s i r, що для всiх n ≥ 2

справедлива нерiвнiсть

ρn ≤ C1 max
{
σr−2
n θn(s, r);σn

(
θn(s, r)

)p}
, (2)

де θn(s, r) = σ2−s
n

n∑
k=1

θnk(s, r)σ
s
nk, p = min {1;σ−2

n (sn+ 1)−1} , а при s > 0

ρ1 ≤ C2

(
1 +

1

s

)
max

{
θ11(s, r); (θ11(s, r))

1
s+1

}
. (3)
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Доведення. При доведеннi теореми будемо використовувати скороченi по-
значення: θnk(s, r) = θnk(s), θn(s, r) = θn(s). У нерiвностi ( [7], стор. 299)

|F (x)−G(x)| ≤ 2

π

T∫
0

|f(t)− g(t)|dt
t

+

24 sup
x
|G′(x)|

πT

покладемо F (x) = Φn(x), G(x) = Φ(x), f(t) =
n∏
k=1

fnk(t), g(t) = e−
1
2
t2 . Тодi

ρn ≤
2

π

T∫
0

∣∣∣∣∣
n∏
k=1

fnk(t)− e−
1
2
t2

∣∣∣∣∣ dtt +
24

π
√

2πT
. (4)

Iз нерiвностi ∣∣∣∣∣
n∏
i=1

ai −
n∏
i=1

bi

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

|ai − bi|

(
i−1∏
k=1

|bk|

)(
n∏

k=i+1

|ak|

)

i умови (1) теореми∣∣∣∣∣
n∏
k=1

fnk(t)− e−
1
2
t2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∏
i=1

fni(t)−
n∏
i=1

e−
t2σ2

ni
2

∣∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
i=1

ωni(t)
i−1∏
k=1

e−
t2σ2

nk
2

n∏
k=i+1

|fnk(t)| ≤ d(r)|t|r
n∑
i=1

σrniθni(s)ψni(t), (5)

де ψni(t) =
i−1∏
k=1

e−
t2σ2

nk
2

n∏
k=i+1

|fnk(t)|.

Нехай n ≥ 2, c∈(0; e−9nσ2
n ] – довiльна стала. Покладемо T (1)

n = 1
σn

√
−2 ln θn(s),

якщо σn(s) ≤ c, i T (2)
n = 1

σn

(
c

θn(s)

) 1
r−2 , якщо θn(s) > c. Будемо використовувати

нерiвнiсть:

|fnk(t)| =
∣∣∣∣fnk(t)− e− t2σ2

nk
2 + e−

t2σ2
nk

2

∣∣∣∣ ≤ e−
t2σ2

nk
2 + ωnk(t). (6)

Нехай n ≥ 2, θn(s) > c i |t| ≤ T
(2)
n . Iз (6) i умови (1) теореми

|fnk(t)| ≤ e−
t2σ2

nk
2

(
1 + e

t2σ2
nk

2 d(r)|t|rσrnkθnk(s)
)
≤

≤ e−
t2σ2

nk
2

(
1 + e

(T (2)
n )

2
σ2
nk

2 (T (2)
n )r−2d(r)t2σrnkθnk(s)

)
≤

≤ e−
t2σ2

nk
2

(
1 + t2

√
ed(r)

c

θn(s)
σ2−s
n σsnkθnk(s)

)
.
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Тодi

ψni(t) =
i−1∏
k=1

e−
t2σ2

nk
2

n∏
k=i+1

|fnk(t)| ≤

≤
i−1∏
k=1

e−
t2σ2

nk
2

n∏
k=i+1

e−
t2σ2

nk
2

(
1 + t2

√
ed(r)

c

θn(s)
σ2−s
n σsnkθnk(s)

)
≤

≤ exp

{
−t

2

2
(1− σ2

ni) + t2
√
ed(r)

c

θn(s)
σ2−s
n

n∑
k=i+1

σsnkθnk(s)

}
≤

≤ exp

{
−t

2

2
(1− σ2

ni) + t2
√
ed(r)c

}
≤ e−c2t

2

, (7)

де c2 = 1
8
−
√
ed(r)c > 0.

Iз (5) i (7) при θn(s) > c, |t| ≤ T
(2)
n i n ≥ 2∣∣∣∣∣

n∏
k=1

fnk(t)− e−
1
2
t2

∣∣∣∣∣ ≤ d(r)|t|r
n∑
i=1

σrniθni(s)e
−c2t2 ≤ σr−2

n θn(s)d(r)|t|re−c2t2 . (8)

Нехай θn(s) > c i n ≥ 2. Покладемо у (4) T = T
(2)
n . Будемо вважати, що 1

T
(2)
n

≤

σr−2
n θn(s). Оскiльки у протилежному випадку 1

T
(2)
n

> σr−2
n θn(s), σn

(
θn(s)
c

) 1
r−2

>

>σr−2
n θn(s), справедлива нерiвнiсть σr−2

n θn(s)c
1
r−3>1. Тодi ρn=sup

x
|Φn(x)−Φ(x)|≤1,

то ρn ≤ 1 < σr−2
n θn(s)c

1
r−3 i нерiвнiсть (2) виконується.

Враховуючи наведене припущення 1

T
(2)
n

≤ σr−2
n θn(s), iз (4) i (8)

ρn ≤
2

π

T
(2)
n∫

0

∣∣∣∣∣
n∏
k=1

fnk(t)− e−
1
2
t2

∣∣∣∣∣ dtt +
24

π
√

2πT
(2)
n

≤

≤ σr−2
n θn(s)d(r)

2

π

T
(2)
n∫

0

tr−1e−c2t
2

dt+
24

π
√

2π
σr−2
n θn(s) ≤ C3σ

r−2
n θn(s),

де надалi Ck – сталi, що залежать тiльки вiд c i s.
У випадку θn(s) > c нерiвнiсть (2) теореми доведена.
Нехай θn(s) ≤ c, n ≥ 2.
Iз умови (1) теореми i (6) при |t| ≤ T

(1)
n

|fnk(t)| ≤ e−
t2σ2

nk
4

(
1 + e

t2σ2
nk

4 d(r)|t|rσrnkθnk(s)
)
≤

≤ e−
t2σ2

nk
4

(
1 + e

(T (1)
n )

2
σ2
nk

4

(
T (1)
n

)r−2
d(r)t2σrnkθnk(s)

)
≤

≤ e−
t2σ2

nk
4

(
1 + d(r)t2

(
θn(s)

)− 1
2
(
−2 ln θn(s)

) r−2
2 σ2−s

n σsnkθnk(s)
)
.
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Тодi, iз умови σ2
n ≤ 3

4
при n ≥ 2,

ψni(t) ≤
i−1∏
k=1

e−
t2σ2

nk
2

n∏
k=i+1

e−
t2σ2

nk
4

1 + d(r)t2

√√√√(−2 ln θn(s)
)r−2

θn(s)
σ2−s
n σsnkθnk(s)

 ≤

≤ exp

−t
2

4

(
1− σ2

ni

)
+ d(r)t2

√√√√(−2 ln θn(s)
)r−2

θn(s)
σ2−s
n

n∑
k=i+1

σsnkθnk(s)

 ≤
≤ exp

{
−t

2

4

(
1− σ2

ni

)
+ d(r)t2

√
θn(s)

(
−2 ln θn(s)

)r−2
}
≤

≤ exp

{
−t2

(
1

16
− d(r)

(
−2
(
θn(s)

) 1
r−2 ln θn(s)

) r−2
2

)}
.

Оскiльки функцiя x
1
r−2 lnx є спадною при x∈(0; e2−r), а θn(s)≤c≤e−9nσ2

n<e2−r,
то

ψni(t) ≤ exp

{
−t2

(
1

16
− d(r)

(
−2c

1
r−2 ln c

) r−2
2

)}
= e−c1t

2

, (9)

де c1 = 1
16
− d(r)

√
c(−2 ln c)r−2 > 0.

Iз (5) i (9) при θn(s) ≤ c, |t| ≤ T
(1)
n i n ≥ 2∣∣∣∣∣

n∏
k=1

fnk(t)− e−
1
2
t2

∣∣∣∣∣ ≤ d(r)|t|re−c1t2
n∑
i=1

σrniθni(s) ≤ σr−2
n θn(s)d(r)|t|re−c1t2 . (10)

Покладемо у (4) T = c
σn

(
θn(s)

)−p, T ′ = min
{
T ;T

(1)
n

}
. Тодi iз (4)

ρn ≤
2

π

T∫
0

∣∣∣∣∣
n∏
k=1

fnk(t)− e−
1
2
t2

∣∣∣∣∣ dtt +
24

π
√

2π T
≤

≤ 2

π

T ′∫
0

∣∣∣∣∣
n∏
k=1

fnk(t)− e−
1
2
t2

∣∣∣∣∣ dtt +
2

π

T∫
T ′

∣∣∣∣∣
n∏
k=1

fnk(t)

∣∣∣∣∣ dtt +
2

π

T∫
T ′

e−
1
2
t2 dt

t
+

+
24

π
√

2π c
σn
(
θn(s)

)p
= I1 + I2 + I3 +

24

π
√

2π c
σn
(
θn(s)

)p
. (11)

Оскiльки T ′ ≤ T
(1)
n , то iз (10)

I1 =
2

π

T ′∫
0

∣∣∣∣∣
n∏
k=1

fnk(t)− e−
1
2
t2

∣∣∣∣∣ dtt ≤σr−2
n θn(s)d(r)

2

π

T ′∫
0

tr−2e−c1t
2

dt ≤ C4σ
r−2
n θn(s). (12)

Iз (1) i (6) при θn(s) ≤ c, |t| > T
(1)
n = 1

σn

√
−2 ln θn(s)∣∣∣∣∣

n∏
k=1

fnk(t)

∣∣∣∣∣ ≤
n∏
k=1

(
e−

t2σ2
nk

2 + ωnk(t)

)
≤

n∏
k=1

(
e−

(T (1)
n )

2
σ2
nk

2 + |t|sσsnkθnk(s)

)
=
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=
n∏
k=1

((
θn(s)

)σ2
nk
σ2
n + |t|sσsnkθnk(s)

)
=

=
(
θn(s)

) 1

σ2
n

n∏
k=1

(
1 +

(
θn(s)

)−σ2
nk
σ2
n |t|sσsnkθnk(s)

)

i, використавши нерiвнiсть xi ≥ 0, i = 1, . . . , n,
n∏
i=1

xi ≤
(

1
n

n∑
i=1

xi

)n
, одержуємо

∣∣∣∣∣
n∏
k=1

fnk(t)

∣∣∣∣∣ ≤ (θn(s)
) 1

σ2
n

(
1 +

1

n

n∑
k=1

(
θn(s)

)−σ2
nk
σ2
n |t|sσsnkθnk(s)

)n

≤

≤
(
θn(s)

) 1

σ2
n

(
1 + |t|s

(
θn(s)

)−1 1

n

n∑
k=1

σsnkθnk(s)

)n

=

=
(
θn(s)

) 1

σ2
n

(
1 + σs−2

n |t|s
1

n

)n
≤
(
θn(s)

) 1

σ2
n (1 + σsn|t|s)

n .

Оскiльки θn(s) ≤ c ≤ e−9nσ2
n ≤ e−9 i |t| > T

(1)
n , то

|t|σn > σnT
(1)
n =

√
−2 ln θn(s) ≥

√
−2 ln c ≥

√
18.

Тому при |t| > T
(1)
n∣∣∣∣∣

n∏
k=1

fnk(t)

∣∣∣∣∣ ≤ (1 + 18−
s
2

)n (
θn(s)

) 1

σ2
n (σsn|t|s)

n ≤ 2n
(
θn(s)

) 1

σ2
n (|t|σn)sn . (13)

Будемо вважати, що T ′ = T
(1)
n , бо iнакше I2 = 0, I3 = 0, i справедливiсть

нерiвностi (2) випливає iз (11), (12). Iз (13)

I2 =
2

π

T∫
T ′

∣∣∣∣∣
n∏
k=1

fnk(t)

∣∣∣∣∣ dtt ≤ 2n+1

n

(
θn(s)

) 1

σ2
n σsnn

T∫
T

(1)
n

tsn−1dt. (14)

Нехай s ≥ 1
6nσ2

n
. Оскiльки θn(s) ≤ c, 1

σ2
n
− spn ≥ p, то cs ≤ e−

3
2 i при n ≥ 2

I2 ≤
2n+1

πsn

(
θn(s)

) 1

σ2
n σsnn T

sn =
2n+1

πsn

(
θn(s)

) 1

σ2
n
−spn

csn ≤

≤ 12

π
σ2
n

(
θn(s)

)p
(2cs)n ≤ σn

(
θn(s)

)p 24
√

3

πe3
. (15)

Нехай s < 1
6nσ2

n
, n ≥ 2, σ2

n ≤ 3
4
. Iз цих умов випливає, що

1

σ2
n(sn+ 1)

≥ 1

σ2
n

(
1

6σ2
n

+ 1
) ≥ 1

1
6

+ 3
4

> 1.
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Тодi p = 1 i 1
σ2
n
− sn > 1

σ2
n
− 1

6σ2
n
≥ 10

9
. Тому iз (14) (враховуємо, що σnT

(1)
n >

√
18)

I2 ≤
2n+1

π

(
θn(s)

) 1

σ2
n σsnn

T∫
T

(1)
n

tsn−
8
9
− 1

9dt ≤

≤ 2n+1

π

(
θn(s)

) 1

σ2
n σsnn

(
T (1)
n

)− 1
9 T sn+ 1

9
1

sn+ 1
9

≤

≤ 2n18

π
18−

1
18

(
θn(s)

) 1

σ2
n
−sn− 1

9 csn+ 1
9 ≤ σnθn(s)

18

π
18−

1
18 c−1 1

σn

(
2nσ

2
nc
) 1

σ2
n ≤

≤ σnθn(s)
18

π
18−

1
18 c−1

√
n
(
2e−9

)n ≤ σnθn(s)
1

π
181− 1

18 c−1
√

2
(
2e−9

)2
. (16)

Враховуючи, що θn(s) ≤ c, σnT
(1)
n >

√
18 i σ2

n ≤ 3
4
при n ≥ 2, одержимо

I3 =
2

π

T∫
T

(1)
n

e−
1
2
t2 dt

t
≤ 2

π

(
T (1)
n

)−2
e
− 1

2

(
T

(1)
n

)2

=
2

π

(
T (1)
n

)−2 (
θn(s)

) 1

σ2
n ≤

≤ 1

9π
σ2
n

(
θn(s)

) 1

σ2
n ≤ 1

9π
σ2
n

(
θn(s)

) 4
3 ≤ σnθn(s)

1

9π
c

1
3 . (17)

У випадку n ≥ 2, θn(s) ≤ c нерiвнiсть (2) теореми випливає iз (11), (12),
(14)—(17).

Нехай n = 1. Тодi σ2
n = 1, θ1(s) = θ11(s). Якщо θ11(s) > c, то ρ1 ≤ 1 < 1

c
θ11(s).

Якщо θ11(s) ≤ c i s > 0, то p = 1
s+1

. Iз (4), умови (1) теореми i визначення T

ρ1 ≤
2

π

T∫
0

∣∣∣f11(t)− e−
1
2
t2
∣∣∣ dt
t

+
24

π
√

2π T
≤ θ11(s)

2

π

T∫
0

ts−1dt+
24

π
√

2π T
=

= θ11(s)
2

πs
T s+

24

π
√

2π T
=

2cs

πs
(θ11(s))1−sp+

24

π
√

2π c
(θ11(s))p ≤C7

(
1 +

1

s

)
(θ11(s))p .

Iз одержаних оцiнок для ρ1 випливає нерiвнiсть (3). Теорема доведена.
3. Деякi наслiдки. Введемо псевдомоменти вигляду

ν
(0)
nk (r) =

∞∫
−∞

max(1, |x|r) |d(Fnk(xσnk)− Φ(x)|,

ν(0)
n (r) = σ2

n

n∑
k=1

ν
(0)
nk (r);

κ
(0)
nk (r) =

∞∫
−∞

max(1, r|x|r−1) |Fnk(xσnk)− Φ(x)| dx,

κ(0)
n (r) = σn

n∑
k=1

κ
(0)
nk (r)σnk;

κnk(r) = r
∞∫
−∞
|x|r−1 |Fnk(xσnk)− Φ(x)| dx,

κn(r) = σ2−r
n

n∑
k=1

κnk(r)σ
r
nk.
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Наслiдок 1. Нехай σ2
n ≤ 3

4
для n ≥ 2, 2 < r ≤ 3. Iснують сталi C(1), C(2),

C(3), що для всiх n ≥ 1 справедливi нерiвностi

ρn ≤ C(1)σr−2
n ν(0)

n (r), (18)

ρn ≤ C(2) max
{
σr−2
n κ(0)

n (r);σn
(
κ(0)
n (r)

) 1

σ2
n(n+1)

}
, (19)

ρn ≤ C(3) max
{
σr−2
n κn(r);σn (κn(r))

1

σ2
n(rn+1)

}
. (20)

Для доведення наслiдку будемо використовувати лему.
Лема. Для всiх t ∈ R мають мiсце нерiвностi :

ωnk(t) ≤ ν
(0)
nk (r) min

(
1,
|t|rσrnk
6r−2

)
, (21)

ωnk(t) ≤ κ
(0)
nk (r) min

(
|t|σnk,

25−2r

r
|t|rσrnk

)
, (22)

ωnk(t) ≤ κnk(r)
25−2r

r
|t|rσrnk. (23)

Доведення. Враховуючи, що Mξnk = 0, Dξnk = σ2
nk, одержуємо

ωnk(t) =

∣∣∣∣fnk(t)− e− t2σ2
nk

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

eitxd

(
Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

(
eitx − 1− itx− (itx)2

2

)
d

(
Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣∣∣ =

= |t|

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

eitx
(
Fnk(x)−Φ

(
x

σnk

))
dx

∣∣∣∣∣∣= |t|
∣∣∣∣∣∣

+∞∫
−∞

(
eitx−1−itx

)(
Fnk(x)−Φ

(
x

σnk

))
dx

∣∣∣∣∣∣ . (24)

Iз рiвностей (24)

ωnk(t) =

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

eitxd

(
Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∫

−∞

∣∣∣∣d(Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣ ≤

≤
∞∫

−∞

max

(
1,
|x|r

σrnk

)∣∣∣∣d(Fnk(x)−Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣=
∞∫

−∞

max(1, |x|r)|d(Fnk(xσnk)−Φ(x))|=ν
(0)
nk(r). (25)

Використовуючи нерiвнiсть ( [2], стор. 372)∣∣∣∣∣eiz −
m∑
j=0

(iz)j

j!

∣∣∣∣∣ ≤ 21−γ|z|m+γ

m!(m+ 1)γ
, 0 ≤ γ ≤ 1, m = 0, 1, 2, ..., (26)
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при γ = r − 2, m = 2 iз (24)

ωnk(t) =

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

(
eitx − 1− itx− (itx)2

2

)
d

(
Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣∣∣ ≤
≤
∞∫

−∞

∣∣∣∣eitx−1−itx− (itx)2

2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣d(Fnk(x)−Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣ ≤
∞∫

−∞

|tx|r

6r−2

∣∣∣∣d(Fnk(x)−Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣ ≤
≤ |t|

rσrnk
6r−2

∞∫
−∞

max

(
1,
|x|r

σrnk

) ∣∣∣∣d(Fnk(x)−Φ

(
x

σnk

))∣∣∣∣ = ν
(0)
nk (r)

|t|rσrnk
6r−2

. (27)

Iз (25) i (27) одержуємо нерiвнiсть (21). Iз рiвностей (24)

ωnk(t) = |t|

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

(
eitx − 1− itx

)(
Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ |t|

∞∫
−∞

∣∣eitx − 1− itx
∣∣ ∣∣∣∣Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

)∣∣∣∣ dx. (28)

Iз (28) i нерiвностi (26) при γ = r − 2, m = 1

ωnk(t) ≤ |t|
∞∫

−∞

25−2r|tx|r−1

∣∣∣∣Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

)∣∣∣∣ dx =

=
25−2r|t|rσrnk

r

∞∫
−∞

r|x|r−1 |Fnk(xσnk)− Φ(x)| dx = κnk(r)
25−2r|t|rσrnk

r
.

Нерiвнiсть (23) доведена. Iз попередньої нерiвностi

ωnk(t) ≤
25−2r|t|rσrnk

r

∞∫
−∞

r|x|r−1 |Fnk(xσnk)− Φ(x)| dx ≤

≤ 25−2r|t|rσrnk
r

∞∫
−∞

max(1, r|x|r−1) |Fnk(xσnk)− Φ(x)| dx = κ
(0)
nk (r)

25−2r|t|rσrnk
r

i

ωnk(t) = |t|

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

eitx
(
Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

))
dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ |t|
∞∫

−∞

∣∣∣∣Fnk(x)− Φ

(
x

σnk

)∣∣∣∣ dx =

= |t|σnk

∞∫
−∞

|Fnk(xσnk)− Φ(x)| dx ≤ |t|σnkκ(0)
nk (r)
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одержимо нерiвнiсть (22). Лема доведена.
Доведення наслiдку 1. Iз леми випливає, що в теоремi можна покласти

s = 0, θnk(0, r) = ν
(0)
nk , d(r) = 62−r. Тодi одержимо (18) для n ≥ 2 i

ρ1 = sup
x
|Φ1(x)− Φ(x)| = sup

x
|F11(x)− Φ(x)| =

= sup
x

∣∣∣∣∣∣
x∫

−∞

d(F11(u)− Φ(u))

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∫

−∞

|d(F11(u)− Φ(u))| ≤

≤
∞∫

−∞

max(1, |x|r)|d(F11(x)− Φ(x))| = ν
(0)
11 (r).

Якщо в теоремi покласти s = 1 i θnk(1, r) = κ
(0)
nk (r), d(r) = 25−2r

r
, то iз леми

одержимо (19).
Якщо ж в теоремi покласти s = r i θnk(r, r) = κnk(r), d(r) = 25−2r

r
, то iз леми

одержимо (20). Наслiдок 1 доведений.
Нехай ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . – послiдовнiсть незалежних випадкових величин з

математичним сподiванням Mξi = 0, дисперсiєю Dξi = σ2
i , B2

n = σ2
1 + · · · + σ2

n.
Позначимо через Fk(x) функцiю розподiлу випадкової величин ξk i покладемо
ξk
Bn

= ξnk. Тодi

Sn = ξ1+ξ2+···+ξn
Bn

, Fnk(x) = Fk(xBn), σ2
nk =

σ2
k

B2
n
, σ2

n = σ2

B2
n
, σ = max

1≤k≤n
σk;

ν
(0)
k (r) =

∞∫
−∞

max(1, |x|r) |d(Fk(xσk)− Φ(x))|, ν(0)
n (r) = σ2

B2
n

n∑
k=1

ν
(0)
k (r);

κ
(0)
k (r) =

∞∫
−∞

max(1, r|x|r−1) |Fk(xσk)− Φ(x))| dx, κ(0)
n (r) = σ

B2
n

n∑
k=1

κ
(0)
k (r)σk;

κk(r) = r
∞∫
−∞
|x|r−1 |Fk(xσk)− Φ(x)| dx, κn(r) = σ2−r

B2
n

n∑
k=1

κk(r)σ
r
k.

Наслiдок 2. Нехай σ2

B2
n
≤ 3

4
для n ≥ 2. Тодi

ρn ≤ C1

(
σ
Bn

)r−2

ν(0)
n (r),

ρn ≤ C2 max

{(
σ
Bn

)r−2

κ(0)
n (r); σ

Bn

(
κ(0)
n (r)

) B2
n

σ2(n+1)

}
,

ρn ≤ C3 max

{(
σ
Bn

)r−2

κn(r); σ
Bn

(κn(r))
B2
n

σ2(rn+1)

}
.
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