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IСНУВАННЯ АНАЛIТИЧНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ СИСТЕМИ
ЗВИЧАЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ, ЯКI
ЧАСТКОВО РОЗВ’ЯЗАНI ВIДНОСНО ПОХIДНИХ, ПОБЛИЗУ
НЕРУХОМОЇ ОСОБЛИВОЇ ТОЧКИ

In this article, the system of ordinary differential equations, that are not resolved relatively to
the derivatives, is considered in cases of a removable singularity and pole. For both cases, it is
established theorems on the existence of at least one analytic solution in some complex domain
with singularity on the border, of the Cauchy problem with an additional condition. In addition,
the asymptotic behavior of these solutions in this domain is studied.

У цiй статтi система звичайних диференцiальних рiвнянь, якi частково розв’язанi вiдносно
похiдних, розглядається у разi усувної особливої точки або полюса. Для обох випадкiв вста-
новленi теореми про iснування хоча б одного аналiтичного розв’язку задачi Кошi з додатко-
вою умовою в деякiй комплекснiй областi з особливою точкою на межi. Крiм того, вивчається
асимптотична поведiнка цих розв’язкiв в цiй областi.

1. Вступ. У статтi використовуються методи дослiдження систем вигляду

F (z, w, w
′
) = 0, F : D ×G×G1 → C2n+1, D ⊂ C, G ⊆ Cn, G1 ⊆ Cn

у дiйсної областi, якi були запропонованi Р. Г. Грабовскою [2, 3] i Й. Дiблiком
[3, 12]. Цi методи були розвиненi в комплекснiй областi Г. Є. Самковою [4, 6, 8–
11] Дослiдження Г. Є. Самкової продовженi в роботах Н. В. Шарай [10, 11],
Є. А. Михайленко та iнших. Ця робота є розвитком зазначених методiв вивче-
ння системи диференцiальних рiвнянь, якi не розв’язанi вiдносно похiдних, в
комплекснiй областi.

2. Введення деяких допомiжних позначень. Для довiльних фiксованих
t1 > 0, v1, v2 ∈ R, v1 < v2, введемо допомiжнi множини: Ĭ(t1) = {(t, v) ∈ R2 : t ∈
(0, t1), v ∈ (v1, v2)};Lv0(t1) = {(t, v) ∈ R2 : t ∈ (0, t1), v = v0 ∈ (v1, v2)},−v0

фiксоване число; Ot1(t0) = {(t, v) ∈ R2 : t = t0, v ∈ (v1, v2)} при фiксованому
t0 ∈ (0, t1).

При z = z(t, v) = teiv, множину Ĭ(t1) ⊂ R2 поставимо у вiдповiднiсть до
множини I(t1) ⊂ C : I(t1) = {z = teiv ∈ C : t ∈ (0, t1), v ∈ (v1, v2)}.

Означення 1. Нехай p, g : Ĭ(t1) → [0,+∞). Будемо казати, що функцiя
p(t, v) має властивiсть Q1 вiдносно функцiї g(t, v) при v = v0 ∈ (v1, v2), якщо
функцiя p(t, v0) є функцiєю вищого порядку малостi вiдносно функцiї g(t, v0)
при t→ +0.

Означення 2. Нехай p, g : Ĭ(t1) → [0,+∞). Будемо казати, що функцiя
p(t, v) має властивiсть Q2 вiдносно функцiї g(t, v) на множинi Ĭ(t1), якщо
iснують такi C1 ≥ 0, C2 ≥ 0, що на множинi Ĭ(t1) виконуються нерiвностi

C1g(t, v) ≤ p(t, v) ≤ C2g(t, v).

Введемо допомiжнi вектор-функцiї ϕ(0)(z) = (ϕ
(0)
1 (z), . . . , ϕ

(0)
p (z)), ϕ(0) : I(t1)

→ Cp, ψ(0)(t, v) = (ψ
(0)
1 (t, v), . . . , ψ

(0)
p (t, v)), ψ(0)

j : Ĭ(t1) → [0; +∞), j = 1, p, при
z = z(t, v) = teiv, ψ

(0)
j (t, v) =| ϕ(0)

j (z(t, v)) |, j = 1, p.
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Виберемо аналiтичну на множинi I(t1) вектор-функцiю ϕ(0)(z) так, що б для
будь-яких z ∈ I(t1), для вiдповiдних функцiй ψ(0)

j (t, v) > 0 були виконанi умови:

ψ
(0)
j (t, v) > 0; (ψ

(0)
j (t, v))

′

t > 0; (ψ
(0)
j (t, v))

′

v ≥ 0, j = 1, p;

та рiвномiрно вiдносно v ∈ (v1, v2), (t, v) ∈ Ĭ(t1) були виконанi умови:

ψ
(0)
j (+0, v) = 0, (ψ

(0)
j (+0, v))

′

t = 0, j = 1, p.

3. Постановка задачi. Розглянемо систему звичайних диференцiальних
рiвнянь

A(z)Y
′
= B(z)Y + f(z, Y, Y

′
), (1)

де матрицi A,B : D1 → Cm×p, D1 = {z : |z| < R1, R1 > 0} ⊂ C, матрицi
A(z), B(z) аналiтичнi в областiD10,D10 = D1\{0}, жмуток матриць A(z)λ−B(z)
сингулярний при z → 0, функцiя f : D1 × G1 × G2 → Cm, де областi Gk ⊂ Cp,
0 ∈ Gk, k = 1, 2, функцiя f(z, Y, Y

′
) є аналiтичною в областi D10 × G10 × G20,

Gk0 = Gk\{0}, k = 1, 2, та в точцi (0,0,0) має iзольовану особливу точку.
Систему (1) дослiджуємо у припущеннi, щоm > p i rangA(z) = p при z ∈ D1,

тодi матрицi A(z), B(z) та вектор-функцiя f(z, Y, Y
′
) матимуть вигляд

A(z) =

(
A1(z)
A2(z)

)
;B(z) =

(
B1(z)
B2(z)

)
; f(z, Y, Y

′
) =

(
f1(z, Y, Y

′
)

f2(z, Y, Y
′
)

)
(2)

де A1 : D1 → Cp×p, A2 : D1 → C(m−p)×p, B1 : D1 → Cp×p, B2 : D1 → C(m−p)×p,
detA1(z) 6= 0 при z ∈ D1, f1 : D1 ×G1 ×G2 → Cp, f2 : D1 ×G1 ×G2 → C(m−p).

З урахуванням (2) система (1) набуває вигляд (3)-(4):

Y
′

1 = A−1
1 (z)B1(z)Y1 + A−1

1 (z)f1(z, Y, Y
′

1 ), (3)

A2(z)Y
′
= B2(z)Y + f2(z, Y, Y

′
), (4)

де A−1
1 (z)B1(z) аналiтична матриця в областi D10, A−1

1 (z)f1(z, Y, Y
′
) – аналiти-

чна вектор-функцiя в областi D10 × G10 × G20, тобто, у точцi (0,0,0) має iзо-
льовану особливу точку, отже, точка (0,0,0) є усувною особливою точкою для
функцiї A−1

1 (z)f1(z, Y, Y
′
) [1]. Довизначимо вектор-функцiю A−1

1 (z)f1(z, Y, Y
′
) у

точцi (0,0,0) так, що б вона стала аналiтичною функцiєю в областi D1×G1×G2.
Розглянемо два випадки:

1) A−1
1 (z)B1(z) – аналiтична матриця в областi D10 та у точцi z = 0 має

усувну особливу точку;

2) A−1
1 (z)B1(z) – аналiтична матриця в областiD10 та у точцi z = 0 має полюс

порядку r.

Для першого випадку введемо позначення

A−1
1 (z)B1(z) = P (1)(z), A−1

1 (z)f1(z, Y, Y
′
) = F (z, Y, Y

′
),

тодi система (3) прийме вигляд

Y
′
= P (1)(z)Y + F (z, Y, Y

′
), (5)
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де P (1) : D1 → Cp×p, P (1)(z) – аналiтична матриця в областi D1, F (z, Y, Y
′
) –

аналiтична вектор-функцiя в областi D1 ×G1 ×G2.
Для другого випадку введемо позначення

A−1
1 (z)B1(z) = z−rP (2)(z), A−1

1 (z)f1(z, Y, Y
′
) = F (z, Y, Y

′
)

тодi система (3) прийме вигляд

Y
′
= z−rP (2)(z)Y + F (z, Y, Y

′
), (6)

де P (2) : D1 → Cp×p, P (2)(z) – аналiтична матриця в областi D1.
Для обох випадкiв дослiджуються питання iснування аналiтичних розв’язкiв

задачi Кошi для системи (3)-(4) з початковою умовою

Y (z)→ 0 при z → 0, z ∈ D10, (7)

та додатковою умовою

Y ′(z)→ 0 при z → 0, z ∈ D10. (8)

4. Системи (5) та (6) на множинах Lv0(t1) та Ot1(t0).
Розглянемо комплексну змiнну z = teiv, де t ≥ 0, t, v ∈ R. Зафiксуємо v = v0,

v0 ∈ (v1, v2) i розглянемо поведiнку розв’язкiв систем (5) та (6) на вiдрiзку
Lv0(t1).

При z = z(t, v0) = teiv0 у системах (5) та (6) зобразимо кожну з вектор-
функцiй i матриць в алгебраїчнiй формi, при цьому вiдокремимо дiйснi та уявнi
частини та введемо такi позначення:

Y (z(t, v0)) = Ỹ (t), Ỹ (t) = Ỹ1(t) + iỸ2(t),

Ỹj(t) = col(Ỹj1(t), ..., Ỹjp(t)), j = 1, 2,

P (β)(z(t, v0)) = ‖p̃(β)
jk (t)‖pj,k=1 = P̃

(β)
1 (t) + iP̃

(β)
2 (t),

P̃ (β)
s (t) = ‖p̃(β)

jks(t)‖
p
j,k=1, s = 1, 2,

де p̃(β)
jk (t) = p̃

(β)
jk1(t) + ip̃

(β)
jk2(t), j, k = 1, p, β = 1, 2,

F (z(t, v0), Y (z(t, v0)), Y
′
(z(t, v0))) = F̃ (t, Ỹ1, Ỹ2, Ỹ

′

1 , Ỹ
′

2 ),

F̃ (t, Ỹ1, Ỹ2, Ỹ
′

1 , Ỹ
′

2 ) = col(F̃1(t, Ỹ1, Ỹ2, Ỹ
′

1 , Ỹ
′

2 ), ..., F̃p(t, Ỹ1, Ỹ2, Ỹ
′

1 , Ỹ
′

2 )),

F̃j(t, Ỹ1, Ỹ2, Ỹ
′

1 , Ỹ
′

2 ) = F̃1j(t, Ỹ1, Ỹ2, Ỹ
′

1 , Ỹ
′

2 ) + iF̃2j(t, Ỹ1, Ỹ2, Ỹ
′

1 , Ỹ
′

2 ), j = 1, p.

Зафiксуємо t = t0, t0 ∈ (0, t1) i розглянемо поведiнку розв’язкiв систем (5) та
(6) вздовж дуги кола Ot1(t0).

При z = z(t0, v) = t0e
iv в системах (5) та (6) зобразимо кожну з вектор-

функцiй i матриць в алгебраїчнiй формi, при цьому вiдокремимо дiйснi та уявнi
частини та введемо такi позначення:

Y (z(t0, v)) = Ŷ (v), Ŷ (v) = Ŷ1(v) + iŶ2(v),
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Ŷj(v) = col(Ŷj1(v), ..., Ŷjp(v)), j = 1, 2,

P (β)(z(t0, v)) = ‖p̂(β)
jk (v)‖pj,k=1 = P̂

(β)
1 (v)+ iP̂

(β)
2 (v), P̂ (β)

s (v) = ‖p̂(β)
jks(v)‖pj,k=1, s = 1, 2,

де p̂(β)
jk (v) = p̂

(β)
jk1(v) + ip̂

(β)
jk2(v), j, k = 1, p, β = 1, 2,

F (z(t0, v), Y (z(t0, v)), Y
′
(z(t0, v))) = F̂ (v, Ŷ1, Ŷ2, Ŷ

′

1 , Ŷ
′

2 ),

F̂ (v, Ŷ1, Ŷ2, Ŷ
′

1 , Ŷ
′

2 ) = col(F̂1(v, Ŷ1, Ŷ2, Ŷ
′

1 , Ŷ
′

2 ), ..., F̂p(v, Ŷ1, Ŷ2, Ŷ
′

1 , Ŷ
′

2 )),

F̂j(v, Ŷ1, Ŷ2, Ŷ
′

1 , Ŷ
′

2 ) = F̂1j(v, Ŷ1, Ŷ2, Ŷ
′

1 , Ŷ
′

2 ) + iF̂2j(v, Ŷ1, Ŷ2, Ŷ
′

1 , Ŷ
′

2 ), j = 1, p.

5. Про деякi класи систем вигляду (5) та (6).

Означення 3. Будемо казати, що матриця P (β)(z), β ∈ 1, 2 має власти-
вiсть S1 вiдносно вектор-функцiї ϕ(0)(z), якщо виконуються умови:

1) Для кожного v0 ∈ (v1, v2) функцiї (ψ
(0)
j (z(t, v)))

′
t мають властивiсть Q1

вiдносно функцiй | p̃(β)
jj (t) | ψ(0)

j (z(t, v)), j = 1, p, при v = v0;

2) Функцiї (ψ
(0)
j (t, v))

′
v мають властивiсть Q2 вiдносно функцiй | p̂(β)

jj (v) |
·ψ(0)
j (t, v), j = 1, p на множинi Ĭ(t2) для деякого t2 ∈ (0, t1);

3) Для кожного v0 ∈ (v1, v2) функцiї | p̃(β)
jk (t)|ψ(0)

k (t, v) мають властивiсть
Q1 вiдносно функцiй (ψ

(0)
j (t, v))

′
v, j, k = 1, p, j 6= k, при v = v0;

4) Функцiї |p̂(β)
jk (v)|ψ(0)

k (t, v) мають властивiсть Q2 вiдносно функцiй
(ψ

(0)
j (t, v))

′
v, j, k = 1, p, j 6= k на множинi Ĭ(t2) для деякого t2 ∈ (0, t1).

Означення 4. Будемо казати, що матриця P (β)(z), β ∈ 1, 2 має власти-
вiсть S2 вiдносно вектор-функцiї ϕ(0)(z), якщо виконуються умови:

1) Для кожного v0 ∈ (v1, v2) функцiї tr(ψ(0)
j (z(t, v)))

′
t мають властивiсть Q1

вiдносно функцiй | p̃(β)
jj (t) | ψ(0)

j (z(t, v)), j = 1, p, при v = v0;

2) Функцiї tr−1(ψ
(0)
j (t, v))

′
v мають властивiсть Q2 вiдносно функцiй | p̂(β)

jj (v) |
·ψ(0)
j (t, v), j = 1, p на множинi Ĭ(t2) для деякого t2 ∈ (0, t1);

3) Для кожного v0 ∈ (v1, v2) функцiї | p̃(β)
jk (t) | ψ(0)

k (t, v) мають властивiсть
Q1 при tr(ψ(0)

j (t, v))
′
v, j, k = 1, p, j 6= k, при v = v0;

4) Функцiї | p̂(β)
jk (v)|ψ(0)

k (t, v) мають властивiсть Q2 вiдносно функцiй
tr−1(ψ

(0)
j (t, v))

′
v, j, k = 1, p, j 6= k на множинi Ĭ(t2) для деякого t2 ∈ (0, t1).

Позначимо множини

Ω̃(δ, ϕ(0)(z(t, v0))) = {(t, Ỹ1, Ỹ2) : t ∈ (0, t1), Ỹ 2
1j + Ỹ 2

2j < δ2
j (ψ

(0)
j (t, v0))2, j = 1, p},

де v0 – фiксоване число на (v1, v2),

Ω̂(τ, ϕ(0)(z(t0, v))) = {(v, Ŷ1, Ŷ2) : v ∈ (v1, v2), Ŷ 2
1j + Ŷ 2

2j < τ 2
j (ψ

(0)
j (t0, v))2, j = 1, p},

де t0 – фiксоване число на (0, t1), δ = (δ1, . . . , δp), τ = (τ1, . . . , τp), δj, τj ∈ R\{0},
j = 1, p.
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Означення 5. Будемо казати, що вектор-функцiя F (z, Y, Y
′
) має власти-

вiсть Mβ, β ∈ {1, 2}, вiдносно вектор-функцiї ϕ(0)(z), якщо виконуються умо-
ви:

1) Для кожного v0 ∈ (v1, v2) при (t, Ỹ1, Ỹ2) ∈ Ω̃(δ, ϕ(0)(z(t, v0))) функцiї
F̃kj(t, Ỹ1, Ỹ2, Ỹ

′
1 , Ỹ

′
2 ) мають властивiсть Q1 вiдносно функцiй | p̃(β)

jj (z(t, v)) |
·ψ(0)
j (t, v), j = 1, p, k = 1, 2, при v = v0;

2) Для будь-яких (v, Ŷ1, Ŷ2) ∈ Ω̂(τ, ϕ(0)(z(t0, v))) функцiї F̂kj(v, Ŷ1, Ŷ2, Ŷ
′

1 , Ŷ
′

2 )

мають властивiсть Q2 вiдносно функцiй | p̂(β)
jj (z(t, v)) | ×ψ(0)

j (t, v)), j =

1, p, k = 1, 2 на множинi Ĭ(t2) для деякого t2 ∈ (0, t1).

Без обмеження спiльностi, будемо вважати, що 0 < t2 ≤ t1 ≤ R1. Введемо
областi Λ

(β)
+.k(t2), k ∈ {+,−}, β = 1, 2, якi визначаються наступним чином

Λ
(β)
+.+(t2) = {(t, v) : cos((r − 1)v + ã

(β)
jk (t)) > 0,

sin((r − 1)v + â
(β)
jk (v)) > 0, j = 1, p, t ∈ (0, t2), v ∈ (v1, v2)}; β = 1, 2

Λ
(β)
+.−(t2) = {(t, v) : cos((r − 1)v + ã

(β)
jk (t)) > 0,

sin((r − 1)v + â
(β)
jk (v)) < 0, j = 1, p, t ∈ (0, t2), v ∈ (v1, v2)}; β = 1, 2

де функцiї ã(β)
jk (t), â

(β)
jk (v), j, k = 1, p, β = 1, 2 визначенi у такий спосiб

cos(ã
(β)
jk (t)) =

p̃
(β)
jk1(t)√

p̃
(β)
jk1(t)

2
+ p̃

(β)
jk2(t)

2
, j, k = 1, p, β = 1, 2

sin(ã
(β)
jk (t)) =

p̃
(β)
jk2(t)√

p̃
(β)
jk1(t)

2
+ p̃

(β)
jk2(t)

2
, j, k = 1, p, β = 1, 2

cos(â
(β)
jk (t)) =

p̂
(β)
jk1(t)√

p̂
(β)
jk1(t)

2
+ p̂

(β)
jk2(t)

2
, j, k = 1, p, β = 1, 2

sin(â
(β)
jk (t)) =

p̂
(β)
jk2(t)√

p̂
(β)
jk1(t)

2
+ p̂

(β)
jk2(t)

2
, j, k = 1, p, β = 1, 2

Означення 6. Будемо казати, що система (5) належить класу C(1)
+.k, k ∈

{+,−}, якщо матриця P (1)(z) = P (1)(teiv) така, що (t, v) ∈ Λ
(1)
+.k(t2), k ∈ {+,−}.

Означення 7. Будемо казати, що система (6) належить класу C(2)
+.k, k ∈

{+,−}, якщо матриця P (2)(z) = P (2)(teiv) така, що (t, v) ∈ Λ
(2)
+.k(t2), k ∈ {+,−}.

6. Основнi результати.
Введемо областi G(β)

+.k(t2) = {z = z(t, v) : 0 < |z| < t2, (t, v) ∈ Λ
(β)
+.k(t2)},

k ∈ {+,−}, β = 1, 2.
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Теорема 1. Нехай m > p,A(z) – аналiтична матриця в областi D1 та
rangA(z) = p при z ∈ D1. Нехай систему (1) можливо привести до вигляду
(5)-(4). Крiм того, для системи (5) виконуються умови:

1) Матриця P (1)(z) – аналiтична матриця в областi D1 i має властивiсть
S1 вiдносно аналiтичної вектор-функцiї ϕ(0)(z);

2) Вектор-функцiя F (z, Y, Y
′
) є аналiтичною в областi D1 ×G1 ×G2,

F (0, 0, 0) = 0, i має властивiстьM1 вiдносно аналiтичної вектор-функцiї
ϕ(0)(z);

3) Система (5) належить одному з класiв C(1)
+.k, k ∈ {+,−};

4) Матрицi A2(z), B2(z) та вектор-функцiя f2(z, Y, Y
′
) такi, що вздовж

розв’язка системи (5) при z ∈ D1, D1 ∩ G(1)
+.k(t

∗) 6= ∅, k ∈ {+,−} вико-
нується умова сумiсностi (4).

Тодi для кожного k ∈ {+,−} i для деякого t∗ ∈ (0, t2) iснують розв’язки
системи (1) Y (z), якi задовольняють початковим умовам Y (z0) = Y0 при
z0 ∈ G

(1)
+.k(t

∗), Y0 ∈ {Y : |Yj(z0)| < δj | ϕ(0)
j (z0) |, δj > 0, j = 1, p}, аналiтичнi

в областi D1 ∩ G(1)
+.k(t

∗) i для цих розв’язкiв у зазначенiй областi справедливi
оцiнки

| Yj(z) |2< δ2
j | ϕ

(0)
j (z) |2, j = 1, p. (9)

Доведення.
Перший етап. Розглянемо систему (5) на вiдрiзку Lv0(t1) при фiксованому

значеннi v0 ∈ (v1, v2).
Введемо множини

Ω̃j(δ, ϕ
(0)(z(t, v0))) = {(t, Ỹ1, Ỹ2) : Ỹ 2

1j + Ỹ 2
2j < δ2

j (ψ
(0)
j (t, v0))2, t ∈ (0, t1)}, j = 1, p.

Множина Ω̃(δ, ϕ(0)(z(t, v0))) може бути розглянута як перетин множин Ω̃j,

Ω̃(δ, ϕ(0)(z(t, v0))) = ∩pj=1Ω̃j(δ, ϕ
(0)(z(t, v0))).

Частину межi множини Ω̃j, j ∈ {1, 2, . . . , p} будемо позначати як

∂Ω̃j(δ, ϕ
(0)(z(t, v0))) = {(t, Ỹ1, Ỹ2) : Ỹ 2

1j + Ỹ 2
2j = δ2

j (ψ
(0)
j (t, v0))2,

Ỹ 2
1k + Ỹ 2

2k < δ2
k(ψ

(0)
k (t, v0))2, k = 1, p, k 6= j, t ∈ (0, t1)}.

Позначимо через Φ̃j(t, Ỹ (t)) = Ỹ 2
1j(t) + Ỹ 2

2j(t) − δ2
j (ψ

(0)
j (t, v0))2, j ∈ {1, 2, . . . , p}.

Позначимо через N j/2 вектор зовнiшньої нормалi поверхнi ∂Ω̃j(δ, ϕ
(0)(z(t, v0)))

при фiксованому j ∈ {1, . . . , p}.
Нехай T – вектор поля напрямкiв дiйсної системи, яка вiдповiдає системi (5)

вздовж Lv0(t1), в довiльнiй фiксованiй точцi (t, Ỹ1(t), Ỹ2(t)) ∈ ∂Ω̃j(δ, ϕ
(0)(z(t, v0))),

j ∈ {1, . . . , p}.
Скалярний добуток має вигляд

(T ,
N j

2
) = −δjψ(0)

j (t, v0)(ψ
(0)
j (t, v0))

′

t
+ (p̃

(1)
jj1(t)cos(v0)−
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−p̃(1)
jj2(t)sin(v0))δ2

j (ψ
(0)
j (t, v0))

2
+

+

p∑
k = 1
k 6= j

(p̃
(1)
jk1(t)cos(v0)− p̃(1)

jk2(t)sin(v0))(Ỹ1kỸ1j + Ỹ2kỸ2j)+

+

p∑
k = 1
k 6= j

(p̃
(1)
jk1(t)sin(v0) + p̃

(1)
jk2(t)cos(v0))(Ỹ2kỸ1j − Ỹ1kỸ2j)+

(F̃1jcos(v0)− F̃2jsin(v0))Ỹ1j + (F̃1jsin(v0) + F̃2jcos(v0))Ỹ2j, j = 1, p.

Оскiльки, за умовою, матриця P (1)(z) має властивiсть S1, а вектор-функцiя
F (z, Y1, Y

′
1 ) має властивiсть M1 вiдносно вектор-функцiї ϕ(0)(z), то

(T ,
N j

2
) ∼

√
(p̃

(1)
jj1(t))

2
+ (p̃

(1)
jj2(t))

2
· cos(v0 + α̃

(1)
jj (t)), j = 1, p при t→ +0.

Так як, система (5) належить одному з класiв C(1)
+.k, k ∈ {+,−}, то iснує та-

ке t∗ ∈ (0, t2), що при t ∈ (0, t∗) справедливо (T ,
Nj

2
) > 0, j = 1, p. Отже, при

t ∈ (0, t∗) поверхня ∂Ω̃j(δ, ϕ
(0)(z(t, v0))) є поверхнею без контакту для дiйсної си-

стеми, яка вiдповiдає системi (5) вздовж Lv0(t1), причому при спаданнi змiнної
t iнтегральна крива входить в область Ω̃(δ, ϕ(0)(z(t, v0))).

Згiдно з топологiчним принципом Важевського [13], через кожну точку мно-
жини Ω̃(δ, ϕ(0)(z(t, v0)))∪∂Ω̃(δ, ϕ(0)(z(t, v0)))∩(t = t∗) проходить хоча б одна глад-
ка iнтегральна крива дiйсної системи, яка вiдповiдає системi (5) вздовж Lv0(t1),
i всi iнтегральнi кривi цiєї системи, що проходять через точки Ω̃(δ, ϕ(0)(z(t, v0)))∪
∂Ω̃(δ, ϕ(0)(z(t, v0)))∩(t = t∗) залишаються в областi Ω̃(δ, ϕ(0)(z(t, v0))) при (t, v0) ∈
Λ

(1)
+.k(t

∗), k ∈ {+,−}, v0 ∈ (v1, v2). Причому, виконанi нерiвностi

| Ysj(z(t, v0)) |2< δ2
j (ψ

(0)
j (t, v0))

2
, j = 1, p, s = 1, 2, (10)

при (t, v0) ∈ Λ
(1)
+.k(t

∗), k ∈ {+,−}.
Другий етап. Розглянемо систему (5) вздовж дуги кола Ot1(t0) при фiксо-

ваному значеннi t0 ∈ (0, t1). Введемо множини

Ω̂j(τ, ϕ
(0)(z(t0, v))) = {(v, Ŷ1, Ŷ2) : Ŷ 2

1j + Ŷ 2
2j < τ 2

j (ψ
(0)
j (t0, v))2, v ∈ (v1, v2)}, j = 1, p.

Множина Ω̂(τ, ϕ(0)(z(t0, v))) може бути розглянута як перетин множин Ω̂j,

Ω̂(τ, ϕ(0)(z(t0, v))) = ∩pj=1Ω̂j(τ, ϕ
(0)(z(t0, v))).

Частину межi множини Ω̃j, j ∈ {1, 2, . . . , p} будемо позначати як

∂Ω̂j(τ, ϕ
(0)(z(t0, v))) = {(v, Ŷ1, Ŷ2) : Ŷ 2

1j + Ŷ 2
2j = τ 2

j (ψ
(0)
j (t0, v))2,

Ŷ 2
1k + Ŷ 2

2k < τ 2
k (ψ

(0)
k (t0, v))2, k = 1, p, k 6= j, v ∈ (v1, v2)}.
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Розглянемо поведiнку iнтегральних кривих дiйсної системи, яка вiдповiдає си-
стемi (5) вздовж Ot1(t0), на поверхнi ∂Ω̂j(τ, ϕ

(0)(z(t0, v))) при фiксованому j ∈
{1, . . . , p}.

Розглянемо скалярний добуток

(
T

t0
,
N j

2
) = −τjψ(0)

j (t0, v)(ψ
(0)
j (t0, v))

′

v
+ (p̂

(1)
jj1(v)cos(v)−

−p̂(1)
jj2(v)sin(v))τ 2

j (ψ
(0)
j (t, v0))

2
+

+

p∑
k = 1
k 6= j

(p̂
(1)
jk1(v)cos(v)− p̂(1)

jk2(v)sin(v))(Ŷ1kŶ1j + Ŷ2kŶ2j)+

+

p∑
k = 1
k 6= j

(−p̂(1)
jk1(v)sin(v)− p̂(1)

jk2(v)cos(v))(Ŷ2kŶ1j − Ŷ1kŶ2j)+

(F̂1jcos(v)− F̂2jsin(v))Ŷ1j + (−F̂1jsin(v)− F̂2jcos(v))Ŷ2j, j = 1, p.

Оскiльки, за умовою, матриця P (1)(z) має властивiсть S1, а вектор-функцiя
F (z, Y (z), Y

′
(z)) має властивiсть M1 вiдносно вектор-функцiї ϕ(0)(z), то

(
T

t0
,
N j

2
) ∼

√
(p̂

(1)
jj1(v))

2
+ (p̂

(1)
jj2(v))

2
· sin(v + α̂

(1)
jj (v)), j = 1, p

при t0 → +0, v ∈ (v1, v2). Отже,

sign(
T

t0
,
N j

2
) = sign(sin(v + α̂

(1)
jj (v))), j = 1, p, v ∈ (v1, v2).

Без обмеження спiльностi, для кожного фiксованого t0 ∈ (0, t∗) поверхня
∂Ω̂(τ, ϕ(0)(z(t0, v))) ∈ Λ

(1)
+.k(t

∗), k ∈ {+,−} є поверхнею без контакту для дiйсної
системи, яка вiдповiдає системi (5) вздовж Ot1(t0).

Так як, система (5) належить одному з класiв C(1)
+.k, k ∈ {+,−}, то будь-яка

iнтегральна крива дiйсної системи, яка вiдповiдає системi (5) вздовж Ot1(t0),
що проходить через точку множини Ω̂(τ, ϕ(0)(z(t0, v))) ∩ (v = v0), v0 ∈ (v1, v2),
якщо (t0, v0) ∈ Λ

(1)
+.+(t∗), залишається в областi Ω̂(τ, ϕ(0)(z(t0, v))) при спаданнi v,

а якщо (t0, v0) ∈ Λ
(1)
+.−(t∗), залишається в областi Ω̂(τ, ϕ(0)(z(t0, v))) при зростаннi

v.
Понад того, виконанi нерiвностi

| Ysj(z(t0, v)) |2< τ 2
j (ψ

(0)
j (t0, v))

2
, j = 1, p, s = 1, 2, (11)

при (t0, v) ∈ Λ
(1)
+.k(t

∗), k ∈ {+,−}.
Третiй етап. Застосуємо метод аналiтичного продовження розв’язкiв для

задач, якi розв’язанi вiдносно похiдних, запропонований Грабовською Р. Г. [2,3],
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i розвинений для задач, якi не розв’язанi вiдносно похiдних, Самковою Г. Є.
[4,6,8–11] та використаний Лиманською Д. [4–8] i Самковою Г. Є. при доведеннi
третього етапу Теореми 2 [4]. Припустимо, що для векторiв δ, τ ∈ Cp, δj 6= 0,
τj 6= 0, j = 1, p виконуються нерiвностi

δ2
j < τ 2

j , j = 1, p. (12)

В першому етапi доведення цiєї теореми отримано, що вздовж кривої Lv0(t1),
v0 ∈ (v1, v2) при t ∈ (0, t∗) iснує хоча б один непереривний диференцiйовний
розв’язок дiйсної системи, яка вiдповiдає системi (5) вздовж Lv0(t1), який задо-
вольняє оцiнкам (10). Позначимо множину таких розв’язкiв {Y (z(t, v0))}.

Будь-який розв’язок Y (z(t, v0)) з множини {Y (z(t, v0))} можливо аналiти-
чно продовжити з Lv0(t1), де (t, v) ∈ Λ

(1)
+.k(t

∗), при фiксованому v0 ∈ (v1, v2) на
область, яка мiстить Lv0(t1), зi збереженням оцiнки (10).

З другого етапу доказу цiєї теореми випливає, що при виконаннi нерiвностi
(12), розв’язок Y (z(t, v)) при фiксованому v0 можна продовжити з кривої Lv0(t1)

вздовж кривих Ot1(t0) на множину Ω̂(τ, ϕ(0)(z(t∗, v))) при
t ∈ (0, | z(t0, v) |]. Отримане аналiтичне продовження позначимо Y (z). Отри-
маємо множину розв’язкiв системи (5) — {Y (z)}.

У пiдсумку, розв’язок системи (5) Y (z) може бути аналiтично продовжений
в областi G(1)

+.k(t
∗) × {Y :| Yj |< δj | ϕ(0)(z0)) |, j = 1, p. Причому в данiй областi

виконанi нерiвностi (9).
Четвертий етап. Якщо матрицi A2(z), B2(z) та вектор-функцiя

f2(z, Y, Y
′
) такi, що вздовж розв’язка системи (5) при z ∈ D1, D1 ∩ G(1)

+.k(t
∗) 6=

∅, k ∈ {+,−}, виконується умова сумiсностi (4), тодi задача Кошi для системи
(1) з початковою умовою Y0 = Y (z0) має в областi D1 ∩ G(1)

+.k(t
∗) хоча б один

аналiтичний розв’язок, який задовольняє оцiнкам (9). Теорема 1 доведена.

Теорема 2. Нехай m > p,A(z) – аналiтична матриця в областi D1 та
rangA(z) = p при z ∈ D1. Нехай систему (1) можливо привести до вигляду
(6),(4). Крiм того, для системи (6) виконуються умови:

1) Матриця P (2)(z) – аналiтична матриця в областi D1 i має властивiсть
S2 вiдносно аналiтичної вектор-функцiї ϕ(0)(z);

2) Вектор-функцiя F (z, Y, Y
′
) є аналiтичною в областi D1 ×G1 ×G2,

F (0, 0, 0) = 0, i має властивiстьM2 вiдносно аналiтичної вектор-функцiї
ϕ(0)(z);

3) Система (6) належить одному з класiв C(2)
+.k, k ∈ {+,−};

4) Матрицi A2(z), B2(z) та вектор-функцiя f2(z, Y, Y
′
) такi, що вздовж

розв’язка системи (6) при z ∈ D1, D1 ∩ G(2)
+.k(t

∗) 6= ∅, k ∈ {+,−} вико-
нується умова сумiсностi (4).

Тодi для кожного k ∈ {+,−} i для деякого t∗ ∈ (0, t2) iснують розв’язки
системи (1) Y (z), якi задовольняють початковим умовам Y (z0) = Y0 при
z0 ∈ G

(2)
+.k(t

∗), Y0 ∈ {Y : |Yj(z0)| < δj | ϕ(0)
j (z0) |, δj > 0, j = 1, p}, аналiтичнi

в областi D1 ∩ G(2)
+.k(t

∗) i для цих розв’язкiв у зазначенiй областi справедливi
оцiнки (9).
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Доведення.
Перший етап. Розглянемо систему (6) на вiдрiзку Lv0(t1) при фiксованому

значеннi v0 ∈ (v1, v2).
Позначимо через Φ̃j(t, Ỹ (t)) = Ỹ 2

1j(t)+ Ỹ 2
2j(t)−δ2

j (ψ
(0)
j (t, v0))2, j ∈ {1, 2, . . . , p}.

Позначимо через N j/2 вектор зовнiшньої нормалi поверхнi ∂Ω̃j(δ, ϕ
(0)(z(t, v0)))

при фiксованому j ∈ {1, . . . , p}.
Нехай T - вектор поля напрямкiв дiйсної системи, яка вiдповiдає системi (6)

вздовж Lv0(t1), в довiльнiй фiксованiй точцi (t, Ỹ1(t), Ỹ2(t)) ∈ ∂Ω̃j(δ, ϕ
(0)(z(t, v0))),

j ∈ {1, . . . , p}.
Оскiльки, за умовою, матриця P (2)(z) має властивiсть S2, а вектор-функцiя

F (z, Y1, Y
′

1 ) має властивiсть M2 вiдносно вектор-функцiї ϕ(0)(z), то

(trT ,
N j

2
) ∼

√
(p̃

(2)
jj1(t))

2
+ (p̃

(2)
jj2(t))

2
· cos((r − 1)v0 + α̃

(2)
jj (t)), j = 1, p при t→ +0.

Так як, система (6) належить одному з класiв C(2)
+.k, k ∈ {+,−}, то iснує таке

t∗ ∈ (0, t2), що при t ∈ (0, t∗) справедливо (trT ,
Nj

2
) > 0, j = 1, p. Отже, при

t ∈ (0, t∗) поверхня ∂Ω̃j(δ, ϕ
(0)(z(t, v0))) є поверхнею без контакту для дiйсної

системи, яка вiдповiдає системi (6) вздовж Lv0(t1), причому при спаданнi змiн-
ної t iнтегральна крива входить в область Ω̃(δ, ϕ(0)(z(t, v0))).

Згiдно з топологiчним принципом Важевського [13], через кожну точку мно-
жини Ω̃(δ, ϕ(0)(z(t, v0)))∪∂Ω̃(δ, ϕ(0)(z(t, v0)))∩(t = t∗) проходить хоча б одна глад-
ка iнтегральна крива дiйсної системи, яка вiдповiдає системi (6) вздовж Lv0(t1), i
все iнтегральнi кривi даної системи, що проходять через точки Ω̃(δ, ϕ(0)(z(t, v0)))

∪ ∂Ω̃(δ, ϕ(0)(z(t, v0))) ∩ (t = t∗) залишаються в областi Ω̃(δ, ϕ(0)(z(t, v0))) при
(t, v0) ∈ Λ

(2)
+.k(t

∗), k ∈ {+,−}, v0 ∈ (v1, v2). Причому, виконанi нерiвностi (10) при
(t, v0) ∈ Λ

(2)
+.k(t

∗), k ∈ {+,−}.
Другий етап. Розглянемо систему (6) вздовж дуги кола Ot1(t0) при фiксо-

ваному значеннi t0 ∈ (0, t1).
Розглянемо поведiнку iнтегральних кривих дiйсної системи, яка вiдповiдає

системi (6) вздовж Ot1(t0), на поверхнi ∂Ω̂j(τ, ϕ
(0)(z(t0, v))) при фiксованому

j ∈ {1, . . . , p}.
Оскiльки, за умовою, матриця P (2)(z) має властивiсть S2, а вектор-функцiя

F (z, Y (z), Y
′
(z)) має властивiсть M2 вiдносно вектор-функцiї ϕ(0)(z), то

(tr−1
0 T ,

N j

2
) ∼

√
(p̂

(2)
jj1(v))

2
+ (p̂

(2)
jj2(v))

2
· sin((r − 1)v + α̂

(2)
jj (v)), j = 1, p

при t0 → +0, v ∈ (v1, v2). Отже,

sign(tr−1
0 T ,

N j

2
) = sign(sin(v(r − 1) + α̂

(2)
jj (v))), j = 1, p, v ∈ (v1, v2).

Без обмеження спiльностi, для кожного фiксованого t0 ∈ (0, t∗) поверхня
∂Ω̂(τ, ϕ(0)(z(t0, v))) ∈ Λ

(2)
+.k(t

∗), k ∈ {+,−} є поверхнею без контакту для дiйсної
системи, яка вiдповiдає системi (6) вздовж Ot1(t0).

Так як, система (6) належить одному з класiв C(2)
+.k, k ∈ {+,−}, то будь-яка

iнтегральна крива дiйсної системи, яка вiдповiдає системi (6) вздовж Ot1(t0),

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2018, вип. 33, № 2



98 Д. Є. ЛIМАНСЬКА

що проходить через точку множини Ω̂(τ, ϕ(0)(z(t0, v))) ∩ (v = v0), v0 ∈ (v1, v2),
якщо (t0, v0) ∈ Λ

(2)
+.+(t∗), залишається в областi Ω̂(τ, ϕ(0)(z(t0, v))) при спаданнi v,

а якщо (t0, v0) ∈ Λ
(2)
+.−(t∗), залишається в областi Ω̂(τ, ϕ(0)(z(t0, v))) при зростаннi

v.
Понад того, виконанi нерiвностi (11) при (t0, v) ∈ Λ

(2)
+.k(t

∗), k ∈ {+,−}.
Третiй етап. Застосуємо метод аналiтичного продовження розв’язкiв для

задач, якi розв’язанi вiдносно похiдних, запропонований Грабовською Р. Г. [2,3],
i розвинений для задач, якi не розв’язанi вiдносно похiдних, Самковою Г. Є.
[4, 6, 8–11] та використаний Лиманською Д. [4–8] i Самковою Г. Є. при доказi
третього етапу Теореми 2 [4]. Припустимо, що для векторiв δ, τ ∈ Cp, δj 6= 0, τj 6=
0, j = 1, p виконуються нерiвностi (12).

В першому етапi доведення цiєї теореми отримано, що вздовж кривої Lv0(t1),
v0 ∈ (v1, v2) при t ∈ (0, t∗) iснує хоча б один непереривний диференцiйовний
розв’язок системи, яка вiдповiдає системi (6) вздовж Lv0(t1), яке задовольняє
оцiнкам (10). Позначимо множину таких розв’язкiв {Y (z(t, v0))}.

Будь-який розв’язок Y (z(t, v0)) з множини {Y (z(t, v0))} можливо аналiти-
чно продовжити з Lv0(t1), де (t, v) ∈ Λ

(2)
+.k(t

∗), при фiксованому v0 ∈ (v1, v2) на
область, яка мiстить Lv0(t1), зi збереженням оцiнки (10).

З другого етапу доведення цiєї теореми випливає, що при виконаннi нерiв-
ностi (12), розв’язок Y (z(t, v)) при фiксованому v0 можна продовжити з кривою
Lv0(t∗) вздовж кривих Ot1(t0) на множину Ω̂(τ, ϕ(0)(z(t∗, v))) при
t ∈ (0, | z(t0, v) |]. Отримане аналiтичне продовження позначимо Y (z). Отри-
маємо множину розв’язкiв системи (6) — {Y (z)}.

У пiдсумку, розв’язок системи (6) Y(z) може бути аналiтично продовжений
в областi G(2)

+.k(t
∗)× {Y :| Yj |< δj | ϕ(0)(z0)) |, j = 1, p}. Причому в данiй областi

виконанi нерiвностi (9).
Четвертий етап. Якщо матрицi A2(z), B2(z) та вектор-функцiя

f2(z, Y, Y
′
) такi, що вздовж розв’язка системи (6) при z ∈ D1, D1 ∩ G(2)

+.k(t
∗)

6= ∅, k ∈ {+,−}, виконується умова сумiсностi (4), тодi задача Кошi для систе-
ми (1) з початковою умовою Y0 = Y (z0) має в областi D1 ∩G(2)

+.k(t
∗) хоча б один

аналiтичний розв’язок, який задовольняє оцiнцi (9). Теорема 2 доведена.
7. Висновки. Система (1) розглянута в припущеннi m < p в областi D1

у випадках, коли матриця B1(z) має в точцi z = 0 усувну особливу точку або
полюс порядку r. Доведено теореми про iснування хоча б одного аналiтичного
розв’язка задачi Кошi (1),(7), з додатковою умовою (8), в деякiй пiдобластi
областi D1 з точкою z = 0 на межi. Крiм того, знайденi оцiнки розв’язкiв в
деякiй пiдобластi областi D1 з точкою z = 0 на межi.
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