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ЕКВАЦIОНАЛЬНА РЕШIТКА ОДНОГО КЛАСУ АЛГЕБР

In the paper has been considered the problem of finding a complete system of identities in the class
of algebras whose operations are given above binary matrices of the n-th order. The constructed
finite complete system of identities allowed us to find the T-basis and construct an equivalent
lattice.

У роботi розглядається задача знаходження повних систем тотожностей в класi алгебр, фор-
мули яких описують булевi зображення. Побудованi скiнченнi повнi системи тотожностей
дали можливiсть знайти Т-базис i побудувати еквацiональну решiтку такого класу алгебр.

1. Вступ. У цiй роботi розв’язується задача побудови еквацiональних решiток
в одному класi алгебр. Вiдомо [1], що алгеброю U називається впорядкована
пара множин U = (A,Ω), A – носiй алгебри, Ω – сигнатура, що задає множину
операцiй над A. Позначимо через R (U) – множину всiх тотожностей алгебри U .
Система тотожностей H ⊂ R (U) називається повною [2], якщо F (H) = R (U),
де F – операцiя замикання (суперпозицiї) тотожностей.

Знаходження повних систем тотожностей часто пов’язано з можливiстю по-
будови на основi системи тотожностей H канонiчних форм формул алгебр, якi є
аналогами досконалої диз’юнктивної нормальної форми в булевiй алгебрi. Про-
блема знаходження скiнченних повних систем тотожностей (СПСТ) пiднiмає-
ться в [3].

У роботi [4] побудованi скiнченнi алгебри, для яких не iснує СПСТ, а в роботi
[5] доведено, що «майже всi» скiнченнi алгебри мають СПСТ. У фундаменталь-
них роботах [6, 7] доводиться, що всi двозначнi булевi алгебри мають СПСТ, а
в [2] Лiндон стверджує, що знаходження СПСТ навiть для скiнченних алгебр є
нетривiальною задачею.

2. Основний результат. Задача еквацiонального описання класу алгебрM
може бути зведена до задачi знаходження його T -базису, тобто такої множини
алгебр M∗ = {U1, U2, ..., Un, ...}, що

1. M∗ ⊂M.
2. Для будь-яких алгебр Ui, Uj ∈M∗, виконується нерiвнiсть R(Ui) 6= R (Uj).
3. Для будь-якої алгебри U ∈ M iснує алгебра Ui ∈ M∗ така, що R(U) =

= R (Ui).

Означення 1. Клас алгебр M називається еквацiонально замкнутим, як-
що вiн має T -базис M∗: для будь-яких алгебр U1, U2 ∈M∗, iснують U3, U4 ∈M∗

такi, що

R(U3) = R (U1) ∩R (U2) , R(U4) = R (U1) ∪R (U2) . (1)

Означення 2. Еквацiональною решiткою замкнутого класу алгебр M на-
зивається решiтка, яку утворюють R (Ui) , Ui ∈M∗ вiдносно операцiй (1).

Позначимо через Nk = {Ui = (Ak×k,Ωi)} , k ∈ N – сигнатурно замкнений
клас одноносiєвих алгебр, де Ak×k − множина бiнарних матриць розмiром k×k,
Ωi ⊂ {∨,∧, T0, T1, . . . , T7} .
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Покажемо, що всi алгебри даних класiв мають СПСТ. Для прикладу роз-
глянемо алгебри класу N4 = {Ui = (A4×4,Ωi)} для всiх Ωi ⊂ Ω.

Нехай U = (A4×4,∧,∨, T1, T2) алгебра типу (1100000) (такi алгебри в подаль-
шому будемо позначати через U (1100000)), де A4×4 – множина бiнарних ма-
триць розмiром 4×4, x∨y = max(x, y), x∧y = min(x, y), T1 – операцiя повороту
навколо головної дiагоналi (транспонування), T2 – операцiя повороту на 90 гра-
дусiв за напрямком часової стрiлки вiдносно центру симетрiї.

Побудуємо ДДНФ в U (1100000). У цiй алгебрi виконуються тотожностi:

1. A ∧ A = A;A ∨ A = A;
2. A ∧B = B ∧ A;A ∨B = B ∨ A;
3. (A ∧B) ∧ C = A ∧ (B ∧ C); (A ∨B) ∨ C = A ∨ (B ∨ C);
4. A ∧ (B ∨ C) = A ∧B ∨ A ∧ C;A ∨B ∧ C = (A ∨B) ∧ (A ∨ C);
5. A ∨B ∧ A = A;A ∧ (B ∨ A) = A;

6. (A ∨B)Ti = ATi ∨BTi , i = 1, 2;

7. (A ∧B)Ti = ATi ∧BTi , i = 1, 2.

(2)

Наведенi тотожностi дають можливiсть довiльну формулу стандартним ал-
горитмом привести до ДНФ. Множники, якi входять до елементарних кон’юн-
кцiй, мають вигляд xϕj(T1,T2)

j , де ϕj(T1, T2) − формула, яка є суперпозицiєю опе-
рацiй T1, T2. В [1] знайденi тотожностi, в яких операцiї T0, T1, . . . , T7 виражаю-
ться через T1, T2:

1. T0 = T 2
1 ; 2. T1 = T1; 3. T2 = T2;

4. T3 = T1(T2T1); 5. T4 = T2(T2T1); 6. T5 = T2T1;
7. T6 = T1T2; 8. T7 = T2

2.
(3)

Цi тотожностi i тотожнiсть TjTi = Tk дають можливiсть звести формули
ϕj(T1, T2) до формул Tj, j ∈ {0, 1, . . . , 7}, тобто до формул алгебри U(11 . . . 1).
Для формул цiєї алгебри в [2] показано, що ДНФ спiвпадає з ДДНФ.

Нехай задано двi формули ϕ1, ϕ2 алгебри U (1100000). Покажемо що, якщо
ϕ1 = ϕ2, то iснує алгоритм, який зводить їх до такої ДНФ, яка є для них єдиною,
тобто ДДНФ.

Наведемо алгоритм побудови ДДНФ для формул алгебри U (1100000).
1. Використовуючи тотожностi (2), з формул ϕ1, ϕ2 отримаємо формули ϕ′1 i ϕ′2,
якi є ДНФ.
2. За допомогою тотожностей (3) елементарнi кон’юнкцiї формул ϕ′1 i ϕ′2 зводя-
ться до формул ϕ′′1 , ϕ

′′
2 алгебри U(11 . . . 1).

3. Використовуючи алгоритм побудови ДДНФ в алгебрi U(11 . . . 1) [9], отрима-
ємо формули ϕ′′′1 , ϕ

′′′
2 . Якщо ϕ1 = ϕ2, то ϕ

′′′
1
∼=ϕ′′′2 (спiвпадають лексикоографi-

чно).
4. На основi тотожностей (3) перейдемо у зворотньому порядку вiд формул ϕ′′′1
i ϕ′′′2 алгебри U(11 . . . 1) до формул ϕ∗1, ϕ∗2 алгебри U (1100000).

Проведенi мiркування мають мiсце для всiх алгебр класу N4, в яких унарнi
операцiї утворюють повну систему тотожностей.

У таблицi 1 приведенi тотожностi для повних систем. У першому стовпчи-
ку таблицi вказанi повнi системи операцiй, а у першому рядку − операцiї. У
другому рядку вказанi тотожностi для алгебри U (1100000), у третьому — для
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алгебри U (1001000) i т.д. За допомогою цих тотожностей будується ДДНФ в
алгебрах з повними системами унарних операцiй.

Таблиця 1

T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7

T1T2 T1 T2 T1(T2T1) T2(T2T1) T2T1 T1T2 T 2
2

T2T4 (T4T6)T2 T2 (T4T2)T4 T4 T4T2 T2T4 T 2
2

T2T5 T5T2 T2 T2T
2
2 T2T5 T5 (T5T2)T2 T 2

2

T2T6 T2T6 T2 T2T
2
2 T6T2 T6T

2
2 T6 T 2

2

T3T4 T4T
2
3 T4T

2
3 T3 T4 T3T4 T4T3 T 2

3

T3T6 T6T3 T3T
2
3 T3 T3T6 T 2

3 T6 T6 T 2
3

T4T5 T5(T4T5) T4T5 T5T4 T4 T5 (T4T5)T4 (T5T4)(T5T4)
T4T6 T6(T4T6) T6T4 T4T6 T4 (T4T6)T4 T6 T6(T4T6)
T1T3 T1 T1(T3T1) T3 (T1T3)T3 T1T3 T3T1 T 2

3

T3T5 T3T5 T3T
2
3 T3 T5T3 T5 T3(T3T5) T 2

3

T1T5 T1 T5T1 T1T5 T5(T1T5) T5 (T1T5)T1 T5 (T1T5)T1

T1T6 T1 T1T6 T6T1 T6(T1T6) (T1T6)T1 T6 (T1T6)T1

У роботi [2] показано, що в алгебрах класу U(1000000), U(0001000), U(1100000),
U(0000010), U(0111000), U(1001001), U(0000111), U(1111111) унарнi операцiї
утворюють замкненi класи. Легко переконатись, що має мiсце твердження.

Твердження 1. Для формул алгебр U з замкненою системою унарних опе-
рацiй ДНФ спiвпадає з ДДНФ.

Твердження 2. Довiльну систему {Ti1 , Ti2}, i1, i2 ∈ {1, 2, . . . , 7} за допомо-
гою операцiї замикання (суперпозицiї) можемо розширити до замкненої си-
стеми.

Доведення. 1. Незамкненi множини {T1, T4} , {T1, T7} , {T4, T7} розширяться
до замкненої системи {T1, T4, T7} за допомогою тотожностей T7 = T1T4 = T4T1,
T4 = T1T7 = T7T1, T1 = T7T4 = T4T7.

2. Незамкненi системи {T2, T3} , {T2, T7} , {T3, T7} замикаються тотожностя-
ми T 2

2 = T 2
3 = T7, T3 = T2T7 = T7T2, T2 = T7T3 = T3T7.

3. Незамкненi множини {T5, T6} , {T5, T7} , {T6, T7} розширюються до за-
мкненої системи {T5, T6, T7} за допомогою тотожностей T7 = T5T6 = T6T5,
T6 = T5T7 = T7T5, T5 = T7T6 = T6T7.

Твердження 2 доведено.
З тверджень 1, 2 випливає справедливiсть теореми.

Теорема 1. Усi алгебри класу N4 = {Ui = (A4×4,Ωi)} мають скiнченнi повнi
системи тотожностей.

Теорема 2. Т-базис класу алгебр N4 складається з 128 алгебр.

Доведення. N4 − це клас одноносiєвих алгебр, якi мають спiльний но-
сiй (множину A4×4) i вiдрiзняються одна вiд одної лише сигнатурою Ωi =
= (∧,∨, Ti1 , Ti2 , . . . , Tik), i1, i2, . . . , ik ⊂ {1, 2, . . . , 7}. Легко переконатись, що у
цьому випадку клас N4 складається з 128 алгебр.

На множинi N4 задамо вiдношення часткового порядку U1 ≤ U2, якщо
Ω1 ⊂ Ω2. Можна переконатись, що в класi одноносiєвих алгебр виконуються
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спiввiдношення:

1) якщо Ω1 6= Ω2, то R(U1) 6= R(U2);

2) якщо R(U1) = R(U2), то Ω1 = Ω2;

3) якщо R(U1) ⊂ R(U2), то Ω1 ⊂ Ω2.

Теорема доведена.
Результати теореми 2 розповсюджуються на алгебри всiх класiв Ni, i ∈ N.

Теорема 3. Т-базис класу алгебр Ni, i ∈ N складається з 128 алгебр, якi
утворюють еквацiональну решiтку, що є 7-мiрним Ω-кубом.

Доведення теореми випливає з теореми 2 та з спiввiдношень, якi визначають
операцiї на еквацiональнiй решiтцi:

R(U3) = R(U1)
⋃
R(U2), якщо Ω3 = Ω1

⋃
Ω2,

R(U3) = R(U1)
⋂
R(U2), якщо Ω3 = Ω1

⋂
Ω2.

У роботi [10] доведено, що в класi однотипних алгебр M = {Ul = (Al×l,Ω)},
l = 1, 2, . . . , n, де Al×l – множина бiнарних матриць порядку l × l, а Ω =
(∧,∨, Ti), i = 1, 2, . . . , 7, Т-базис еквацiонально еквiвалентний однiй iз алгебр
U1, U2, U3, тобто має мiсце теорема.

Теорема 4. Т-базис класу M складається з трьох алгебр U1, U2, U3, причо-
му R(U3) ⊂ R(U2) ⊂ R(U1).

У класi алгебр N можна побудувати 128 однотипних алгебр. Проводячи мiр-
кування в класах алгебр, аналогiчних до M , можемо показати, що Т-базис ко-
жного з класiв M i, i = 1, 2, . . . , 127 складається з трьох алгебр U i

1, U
i
2, U

i
3 для

яких справедливi спiввiдношення R(U i
3) ⊂ R(U i

2) ⊂ R(U i
1), i = 1, 2, . . . , 127.

Т-базис класу M0 = {Ul = (Al×l,Ω)}, Ω = (∨,∧) складається тiльки з однiєї
алгебри, оскiльки всi алгебри цього класу еквацiонально еквiвалентнi.

Розглянемо клас алгебр N =
⋃k
i=1Ni, k ∈ N, який включає всi сигнатурнi

замкненi класи одноносiєвих алгебр, заданих на бiнарних матрицях порядку вiд
1× 1 до k × k. З теореми 2 випливає, що |N | = k · 27, k ∈ N.

Задамо в класi алгебр N операцiї

U3 = U1 ∨ U2, l3 = min(l1, l2), якщо Ω3 = Ω1

⋃
Ω2,

U4 = U1 ∧ U2, l4 = max(l1, l2), якщо Ω4 = Ω1

⋂
Ω2.

(4)

Вiдносно цих операцiй алгебри класу N утворюють дистрибутивну решiтку,
яка складається з сигнатурних 7-мiрних кубiв класiв N . Однотипнi алгебри цих
кубiв утворюють лiнiйно впорядкованi множини.

З теорем 3, 4 випливає справедливiсть теореми.

Теорема 5. Т-базис класу алгебр N , складається з 382 алгебр, якi утво-
рюють еквацiональну решiтку вiдносно операцiй (4).

Доведення. Т-базис класу алгебр N складається з алгебр трьох 7-мiрних
Ω-кубiв класiв N1, N2, N3, на яких заданi операцiї:

R(U3) = R(U1) ∨R(U2)⇔ U3 = U1 ∨ U2,

R(U4) = R(U1) ∧R(U2)⇔ U3 = U1 ∧ U2.

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2018, вип. 33, № 2



ЕКВАЦIОНАЛЬНА РЕШIТКА ОДНОГО КЛАСУ АЛГЕБР 113

Враховуючи, що Ω-мiнiмальнi алгебри цих кубiв еквацiонально еквiвалентнi,
отримуємо потужнiсть Т-базису класу N : |N | = 3 · 27 − 2 = 382 алгебри.

1. Мальцев А. И. Алгебраические системы. – М.: Наука., 1970. – 392 с.
2. Линдон Р. К. Тождества в двухзначных исчислениях // Кибернетический сборник.–

1960.— №1.— С.234-245.
3. Калицкий Я., Скотт Д. Эквациональная полнота абстрактных алгебр // Кибернетиче-

ский сборник.– 1961.— №2.– С.41-52.
4. Линдон Р. К. Тождества в конечных алгебрах // Кибернетический сборник.– 1960.– 1,

№.– С. 246–248.
5. Мурский В. Л. Конечная базируемость тождеств и другие свойства «почти всех» коне-

чных алгебр // Проблемы кибернетики. – 1978. – 8, №30. – С. 43–56.
6. Яблонский С. В., Гаврилов Г. П., Кудрявцев В. Б. Функции лгебры логики и классы

Поста.– М.:Наука, 1966.– 120 с.
7. Post E. Two-valued iterative systems, 1941.
8. Мич I. А., Нiколенко В. В. Повнi системи тотожностей в одному класi алгебр // Наук.

вiсник Ужгород. ун-ту. Сер. матем. i iнформ. – Ужгород, – 2017. – Вип. 1 (30). – С. 79–86.
9. Мич I. А., Нiколенко В. В. Досконалi диз’юнктивнi нормальнi форми в одному класi

алгебр // Наук. вiсник Ужгород. ун-ту. Сер. матем. i iнформ. – Ужгород, – 2017. – Вип.
2 (31). – С. 123–128.

10. Мич I. А., Нiколенко В. В., Варцаба О. В. Досконалi диз’юнктивнi нормальнi форми
алгебри U(2) // Наук. вiсник Ужгород. ун-ту. Сер. матем. i iнформ. – Ужгород, – 2018. –
Вип. 1 (32). – С. 124–129.

Одержано 04.07.2018

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2018, вип. 33, № 2


