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ПРО МАТРИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ МОНОЇДIВ ЧЕТВЕРТОГО
ПОРЯДКУ

We describe canonical forms of the matrix representations of monoids of the fourth order over an
arbitrary field and indicate criteria on representation type.

Ми описуємо канонiчнi форми матричних зображень некомутативних моноїдiв четвертого
порядку над довiльним полем та вказуємо критерiї про зображувальний тип.

Матричнi зображення скiнченних напiвгруп над полями вивченi не так добре,
як скiнченних груп. Якщо говорити про опис нерозкладних зображень напiв-
груп, то в першу чергу слiд видiлити окремi результати про цiлком простi на-
пiвгрупи [1] та напiвгрупи всiх перетворень скiнченної множини [2, 3] (у ви-
падку скiнченного зображувального типу) i для напiвгруп Рiсса [4, 5] та напiв-
груп, породжених iдемпотентами з частковим нульовим множенням [6–8] (як
у випадку скiнченного типу, так i ручного нескiнченного типу). Добре вiдо-
мий опис зображень алгебр < a, b | an = 0, bm = 0, ab = ba = 0 > [9, 10] та
< a, b | a2 = b2 = 0, (ab)n = 0, (ba)m = 0 > [11, 12] також природно розглядати як
результати про зображення (скiнченних) напiвгруп.

Ця стаття присвячена матричним зображенням некомутативних моноїдiв
четвертого порядку над довiльним полем.

Напiвгрупи четвертого порядку. Напiвгрупи порядку n < 4 вивченi до-
сить детально. Випадки n = 1, 2 тривiальнi. Напiвгрупи порядку n = 3 опи-
сав Т. Тамура, у виглядi таблиць Келi, в 1953 р. [13]. Вони вивчалися, зокре-
ма, в [14–16]. Напiвгрупи порядку n = 4 вперше описав також Т. Тамура в
1953 р. [17]. а в 1955 р. Г. Е. Форсайт [18] отримав аналогiчний результат за
допомогою комп’ютерної програми. Зауважимо, що пiд описом традицiйно ма-
ється на увазi опис з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi (дуальною до на-
пiвгрупи називається та ж сама множина з операцiєю множення x ◦ y = yx).
Напiвгрупи, що розглядаються з такою точнiстю, називаються рiзними.

Приведемо деякi пояснення до списку моноїдiв, що вказанi в теоремi, яка
формулюється нижче. В круглих дужках вказано всi елементи моноїда, а в ку-
тових – мiнiмальну систему твiрних. Через 0 та e позначається вiдповiдно ну-
льовий та одиничний елементи; у випадку, коли моноїд з вiдкинутим елементом
e також є моноїдом, новий одиничний елемент позначаємо через e0 (тривiаль-
нi визначальнi спiввiдношення для e та e0 виписуватись не будуть). Наявнiсть
рiзних букв в позначеннях твiрних рiзних напiвгруп визначається специфiкою
запропонованого першим автором алгоритму знаходження мiнiмальних систем
твiрних (див., наприклад, [16]).

Теорема 1. Моноїди вигляду

1n) (e, 0, b, c) = 〈e, b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = 0, cb = b;

2n) (e, bc, b, c) = 〈e, b, c〉: b3 = b2, c2 = c, bc = b2, cb = c;
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3n) (e, bc, b, c) = 〈e, b, c〉: b2 = b, c2 = c, cb = c;

4n) (e, 0, b, c) = 〈e, 0, b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = b, cb = c;

5n) (e, a, e0, c) = 〈e, a, e0, c〉: a2 = a, c2 = c, ac = a, ca = c;

6n) (e, a, b, c) = 〈e, a, b, c〉: a2 = a, b2 = b, c2 = c, ab = a,
ac = a, ba = b, bc = b, ca = c, cb = c.

7n) (e, a, c, d) = 〈a, c, d〉: a2 = a, c2 = e, d2 = d, ac = a, ca = a,
ad = a, da = d, cd = d, dc = d.

8n) (e, a, d, da) = 〈a, d〉: a2 = a, d2 = e, ad = a.

утворюють повну систему попарно рiзних некомутативних моноїдiв четвер-
того порядку.

Зауважимо, що системи твiрних не завжди є мiнiмальними. По-перше, така
задача авторами не ставилася, по-друге, для вивчення матричних зображень
напiвгруп це i не потрiбно (iнколи, для нашого методу вивчення, зайвi спiввiд-
ношення можуть бути навiть корисними).

Переходимо до доведення теореми 1.
Моноїд M називається з приєднаною одиницею e, якщо M \ e — напiвгрупа.
Першi шiсть моноїдiв iз списку (вказаного в теоремi) є напiвгрупами з при-

єднаною одиницею, а для двох iнших одиниця не є приєднаною. Той факт, що
немає iнших моноїдiв з приєднаною одиницею, випливає з опису мiнiмальних
систем твiрних, разом з визначальними спiввiдношеннями, всiх напiвгруп по-
рядку 3 [19]. Iз основного результату роботи [20] випливає, що некомутативнi
моноїди порядку 4 з неприєднаною одиницею вичерпуються моноїдами вигляду
7n) i 8n) (це напiвгрупи з номерами 98 i 100).

Формулювання основних теорем. Пiд зображенням завжди розумiємо ма-
тричне зображення над (довiльним) полем K.

Будемо вважати, що матриця зображення напiвгрупи, яка вiдповiдає ну-
льовому (вiдповiдно одиничному) елементу напiвгрупи, якщо вiн є, — нульова
матриця 0 (вiдповiдно одинична матриця E). При цьому (див. [21]) “втрачає-
ться” лише одне нерозкладне зображення, а саме одновимiрне зображення, що
складається iз одиничних (вiдповiдно нульових) елементiв поля. При вивчен-
нi зображень напiвгруп порядку 4, вказаних в теоремi 1, матриця зображен-
ня, що вiдповiдає твiрному елементу e0, a, b, c позначається вiдповiдно через
E0, A,B,C.

Нагадаємо, що напiвгрупи розглядаються з точнiстю до дуальностi (i, зви-
чайно, iзоморфiзму). Це по сутi не є обмеженням, бо дуальним напiвгрупам
вiдповiдають зображення з транспонованими матрицями.

Нагадаємо, що напiвгрупа називається ручною (вiдповiдно дикою) над по-
лем K, якщо задача про опис її зображень є ручною (вiдповiдно дикою); точнi
означення приведено в роботi [22]. Якщо напiвгрупа над (деяким) нескiнченним
полем L ⊇ K має, з точнiстю до еквiвалентностi, нескiнченне число нерозклад-
них зображень, то кажуть, що вона є нескiнченного зображувального типу над
полем K. В iншому разi — скiнченного зображувального типу.
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Теорема 2. Всi некомутативнi моноїди четвертого порядку є ручними.

Теорема 3. Серед некомутативних моноїдiв четвертого порядку лише мо-
ноїд 6n) має (з точнiстю до еквiвалентностi) нескiнченне число нерозкладних
зображень.

Обидвi теореми випливають iз результатiв роботи [19] та теореми цiєї статтi,
яка сформульована i доведена нижче. А саме, той факт, що моноїд вигляду 6n)
має нескiнченний зображувальний тип випливає теореми 1 роботи [19] (оскiль-
ки цей моноїд з приєднаною одиницею). Ручнiсть цього моноїду випливає iз
результатiв параграфу 6 тiєї ж роботи. Решта моноїдiв, як випливає з насту-
пної теорем 4, мають скiнченний зображувальний тип.

Переходимо до формулювання теореми про канонiчнi форми матричних зо-
бражень моноїдiв у випадках sn), s ∈ {1, 2, . . . , 8} \ 6.

За традицiєю теорiї матричних задач через E будемо позначати одиничну
матрицю довiльного розмiру n × n (n ≥ 0), а тому довiльнi двi клiтини E в
матрицях не обов’язково рiвнi (якщо їх рiвнiсть не випливає iз деяких умов).
Це робиться для того, щоб не загромаджувати iндекси.

Теорема 4. Канонiчна форма для некомутативних моноїдiв четвертого
порядку, що мають скiнченний зображувальний тип, така:

1n) (e, 0, b, c) = 〈e, b, c〉: b2 = 0, c2 = c, bc = 0, cb = b;

B =


0 0 E 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , C =


E 0 0 0
0 E 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

2n) (e, bc, b, c) = 〈e, b, c〉: b3 = b2, c2 = c, bc = b2, cb = c;

B =



E 0 0 0 0 0 0 0 0
0 E 0 0 0 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 E 0 0 0
0 0 0 0 0 0 E 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


,

C =



E 0 0 0 0 0 0 0 0
0 E 0 0 0 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0 0 0 0
0 E 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
E 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


.
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3n) (e, bc, b, c) = 〈e, b, c〉: b2 = b, c2 = c, cb = c;

B =


E 0 0 0 0
0 E 0 0 0
0 0 E 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , C =


E 0 0 0 0
0 E 0 0 0
0 0 0 0 0
E 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

4n) (e, 0, b, c) = 〈e, 0, b, c〉: b2 = b, c2 = c, bc = b, cb = c;

B =


E 0 0 0
0 E 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , C =


E 0 0 0
0 E 0 0
E 0 0 0
0 0 0 0


5n) (e, a, e0, c) = 〈e, a, e0, c〉: a2 = a, c2 = c, ac = a, ca = c;

E0 =


E 0 0 0 0
0 E 0 0 0
0 0 E 0 0
0 0 0 E 0
0 0 0 0 0

 , A =


E 0 0 0 0
0 E 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , C =


E 0 0 0 0
0 E 0 0 0
E 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

7n) (e, a, c, d) = 〈a, c, d〉: a2 = a, c2 = e, d2 = d, ac = a, ca = a,
ad = a, da = d, cd = d, dc = d;

A =


E 0 0 0 0
0 E 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , C =


E 0 0 0 0
0 E 0 0 0
0 0 E 0 0
0 0 0 E 0
0 0 0 0 −E

 , D =


E 0 0 0 0
0 E 0 0 0
E 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


при charK 6= 2 i

A =



E 0 0 0 0 0 0 0 0
0 E 0 0 0 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


, C =



E 0 0 0 0 0 0 0 0
0 E 0 0 0 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0 0 0 0
0 0 0 E 0 E 0 0 0
0 0 0 0 E 0 E 0 0
0 0 0 0 0 E 0 0 0
0 0 0 0 0 0 E 0 0
0 0 0 0 0 0 0 E 0
0 0 0 0 0 0 0 0 E


,

D =



E 0 0 0 0 0 0 0 0
0 E 0 0 0 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0 0 0 0
0 E 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
E 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
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при charK = 2.
8n) (e, a, d, da) = 〈a, d〉: a2 = a, d2 = e, ad = a;

A =


E 0 0 0 0
0 E 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , D =


E 0 0 0 0
0 E 0 0 0
0 0 E 0 0
E 0 0 −E 0
0 0 0 0 −E


при charK 6= 2 i

A =



E 0 0 0 0 0 0 0 0
0 E 0 0 0 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


, D =



E 0 0 0 0 0 0 0 0
0 E 0 0 0 0 0 0 0
0 0 E 0 0 0 0 0 0
0 E 0 E 0 E 0 0 0
0 0 0 0 E 0 E 0 0
0 0 0 0 0 E 0 0 0
0 0 0 0 0 0 E 0 0
E 0 0 0 0 0 0 E 0
0 0 0 0 0 0 0 0 E


при charK = 2.

Доведення теореми 4. Оскiльки у випадках 1n) – 5n) маємо моноїди з при-
єднаною одиницею, то в цих випадках твердження теореми випливає iз теореми
3 [19] (але при цьому треба мати на увазi, що елементу e0, якщо вiн iснує, вже
не обов’язково вiдповiдає одинична матриця).

Розглянемо тепер випадки 7n) i 8n). Розпочнемо з моноїда 7n).
Приведемо за допомогою перетворень подiбностi (одночасно з трьома мат-

рицями A, C, D) матрицю A до жорданового вигляду

A =

(
E 0
0 0

)
i розiб’ємо матрицi C i D на блоки (такого ж розмiру):

C =

(
C1 C2

C3 C4

)
, D =

(
D1 D2

D3 D4

)
.

Використаємо спочатку рiвностi AC = A, CA = A:(
E 0
0 0

)(
C1 C2

C3 C4

)
=

(
E 0
0 0

)
,

(
C1 C2

C3 C4

)(
E 0
0 0

)
=

(
E 0
0 0

)
,

або (пiсля перемноження матриць)(
C1 C2

0 0

)
=

(
E 0
0 0

)
,

(
C1 0
C3 0

)(
E 0
0 0

)
.
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З останнiх двох рiвностей маємо, що

C =

(
E 0
0 C4

)
.

Тепер використаємо рiвностi AD = A, DA = D:(
E 0
0 0

)(
D1 D2

D3 D4

)
=

(
E 0
0 0

)
,

(
D1 D2

D3 D4

)(
E 0
0 0

)
=

(
D1 D2

D3 D4

)
,

або (пiсля перемноження матриць)(
D1 D2

0 0

)
=

(
E 0
0 0

)
,

(
D1 0
D3 0

)
=

(
D1 D2

D3 D4

)
.

З останнiх двох рiвностей маємо, що

D =

(
E 0
D3 0

)
.

Рiвнiсть D2 = D виконується автоматично.
Ще не використанi рiвностi C2 = E, CD = D, DC = D еквiвалентнi, як

легко бачити, рiвностям C2
4 = E i C4D3 = D3.

Приведемо за допомогою перетворень подiбностi (одночасно з трьома ма-
трицями A, C, D) матрицю C4 до жорданового вигляду

C4 =

(
E 0
0 −E

)
,

якщо характеристика charK поля K дорiвнює 2, i до жорданового вигляду

C4 =

E E 0
0 E 0
0 0 E

 ,

якщо charK 6= 2. Отже, враховуючи рiвнiсть C4D3 = D3, маємо, що

C =

E 0 0
0 E 0
0 0 −E

 , D =

E 0 0
D′3 0 0
0 0 0


при charK 6= 2 i

C =


E 0 0 0
0 E E 0
0 0 E 0
0 0 0 E

 , D =


E 0 0 0
D′3 0 0 0
0 0 0 0
D′′3 0 0 0


при charK = 2.
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Далi доведення проводиться по тiй же схемi, яка застосовувалась в робо-
тi [19] при доведеннi випадкiв 13) i 14) теореми 3. В результатi отримаємо ка-
нонiчнi форми, вказанi в нашiй теоремi.

Переходимо до моноїда 8n).
Приведемо за допомогою перетворень подiбностi (одночасно з двома мат-

рицями A, D) матрицю A до жорданового вигляду

A =

(
E 0
0 0

)
i розiб’ємо матрицю D на блоки (такого ж розмiру):

D =

(
D1 D2

D3 D4

)
.

Iз рiвностi AD = A випливає, що

D =

(
E 0
D3 D4

)
.

Оскiльки D2
4 = D4, то (перетвореннями подiбностi з матрицями A,D, що не

змiнюють отриманий вигляд матрицi A) матрицю D приведемо до вигляду

D =

 E 0 0
D′3 E 0
D′′3 0 −E


при charK 6= 2 i до вигляду

D =


E 0 0 0
D′3 E E 0
D′′3 0 E 0
D′′′4 0 0 E

 .

при char = 2. При цьому в першому випадку D′3 = 0, а в другому — D′′3 = 0.
Далi доведення проводиться по тiй же схемi, яка застосовувалась в роботi

[19] при доведеннi випадкiв 13) i 14) теореми 3.
Теорема 4 доведена.
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