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ПРО ЗВIДНIСТЬ ОДНIЄЇ ДУОМIАЛЬНОЇ МАТРИЦI НАД
КОМУТАТИВНИМ ЛОКАЛЬНИМ КIЛЬЦЕМ

Duomial matrices over a commutative local ring are considered. The reducibility of strictly duomial
matrix of some form over a commutative local ring is proved.

В роботi розглядаються дуомiальнi матрицi над комутативним локальним кiльцем. Доведена
звiднiсть строго дуомiальної матрицi деякого вигляду над комутативним локальним кiльцем.

1. Вступ. В бiльшостi випадкiв задача про класифiкацiю, з точнiстю до по-
дiбностi, матриць над комутативним кiльцем (що не є полем) мiстить в собi
задачу про пару матриць над полем (в сучаснiй термiнологiї є дикою [1]), як
у випадку кiлець класiв лишкiв [2] i розв’язана лише над деякими кiльцями
головних iдеалiв для матриць малих порядкiв (див., напр., [3] – [5]). В такiй си-
туацiї бiльш важливою стає задача про вивчення звiдних та незвiдних матриць
над кiльцями.

У рядi робiт (див., напр., [6] – [9]) вивчалися властивостi матриць над кому-
тативним кiльцем, якi мають вигляд

M(t; s1, . . . , sn) =


0 . . . 0 tsn

ts1 . . . 0 0
... . . . ...

...
0 . . . tsn−1 0

 ,

де s1 . . . , sn ∈ N ∪ 0, i, зокрема, їх звiднiсть чи незвiднiсть (основним випадком
є випадок, коли t не є оборотним).

Вивчалися (p, q)-звiднi матрицi над кiльцем K (див., напр., [10] – [11]), тобто
квадратнi матрицi A, якi подiбнi матрицi вигляду(

A11 A12

0 A22

)
,

де A11 i A22 — матрицi порядку p ≥ 1 i q ≥ 1 вiдповiдно. Якщо при цьому поря-
док q матрицi A22 малий, то матрицю A називали (∗, q)-звiдною. Розглядалися
рiзнi типи звiдностi: (∗, 2)-звiднiсть, (∗, 3)-звiднiсть, 2-спадкова звiднiсть.

В данiй роботi ми вивчаємо звiднiсть дуомiальних матриць.
2. Формулювання основних результатiв. На протязi всiєї статтi K по-

значає комутативне локальне кiльце з радикалом R = RadK 6= 0 i t — будь-який
фiксований ненульовий елемент iз радикала R.

Матрицю над K (не обов’язково квадратну) назвемо дуомiальною, якщо ко-
жний її рядок i кожний її стовпець мiстить не бiльше двох ненульових елемен-
тiв. Квадратну матрицю назвемо строго дуомiальною, якщо кожний її рядок i
кожний її стовпець мiстить рiвно два ненульовi елементи.
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Теорема 1. Нехай K — комутативне локальне кiльце з радикалом R 6= 0,
n ∈ N, n ≥ 6, i t — ненульовий елемент iз R такий, що t2 = 0. Строго
дуомiальна матриця

n−6︷ ︸︸ ︷

M =



t 0 0 0 0 . . . 0 . . . 0 0 0 0 0 t
1 0 0 0 0 . . . 0 . . . 0 0 0 t 0 0
0 1 0 t 0 . . . 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 t 0 t . . . 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 t 0
. . . 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 t . . . t . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
... . . . ... . . . ...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . t . . . t 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0
. . . 0 t 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 . . . t 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 . . . 0 t 0 0 t 0
0 t 0 0 0 . . . 0 . . . 0 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 . . . 0 0 0 t 0 1
0 0 1 0 0 . . . 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.

порядку n звiдна над кiльцем K.

Доведення. Спочатку введемо деякi позначення для перетворень довiль-
ної квадратної матрицi над кiльцем K. Pij(a) позначає додавання i-го рядка,
помноженого на елемент a ∈ K, до j-го рядка. Qij(a) позначає аналогiчне пе-
ретворення для стовпцiв. Через [m

a→ s]+ позначимо перетворення подiбностi,
яке полягає в тому, що спочатку застосовується перетворення Pms(a), а потiм
обернене до нього перетворення Qsm(−a), а через [m

a→ s]− — перетворення по-
дiбностi, яке полягає в тому, що спочатку застосовується перетворення Qms(a),
а потiм обернене до нього перетворення Psm(−a).

Розглянемо звiдну матрицю

N =



0 −1 0 0 0 . . . 0 0 −t 1 0 0
1 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 t 0 t 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 t 0 t . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 t 0 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . t 0 t 0 0 0
t 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 t
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 t
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 t t 0



.

Покажемо, що матриця N подiбна матрицi M .
На 1-му кроцi застосуємо до матрицi N перетворення [n− 2

t→ n− 3]−:
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N1 =



0 −1 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
1 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 t 0 t 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 t 0 t . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 t 0 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . t 0 t 0 0 0
t 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 t
0 0 0 0 0 . . . 0 0 t 1 0 t
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 t t 0



.

На 2-му кроцi застосуємо до матрицi N1 перетворення [1
−1→ n− 1]+:

N2 =



0 −1 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
1 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 t 0 t 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 t 0 t . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 t 0 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . t 0 t 0 0 0
t 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 t
0 1 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 t
t 0 0 0 0 . . . 0 0 0 t t 0



.

На 3-му кроцi застосуємо до матрицi N2 перетворення [2
−t→ n]+ i [2

−1→ n−2]+:

N3 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
1 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 t 0 t 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 t 0 t . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 t 0 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . t 0 t 0 0 0
t 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 −t 0 0 . . . 0 0 0 0 1 t
0 1 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 t
0 t 0 0 0 . . . 0 0 0 t t 0



.

На 4-му кроцi застосуємо до матрицi N3 перетворення [n− 1
t→ 3]−:
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N4 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
1 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 t 0 t 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 t 0 t . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 t 0 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . t 0 t 0 0 0
t 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 t
0 1 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 t
0 t 0 0 0 . . . 0 0 0 t t 0



.

На 5-му кроцi застосуємо до матрицi N4 перетворення [n− 1
−t→ n]+:

N5 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
1 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 t 0 t 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 t 0 t . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 t 0 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . t 0 t 0 0 0
t 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 t
0 1 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 t
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 t t 0



.

На 6-му кроцi застосуємо до матрицi N5 перетворення [2
−t→ n]−:

N6 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 0
1 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 t 0 t 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 t 0 t . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 t 0 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . t 0 t 0 0 0
t 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 t
0 1 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 t t 0



.
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На 7-му кроцi застосуємо до матрицi N6 перетворення [n− 2
t→ n]−:

N7 =



0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 1 0 t
1 0 t 0 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 t 0 t 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 t 0 t . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 0 t 0 . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . t 0 t 0 0 0
t 0 0 0 0 . . . 0 t 0 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 1 t
0 1 0 0 0 . . . 0 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 t t 0



.

Ця дуомiальна матриця перестановкою рядкiв i стовпцiв може бути приве-
дена до вигляду

M =



t 0 0 0 0 . . . 0 . . . 0 0 0 0 0 t
1 0 0 0 0 . . . 0 . . . 0 0 0 t 0 0
0 1 0 t 0 . . . 0 . . . 0 0 0 0 0 0
0 0 t 0 t . . . 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 t 0
. . . 0 . . . 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 t . . . t . . . 0 0 0 0 0 0
...

...
...

...
... . . . ... . . . ...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . t . . . t 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0
. . . 0 t 0 0 0 0

0 0 0 0 0 . . . 0 . . . t 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 . . . 0 t 0 0 t 0
0 t 0 0 0 . . . 0 . . . 0 0 t 0 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 . . . 0 0 0 t 0 1
0 0 1 0 0 . . . 0 . . . 0 0 0 0 t 0



.

3. Висновки. У статтi розглянутi дуомiальнi матрицi над комутативними
локальними кiльцями. Доведена звiднiсть строго дуомiальної матрицi деякого
вигляду порядку n ≥ 6 над комутативним локальним кiльцем K.
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