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Розв’язано задачу згину трансверсально-ізотропної балки з обмеженою 
поздовжньою тріщиною за уточненою моделлю при допомозі варіаційного ме-
тоду Лагранжа. Результати порівнювалися з експериментальними даними. 
Проведено аналіз впливу тріщини на напружено-деформований стан балки та 
оцінено вплив застосованої кінематичної моделі на точність виконання умов 
спряження в перерізі на краю тріщини.
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Постановка проблеми. При виготовленні або в процесі експлуатації різ
них конструкцій (наприклад, дерев’яних, клеєних, композитних волокнистих) 
можливе виникнення в них різноманітних тріщин, зокрема внутрішніх поздовж-
ніх. Поява в балках і пластинах поздовжніх міжфазних тріщин, тріщин розшару-
вань може суттєво впливати на їх міцність, разом з тим ускладнюються математич-
ні підходи в розрахунку таких елементів конструкцій порівняно з бездефектними.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Задача поперечного згину 
трансверсально-ізотропної балки з поздовжньою тріщиною з розкриттям її бе-
регів розв’язана в класичній [1; 2] постановці при наближеному виконанні в пе-
рерізах на краю тріщини умов спряження частин балки. Задачу циліндричного 
згину плити з тунельною тріщиною без розкриття її берегів з урахуванням де-
формації поперечного зсуву та обтиснення розв’язано аналітично в [3], а також 
здійснено порівняння з розрахунком плоскої задачі за дуальним методом гра-
ничних елементів. Результати експериментальних досліджень напружено-де-
формованого стану (НДС) і прогинів дерев’яних балок з тріщинами [4] досить 
добре узгоджувались з розв’язком задачі методом скінченних елементів з вико-
ристанням на краю тріщини сингулярних скінченних елементів [4]. На пробле-
ми застосування в таких задачах багатошарових континуальних за товщиною 
скінченних елементів, де тонкий податливий шар моделює тріщину, вказано в 
[5]; у [6] запропоновано використовувати метод скінченних елементів (МСЕ).

Мета статті. Отримання розв’язку задачі, в якому інтегрально виконують-
ся умови спряження (кінематичні і статичні) на краю поздовжньої тріщини для 
переміщень, нормальних і дотичних напруг; оцінка впливу на НДС балки прий-
нятих гіпотез.

Виклад основного матеріалу дослідження. Ставиться задача отримати 
уточнений аналітично-чисельний розв’язок для НДС зігнутої поперечним на-
вантаженням трансверсально-ізотропної балки з поздовжньою тріщиною без 
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розкриття її берегів. Балка довжиною mL 2=  – шарнірно оперта на краях (див. 
рисунок). До балки прикладено рівномірно розподілене поперечне навантаження 
інтенсивністю q . Утворилася поздовжня симетрична відносно середини прогону 
балки наскрізна тріщина довжиною )(22 ambl −==  обмеженої довжини, яка не 
виходить на торці балки. З кожного краю балки частина довжиною bma −=  зали-
шається суцільною. Далі для зручності початок системи координат розмістимо на 
краю тріщини і розглянемо, у зв’язку із симетрією, половину балки ( bxa ≤≤−  ). 
Вісь Ox збігається з тріщиною. Зауважимо, що розглядається окремий випадок, 
коли тріщина знаходиться посередині висоти балки ( 0=z , де 2/2/ hzh ≤≤− ).

Досліджувана половина балки у вертикальній площині поділена на чо-
тири області 41,j = . Частини 21,j =  на ділянці без тріщини (в області 0<<− xa ) 
утворені розділенням горизонтальною площиною, що відповідає умовному про-
довженню тріщини, а частини 43,j =  знаходяться, відповідно, над і під тріщиною 
в області bx <<0 . 

Рис. Схема балки з обмеженою внутрішньою поздовжньою тріщиною

Для кожної з частин 41,j = застосовано уточнену кінематичну модель для 
горизонтальних ju  та вертикальних jv  зміщень з урахуванням деформації по-
перечного зсуву γzxj у вигляді гіпотез:

	 jjxjjxjjj zzwzxuu 0210 )(,)(,)( γψχψ ⋅+⋅−⋅−= ,	
(1)

)(xwv jj = ;     jjxjjzxj zz 021 )(,)( γϕχϕγ ⋅+⋅−= ,

де )x(j0γ , )x(jχ  — шукані функції поперечного зсуву; )x(w j , )(0 xu j  — відповід-
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ласті. Тут і надалі окремі похідні позначатимуться нижніми індексами після 
коми. Уведено гіпотетичні функції  )(),( 21 zz jj ϕϕ , )(),( 21 zz jj ϕϕ  де )z(j1ϕ  задано поліномами 
другого степеня від z, а )(2 zjϕ  — поліномами першого степеня від z у вигляді
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де 2/1 hh   — висота кожної ділянки; E  і 'G  — відповідно, модуль пружності 
уздовж осі x  і модуль зсуву матеріалу в площині xz . 

Осьові деформації мають такий вигляд:  

xjjxxjjxxjxjxjxj zzwzxuu ,)(,)(,),(, 0210   ;      0zj ,          (3) 

а напруги описуються за законом Гука:  
;xjxj E         ;' zxjxj G      .0zj                             (4) 

Ураховуючи симетрію балки та відсутність розкриття тріщини, приймаємо: 
)()( 0201 xuxu  ,   )()( 0201 xx   , 

)()( 21 xwxw  ,    )()( 43 xwxw  .                                        (5) 

На ділянках 3 і 4 приймаємо функцію зсуву 
0)()( 0403  xx  .                                                 (6) 

Дотичні напруги на верхній і нижній гранях балки й на поверхнях тріщини 
дорівнюють нулю. Функція )(0 xj  забезпечує в гіпотезах для областей 1 і 2 

нерозривність дотичних напруг на поверхні спряження цих областей. Причому на 

поверхні 0z , що збігається з площиною тріщини, jjzx 0  . 
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поверхні 0z , що збігається з площиною тріщини, jjzx 0  . 
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де 2/1 hh   — висота кожної ділянки; E  і 'G  — відповідно, модуль пружності 
уздовж осі x  і модуль зсуву матеріалу в площині xz . 
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0)()( 0403  xx  .                                                 (6) 
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На ділянках 3 і 4 приймаємо функцію зсуву

)(xwv jj  ;     jjxjjzxj zz 021 )(,)(   , 

де )x(j0 , )x(j  — шукані функції поперечного зсуву; а )x(w j , )(0 xu j  — 

відповідно, функції прогинів і горизонтальних зміщень на координатній поверхні в j-
й області. 

Тут і надалі окремі похідні позначатимуться нижніми індексами після коми. 
Уведено гіпотетичні функції  )(),( 21 zz jj  , де )z(j1  задано поліномами 

другого степеня від z, а )(2 zj  – поліномами першого степеня від z у вигляді 

);(
'2

)()( 2
11311 zzh

G
Ezz    );(

'2
)()( 2

11412 zzh
G
Ezz   

;1)()(
1

2321 h
zzz       ;1)()(

1
2422 h

zzz                               (2) 

;)()(
0

z

ijij dzzz   

;
32'2

)()(
32

11311 





  zzh

G
Ezz  ;

32'2
)()(

32

11412 





  zzh

G
Ezz   

;
2

)()(
1

2

2321 h
zzzz


    ,
2

)()(
1

2

2222 h
zzzz


  

де 2/1 hh   — висота кожної ділянки; E  і 'G  — відповідно, модуль пружності 
уздовж осі x  і модуль зсуву матеріалу в площині xz . 

Осьові деформації мають такий вигляд:  

xjjxxjjxxjxjxjxj zzwzxuu ,)(,)(,),(, 0210   ;      0zj ,          (3) 

а напруги описуються за законом Гука:  
;xjxj E         ;' zxjxj G      .0zj                             (4) 

Ураховуючи симетрію балки та відсутність розкриття тріщини, приймаємо: 
)()( 0201 xuxu  ,   )()( 0201 xx   , 

)()( 21 xwxw  ,    )()( 43 xwxw  .                                        (5) 

На ділянках 3 і 4 приймаємо функцію зсуву 
0)()( 0403  xx  .                                                 (6) 

Дотичні напруги на верхній і нижній гранях балки й на поверхнях тріщини 
дорівнюють нулю. Функція )(0 xj  забезпечує в гіпотезах для областей 1 і 2 

нерозривність дотичних напруг на поверхні спряження цих областей. Причому на 

поверхні 0z , що збігається з площиною тріщини, jjzx 0  . 

	 (6)

Дотичні напруги на верхній і нижній гранях балки й на поверхнях тріщини 
дорівнюють нулю. Функція )(0 xjγ  забезпечує в гіпотезах для областей 1 і 2 не-
розривність дотичних напруг на поверхні спряження цих областей. Причому на 
поверхні 0=z , що збігається з площиною тріщини, γzxj= γ0j.

Розрахункову систему диференціальних рівнянь отримано варіаційним 
методом Лагранжа:
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де Wδ  — варіація внутрішньої енергії деформування; Aδ  — робота наван
таження на горизонтальній поверхні; *Aδ  — робота навантаження на торцях. 

Система диференціальних рівнянь після розділення невідомих розпа-
дається на чотири незв’язані системи, які мають наступний вигляд:
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Аналітичний загальний розв’язок систем диференціальних рівнянь (8)–(11) 
отримуємо у вигляді наступних виразів шуканих функцій (кількість невідомих 
зміщень у гіпотезах – 10): 

;001 u  ;021    

;00403  uu  ;043  



ТЕХНІЧНІ НАУКИ / TECHNICAL SCIENCES 115

Тут характеристики жорсткості набувають вигляду

	

Аналітичний загальний розв’язок систем диференціальних рівнянь (8)–
(11) отримуємо у вигляді наступних виразів шуканих функцій (кількість неві-
домих зміщень у гіпотезах – 10):
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методом Лагранжа: 
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де W  — варіація внутрішньої енергії деформування; A  — робота навантажен-

ня на горизонтальній поверхні; *A  — робота навантаження на торцях. 

Система диференціальних рівнянь після розділення невідомих 
розпадається на чотири незв’язані системи, які мають наступний вигляд: 
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Аналітичний загальний розв’язок систем диференціальних рівнянь (8)–(11) 
отримуємо у вигляді наступних виразів шуканих функцій (кількість невідомих 
зміщень у гіпотезах – 10): 
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;00403  uu  ;043  

Розрахункову систему диференціальних рівнянь отримано варіаційним 
методом Лагранжа: 
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де W  — варіація внутрішньої енергії деформування; A  — робота навантажен-

ня на горизонтальній поверхні; *A  — робота навантаження на торцях. 

Система диференціальних рівнянь після розділення невідомих 
розпадається на чотири незв’язані системи, які мають наступний вигляд: 
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Невідомі сталі кількість їх 20, визначаємо чисельно із системи граничних 

умов, отриманої з варіаційного рівняння (7): 
у перерізі на опорі ( ax  ): 
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у перерізі посередині балки ( bx  ): 












;0),(,2),(
;0),(,2),(

;0),(;0,;0

4383604033

4363504032

4330403

xxxxxxxx

xxxxxxxx

xx

DwDuuD
DwDuuD

wuu





                    (16) 

Порівняння показників числових розрахунків з результатами розрахунків 
за методом скінченних елементів (МСЕ) [4] дано в таблиці для балок з 
характеристиками пружності: ÌÏàE 11000  і ÌÏàG 500' . 

У [5] отримано МСЕ як розв’язок задачі плоского напружено-
деформованого стану із застосуванням в області на краю тріщини спеціальних 
сингулярних трикутної форми скінченних елементів. 

Таблиця 
Порівняння результатів розрахунку максимальних дотичних напруг, 

прогинів і нормальних напруг з результатами за МСЕ [4] 
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за методом скінченних елементів (МСЕ) [4] дано в таблиці для балок з 
характеристиками пружності: ÌÏàE 11000  і ÌÏàG 500' . 

У [5] отримано МСЕ як розв’язок задачі плоского напружено-
деформованого стану із застосуванням в області на краю тріщини спеціальних 
сингулярних трикутної форми скінченних елементів. 
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характеристиками пружності: ÌÏàE 11000  і ÌÏàG 500' . 

У [5] отримано МСЕ як розв’язок задачі плоского напружено-
деформованого стану із застосуванням в області на краю тріщини спеціальних 
сингулярних трикутної форми скінченних елементів. 

Таблиця 
Порівняння результатів розрахунку максимальних дотичних напруг, 

прогинів і нормальних напруг з результатами за МСЕ [4] 
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Невідомі сталі кількість їх 20, визначаємо чисельно із системи граничних 

умов, отриманої з варіаційного рівняння (7): 
у перерізі на опорі ( ax  ): 
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у перерізі спряження ( 0x ): 
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у перерізі посередині балки ( bx  ): 












;0),(,2),(
;0),(,2),(

;0),(;0,;0

4383604033

4363504032

4330403

xxxxxxxx

xxxxxxxx

xx

DwDuuD
DwDuuD

wuu





                    (16) 
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за методом скінченних елементів (МСЕ) [4] дано в таблиці для балок з 
характеристиками пружності: ÌÏàE 11000  і ÌÏàG 500' . 

У [5] отримано МСЕ як розв’язок задачі плоского напружено-
деформованого стану із застосуванням в області на краю тріщини спеціальних 
сингулярних трикутної форми скінченних елементів. 
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Невідомі сталі (кількість їх 20), визначаємо чисельно із системи гранич-
них умов, отриманої з варіаційного рівняння (7):
у перерізі на опорі ( ax −= ):
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як розв’язок задачі плоского напружено-деформованого стану із застосуванням в 
області на краю тріщини спеціальних сингулярних трикутної форми скінченних 
елементів. Залежно від відносної довжини балки і тріщини відносна різниця в макси-
мальних дотичних напругах τzx

max на опорі коливається в межах 0,7–8%, у відношеннях 
максимальних прогинів до відповідних прогинів у суцільній балці 0w/wmax  — до 
3,8%, у максимальних нормальних напругах max

xσ  — до 4,1%. При цьому різни-
ця в дотичних напругах зростає із збільшенням відносної довжини тріщини Ll / , 
а в максимальних прогинах і нормальних напругах — при зменшенні Ll / .  
У нормальних напругах xσ  поблизу краю тріщини спостерігається відхилення від 
фізично обґрунтованого характеру. У дещо віддалених від краю тріщини перері-
зах (на відстань h> ) вплив цих особливостей на НДС зникає.

Таблиця
Порівняння результатів розрахунку максимальних дотичних напруг, 

прогинів і нормальних напруг з результатами за МСЕ [4]

Довжина 
тріщини 

m , мм

Прогини Напруги

0w/wmax max
zxτ , МПа max

xσ , МПа
Δ, %

За (13) МСЕ [4] За (13) МСЕ [4] За (13) МСЕ [4]
600 1,0000 1,00013 0,9566 0,9975 10,127 10,236 -1,1

1800 1,0002 1,00763 0,9563 10,401 10,534 -1,3
3000 1,0242 1,04661 0,9536 10,947 11,146 -1,8
4800 1,1940 1,23905 0,9169 12,267 12,576 -2,5

Висновки. Для НДС балки із симетричною поздовжньою тріщиною от-
римано аналітично-числовий результат, який задовольняє умови спряження в 
поперечному перерізі на краю тріщини інтегрально для нормальних напруг і 
точно — для переміщень і дотичних напруг. Уведенням в гіпотези другої функ-
ції зсуву 00 =γ  досягається відсутність розривів у зміщеннях і дотичних напру-
гах між областями в усіх точках поперечного перерізу на краю тріщини, проте 
залишаються розриви в нормальних напругах, для яких граничні умови можна 
задовольнити лише інтегрально. Отриманий результат добре відображає НДС 
балки, за винятком області біля краю тріщини, а також добре узгоджується з 
відомими числовими розв’язками й експериментальними даними. У подальшо-
му авторами ставиться задача отримання уточненого аналітичного розв’язку з 
точним виконанням умов спряження (кінематичних і статичних) у перерізі на 
краю тріщини. 
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PECULIARITIES OF REFINED SOLUTION OF A BEAM STRESS STATE   
WITH A LONGITUDINAL CRACK
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The problem of bending of a transversely-isotropic beam with limited longi
tudinal crack has been solved using the variational method of Lagrange due to the 
refined model. The results have been compared with the experimental data. The 
analysis of the influence of crack on the stress-strain state of the beam and influence of 
the applied kinematic model for accuracy of conjugation conditions in the section on 
the edge of the crack has been done.

Keywords: beam, bending, longitudinal crack.
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