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Известно, что в системах с бесконечной очередью при нагрузке ρ ≥1  основные 
характеристики, такие как длина очереди и время пребывания в системе, с течением времени 
в том или ином смысле стремятся к бесконечности (например, сходимость в самом слабом 
месте – к бесконечности стремиться математическое ожидание) [1]. Факт ухода на 
бесконечность справедлив и для стационарных характеристик систем при изменяющейся 
загрузке ρ↑1. В системах M/GI/1/∞c различными дисциплинами обслуживания (впрочем, как 
и в системах  GI/GI/1/∞) это свойство является отражением узловой теоремы восстановления, 
примененной к процессам восстановления, образованным последовательными моментами 
начал периодов занятости. Как следует из соответствующих уравнений для распределения 
длин периодов занятости, средняя длина  периода занятости стремиться к бесконечности  
при ρ ↑ 1, равна бесконечности при ρ =1, а при ρ> 1 длина периода занятости с ненулевой 
вероятностью принимает значение бесконечность. В соответствии с этим задача нахождения 
предельного распределения времени пребывания требования в системе, которая исследуется 
в данной статье, ставиться по разному для случаев докритической (ρ<1), критической (ρ=1) и 
надкритического (ρ>1) загрузок. 

Наиболее важными предоставляются следующие постановки задач. В случае 
докритической загрузки рассматривается стационарное распределение времени пребывания 
требования в системе и изучается его предельное поведение при ρ ↑ 1. В случае критической 
загрузки изучается предельное при t→∞ распределение времени пребывания в системе 
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требования, поступившего в момент t. В случае надкритической загрузки можно для 
различных дисциплин исследовать как предельное распределение времени пребывания в 
системе требования, поступившего в момент t при t→∞, так и асимптотическое поведение 
вероятности того, что требования поступившее в момент t, будет обслужено. 

Наиболее интересным для изучения является случай критической загрузки. Далее будет 
показано, что предельное распределение  времени пребывания требования в системе в этом 
случае определяется, в основном асимптотическим поведением непоглощенной части 
непрерывного снизу процесса с независимыми превращениями( или случайного блуждания), 
имеющего поглощающий экран в нуле. Кроме того будут также более детально обсуждены и 
случаи докритической и надкритической загрузок, предложены методы нахождения 
предельных распределений времени пребывания требования в системе и установлена связь 
между этими распределениями и предельными распределениями сумм случайного числа 
случайных слагаемых.   

Несколько в стороне от дальнейших исследований стоят инвариантная дисциплина и 
инверсионный порядок обслуживания с вероятностным приоритетом. Для них предельное 
при ρ ↑1  стационарное распределение времени пребывания в системе требования длины х  
определяется теми же формулами, что при ρ<1 , является собственным, но с бесконечным 
математическим ожиданием. Интересно отметить этот факт, поскольку он присущ и многим 
другим дисциплинам с инверсионным порядком обслуживания [2, 3].  

В случае ρ ≥ 1 рассмотрим F(t,x) –  вероятность того, что находящееся в момент t на 
обслуживании требование имеет остаточную длину менее х . Если F(t,x) при  t→∞ сходиться 
к некоторому предельному распределению F(x), то, по крайней мере для дисциплины с 
непрерывной функцией w(x,y), существует (несобственное) предельное распределение 
времени пребывания в системе требования длины х.Предельное распределение времени 
ожидания начала обслуживания требования длины х имеет вид:  

휔푥(푠) = [휔(푥, 푦) + 휋 (푠, 푦)휈( 푥, 푦)] 푑퐹(푦). 

Для определения F(x) можно воспользоваться следующими простыми рассуждениями 
относительно предельного стационарного потока моментов, в котором длина 
обслуживаемого требования принимает значение х. 

Обозначим через 훼(푥) = 휋 (о, 푥) = exp [−휆푥 1 − 휋(표) ] – вероятность периода 
занятости требованиями длины х,  а через 훽(훾, 푢) – вероятность того, что  
начавшие обслуживаться требования длины у, обслуживаются до длины 푢.   
Тогда     훽(푦, 푢) =  푒 ∫ ∫ ( , ) ( ) ( ) . 

Вероятность того, что поступившее в систему требование длины푢 обслужиться до длины 
у, имеют вид:             ∫ [휔(푢, 푥) + α(푥)ν(푢, 푥)]d퐹(x)β(푢, 푦) 

Наконец, для плотности  f(x) распределения F(x)  справедливо уравнение: 
푓(푦) =  λ ∫ 푓(푥) ∫ β(푢, 푦)[ω(푢, 푥) + α(푥)ν(푢, 푥)]d퐺(푢)표푥  (1) 

В  уравнении (1)  если р=1, то α(푥) = 1,β(푦, 푢) > 1 и f(y)=α 1 − 퐺(푥) . 
 

β(푦, 푢) = e ∫ ∫ ( ) ( ) , a уравнение (1) принимает вид: 
 

푓(푦) = λ ∫ β(푢, 푦)d퐺(푢) ∫ α(푥)푓(푥)d푥 + λ ∫ ∫ β(푢, 푦)d퐺(푢) 1 − α(푥) 푓(푥)d푥, 
 

и его можно разрешить, например, методом последовательных приближений. Отметим 
также, что если w(x,y)=∑ 푤( ) (x)w( )(푦), то решение уравнения (1) сводиться к решению 
линейной однородной системы управлений. Например, для инверсионного порядка 
обслуживания и без прерывания обслуживания имеем, соответственно: 
 

푓(푦) = λ ∫ β(푢, 푦)d퐺(푢)   и        푓(푦) = λ 1퐺(푦) ρ . 
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Обозначим через ρ =  λ ∫ 푦d퐺(푦) и ρх =  λ ∫ 푚о d퐹(푦) для систем – загрузку систем 
требованиями длины(приоритета) меньше х. Определяем 푥  как решение неравенств 
ρ ≤ 1иρ ≥ 1. 

Специфика изученных дисциплин обслуживания такова, что при вычислении 
стационарного распределения времени пребывания в системе требования длины 
(приоритета) 푥 < 푥 , можно, во-первых, исключить из рассмотрения все требования длины 
(приоритета) больше 푥 , а во-вторых, пользоваться полученными в [4…7] расчетными 
формулами, считая только, что в систему поступают требования длиныменьше 푥 . Если же 
푥 , является точкой разрыва функции ρ(х), то исполнительно нужно провести рендомизацию, 
т.е. допустить в систему требования длины 푥  с  вероятностью 1 −  ρ / (ρ − ρ ). 

Итак, изучим асимптотическое поведение распределения времени пребывания в системе 
требования максимальной длины ( приоритета). Будем предполагать, что случаю ρ↑1 
соответствует изменение интенсивности входящего потока λ, а остальные параметры 
системы остаются неизменными. Кажущиеся более общими варианты изменения длины 
рассматриваемых требований или изучения времени пребывания в системе требований не  
максимальной длины исследуется абсолютно аналогично. Не вносит принципиальных 
трудностей и случай изменения остальных параметров системы. 

Для дисциплин, в  случае, когда максимальная длина требования является точкой 
непрерывности распределения G(x) (или  F(x)), основную роль при изучении предельного 
распределения времени пребывания в системе требования максимальной длины играет 
асимптотическое поведение распределения времени до окончания периода занятости, 
проистекающего в момент t при t→∞ или в стационарном режиме при ρ ↑1. В свою очередь, 
время до окончания периода занятости, проистекающего в момент t, можно представить в 
виде суммы двух величин, одна из которых – виртуальное время ожидания начала 
обслуживания в момент t, а вторая – сумма случайного числа независимых случайных 
слагаемых, причем распределение  каждого слагаемого совпадает с распределением периода 
занятости той же системы. Индекс суммирования не зависит от слагаемых и распределен по 
закону Пуассона с диаметром, равным произведению интенсивности входящего потока λ на 
виртуальное время ожидания начала обслуживания[6]. Преимущество такого подхода 
становиться очевидным, если рассмотреть случай, когда максимальная длина требования 
х  является точкой разрыва функции распределения G(х) (или F(х)), а обслуживание 
требований одной длины производиться в порядке поступления. Тогда в представлении 
времени в системе требования максимальной длины в виде суммы случайного числа 
случайных слагаемых нужно взять слагаемые, распределенные как период занятости  
системы требованиями длины( приоритета) меньше х , а вместо интенсивности входящего 
потока λ использовать интенсивность λG(х ) илиλF(х ) поступления требований длины 
меньше х . Кроме того, такой подход позволяет рассматривать как системы с меняющимся 
приоритетом, так и порядки обслуживания требований одной длины, отличные от 
обслуживания требований в порядке поступления. 

Наиболее просто исследуется случай ρ↑1. Стационарное распределение виртуального 
времени ожидания начала обслуживания имеет ПЛС.  

1 − ρ + λ(1 − ρ)(1 − 푠))(푠 − λ − λ푔(푠)) . 
Предположим, что при s↓0 имеет место разложение: 
 

1g(s)=tns- α푠 + 0(s )(α > 0, 1 < 훾 < 2).    (2) 
 

Нормируя виртуальное время ожидания начала обслуживания постоянной 
퐶 = (1 − ρ) /( )при λ↑λ =1/m, получаем предельное стационарное распределение 
нормированного виртуального времени ожидания начала обслуживания с ПЛС.  

φ (s)(1+λ α푠 ).     (3) 
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Для определения предельного стационарного распределения времени до окончания 
периода занятости воспользуемся теоремой о сумме случайного числа случайных слагаемых. 
Рассмотрим  уравнение периода занятости: 

π(푠) = 푔 푠 + λ − λπ(푠) . 
Нормируя период занятости величиной (1 − ρ) |( ), и учитывая (2), видим, что ПЛС 

π(s) нормированного периода занятости приближенно определяется формулой: 

1 − π(푠)~(1 − ρ) φ(푠),  где φ(s) – решение уравнения: φ + αx φ = 푚푠.    (4) 
 

Рассмотрим теперь сумму [(1 − ρ) |( )] независимых нормированных периодов 
занятости (в данном случае [푎] означает целую часть а). Распределение этой суммы при 휌↑1 
будет сходиться к предельному с ПЛС exp{φ(푠)}. Поскольку распределение индекса 
суммирования, равного числу периодов занятости, нормированного константой 
(1 − ρ) |( ), также сходиться к предельному с ПЛС, задаваемым формулой (3), где вместо 
s подставлено λ 푠, то, как следует из результатов, существует предельное стационарное 
распределение времени до окончания периода занятости, нормированного величиной(1 −
ρ) |( ), с ПЛС 푤(s) = (1 − λ λ(φ(푠)) ) ) = φ(푠)(푚푠) . 

В частном случае γ=2 (длина требования имеет конечный второй момент) получаем  
из (4)φ(푠) = ( 1 + 4αλ 푠 − 1)(2αλ ) ,и предельное стационарное распределение времени 
до окончания периода занятости,нормированного величиной (1 − ρ) (2αλ ) , задается 
своим ПЛС  푤(푠) = √1 + 2푠 − 1)푠 ,/ 

В случае 휌 > 1 рассмотрим виртуальное время ожидания начала обслуживания в момент 
t и t→∞. Но тогда по закону больших чисел виртуальное время ожидания начала 
обслуживания, нормированное величиной t, будет стремиться к постоянной, равной (휌-1)/m, 
и если функция распределения G(x)(f(x)) непрерывна в точке 푥 , вероятность того, что 
требования приоритета  푥 , поступившее в систему в момент t, будет обслужено, 
стремиться  к нулю при t→∞.  Для систем M|GJ|1|∞ этой вероятности соответствует 
вероятность поглощения непрерывного снизу и слева однородного процесса с независимыми 
превращениями. Интерес представляет также исследование условного распределения 
времени ожидания начала обслуживания требования длины 푥 , поступившего в систему  в 
момент t, при условии, что это требование будет обслужено и t→∞. 

Если же 푝х ≤ 1 и в системе реализована дисциплина FIFO обслуживание 
требований одинаковой длины,  рассматриваемая задача снова сводиться к суммированию 
независимых одинаково распределенных случайных величин до случайного индекса, причем 
индекс суммирования, нормированный временем t, сходиться к постоянной (по вероятности). 
Доказанная  теорема  позволяет полностью изучить класс предельных распределений и 
необходимые и достаточные условия в этом случае, причем индекс суммирования может как 
угодно зависеть от слагаемых. 

При 푝х = 1 и дисциплинеLIFO обслуживания требований одной длины вероятность 
обслуживания до конца требования максимальной длины также стремиться к нулю. 

Наконец, если 푝х < 1 и дисциплина  обслуживания требования одной длины LIFO, 
исследование системы проводится так же, как и в случае инвариантной дисциплины  или 
инверсионного порядка обслуживания  с вероятностным приоритетом. 

Наиболее сложен и интересен для исследований случай 휌=1, однако и полученные в 
этом случае результаты наиболее полные и просто формулируемые. Прежде всего заметим, 
что если найти предельное распределение нормированного виртуального времени ожидания 
начала обслуживания, то используя результаты  по суммированию случайных величин до 
случайного индекса[6], нетрудно определить для различных дисциплин предельное  
распределение  времени пребывания максимальной длины. Далее, как уже говорилось, 
определяется время, прошедшее с начала последнего до момента t периода занятости, с 
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ростом t стремиться к бесконечности. Однако, если это время нормировать значением t, то 
будет справедлив следующий результат. 

Обозначим через   время, прошедшее с начала последнего до момента t периода 
занятости. Тогда, если распределение периода занятости удовлетворяет условию 

1-R(x)~퐶 (  퐶 > 0, 0 < β < 1),     (5) 
 

то   푃  푡 < �푥} → � ∫ 푦 (1 − 푦) ,       d푦(0 ≤ 푥 ≤ 1).   (6) 
 

Нетрудно видеть, что постоянная  β тесно связана с разложением g(s) в сумме. Точнее 
говоря, условия (5) выполнено тогда и только тогда, когда выполнено условие (2),  
причем  βγ = 1. 

Таким образом, в случае критической загрузки задача определения предельного 
распределения времени пребывания в системе требования максимальной длины свелась к 
задаче определения предельного при  t→∞ распределения виртуального времени  ожидания 
начала обслуживания в момент t при  условии, что первый период занятости не окончился к 
моменту t. Эта задач  и будет решаться в дальнейшем, причем исследования будут 
проводиться как для непрерывных слева непрерывных снизу однородных процессов с 
независимыми приращениями, так и для непрерывных снизу целочисленных случайных  
блужданий, целочисленных случайных блужданий с геометрически распределенным 
скачком вниз и случайных блужданий с экспоненциально распределенным скачком вниз. 
Полученные результаты касаются не только критической загрузки( чему в терминах 
процессов или случайных блужданий соответствуют  Mξ(1)=0), но также и докритической 
(Mξ (1)< 0) и некритической (Mξ (1)>0) загрузок. Более того, для случая критической 
загрузки и существования второго момента полученная теорема для произвольного 
случайного блуждания, что применимо к анализу общих чисел вида GJ/GJ/1/∞/. Заметим 
также, что все требования, предъявляемые к поведению ПЛС в нуле, нетрудно выразить, 
используя тауберовы и абелевы теоремы, в терминах поведения функций распределения на 
бесконечности.   

Нетрудно видеть, что существует(собственное) предельное условное распределение 
длины открывающего период занятости требования при условии, что период занятости 
продлиться бесконечно долго. Теперь, воспользовавшись теоремой и формулой (6), имеем 
для ПЛС  предельного распределения нормированного виртуального времени  ожидания 

начала обслуживания выражение:   φ(푠) = 1 − ∫ ∫ e (푥 + ) (1 − 푥) d푥d푢 . 
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