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ОТРИМАННЯ АНАЛІТИЧНИХ ЗАЛЕЖНОСТЕЙ ПРИСКОРЕНОГО ОБЧИСЛЕННЯ 
ЕЛЕМЕНТІВ РЕКУРЕНТНИХ ПОСЛІДОВНОСТЕЙ ДЛЯ РОЗРОБКИ 

АСИМЕТРИЧНИХ КРИПТОГРАФІЧНИХ ПРОТОКОЛІВ 
 

Яремчук Ю.Є. Отримання аналітичних залежностей прискореного обчислення елементів 
рекурентних послідовностей для розробки асиметричних криптографічних протоколів. В роботі 
розглянуто рекурентну kU -послідовність, для якої встановлено аналітичні залежності прискореного 

обчислення елементів цієї послідовності через елементи kV -послідовності. Розглянуті послідовності, а також 
сукупність отриманих аналітичних залежностей можуть стати основою для розробки асиметричних 
криптографічних протоколів. 
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Яремчук Ю.Е. Получение аналитических зависимостей ускоренного вычисления элементов 
рекуррентных последовательностей для разработки асимметричных криптографических протоколов. В 
работе рассмотрено рекуррентную kU -последовательность, для которой установлены аналитические 
зависимости ускоренного вычисления элементов этой последовательности через элементы kV -
последовательности. Рассмотренные  последовательности, а также совокупность полученных аналитических 
зависимостей, могут стать основой для разработки асимметричных криптографических протоколов. 
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Iaremchuk Iu.Ie. Receipt of analytical dependences speed-up calculation of elements of recurrent sequences 
for development of asymmetric cryptographic protocols. The recurrent is in-process considered kU -sequence for 
which analytical dependences of speed-up calculation of elements of this sequence are set through elements kV -
sequences. This sequences, and also aggregate of the got analytical dependences, can to be foundation for development 
of asymmetric cryptographic protocols. 
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Вступ. Рекурентні послідовності в загальному вигляді породжується співвідношенням 
[1]  u a u a u a un n n k n k     1 1 2 2 ...  виходячи з початкових елементів u0 , u1 , ... , uk   
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( a1, a2 , ... , ak   – коефіцієнти;  k   – порядок послідовності). Відомими прикладами вказаної 
послідовності є послідовності Фібоначчі [2] та  Хорадама [3, 4]. В усіх цих послідовностях 
початковими елементами є довільні числа, не пов’язані з коефіцієнтами. 

Певну цікавість представляють послідовності, в яких початкові елементи пов’язані з 
коефіцієнтами. Прикладом такої послідовності може бути послідовність, що описана в [5, 6]. 
В [7] показано можливість спрощення обчислень при побудові асиметричних 
криптографічних протоколів на основі цієї послідовності. Однак, в роботі [8] було вказано на 
певну слабкість щодо криптографічної стійкості запропонованого підходу. 

 Однак пошуки та дослідження рекурентних послідовностей, в яких початкові елементи 
пов’язані з коефіцієнтами, залишаються актуальними і перспективними, оскільки вони 
створюють передумови для можливості спрощення обчислень криптографічних перетворень. 
Для забезпечення цієї можливості важливим є отримання для рекурентних послідовностей 
аналітичних залежностей прискореного обчислення їх елементів. 

Далі пропонуються рекурентні послідовності, а також аналітичні залежності 
прискореного обчислення елементів, сукупність яких може стати основою для розробки 
асиметричних криптографічних протоколів. 

 

Отримання аналітичних залежностей прискореного обчислення елементів  
U-послідовності. Назвемо U-послідовністю послідовність чисел, що обчислюються за 
формулою 

, 1, 1 ,n k k n k n k ku g u g u                                                 (1) 
при початкових значеннях  0, 1ku g ,  1, 2ku g , 2, 3ku g ,  ... 1,k k ku g  ; де 1g , 2g , 3g , ... , kg   
цілі числа; n  і k   цілі додатні числа. 

Покажемо перші 2 1k   елементів послідовності. 
2,k ku   1,k ku   ,k ku  1,k ku   . . . 1,ku  0,ku  

4 2 2
1 1 2 1 3k k kg g g g g g g g    3 2

1 1 2k kg g g g g   2 2
1kg g  kg  . . . 2g  1g  

. . . 2 1,k ku   . . . 3,k ku   

. . . 1 1 2
1 1 1 2

k k k
k k kg g g g g g g      

3 ( 1)
1 3 1 1 1...k k k

k k k kg g g g g g g g  
    

. . . 5 2 3 2
1 1 2 1 3 1 4k k k kg g g g g g g g g g g     

Окремим випадком kU послідовності є V 
k послідовність, елементи якої обчислюються за 

формулою      , 1, 1 ,n k k n k n k kv g v g v          (2) 
при початкових значеннях 0, 1kv  , 1, 2kv g  для 2k  ;  0, 1, 3,... 0k k k kv v v     ,  2, 1k kv   , 

1,k k kv g   для 2k  . 

Отримано аналітичну залежність, яка дозволяє обчислювати елемент un m k ,  виходячи з  

елементів un k, , un k1, , ... , un k k 1, . Залежність представляється в такому вигляді. 
Для будь-яких цілих додатних n , m  та k   

u v u g v un m k m k k n k m k i k n k i k
i

k

       




    , ( ), , ( ) , ,2 1 2
1

1

.                       (3) 

Проведемо аналіз цієї залежності індукцією по m . 
Покажемо, що (3) виконується для m, які дорівнюють 1, 2 , 3, ... , k . 

u v u g v u g v u g v un k k k n k k k n k k k k n k k k n k            1 1 1 2 1 1 3 2 1 0 1, , , , , , , , ,...  

Враховуючи значення початкових елементів, отримаємо u g u g un k k n k n k k   1 1 1, , , .  

Знайдемо тепер un k2, . 

2, , , 1 1, 1, 1 2, 2, 1 3, 3, 1 1, 1,...n k k k n k k k n k k k k n k k k k n k k k n ku v u g v u g v u g v u g v u                 . 
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З (2) , 1, 1 0, 1,k k k k k k k k kv g v g v g v    . Тоді  2, 1, , 1 1, 1, 1 2, 2,n k k k k n k k k n k k k k n k ku g v u g v u g v u            

1, , 1 1, 1 2, 1, 1 2,( )k k k n k n k k n k k k n k n k kv g u g u g u g u g u             . 

Роблячи таким же чином, знайдемо un k3, . 

3, 1, , 1 , 1, 1 1, 2, 1 2, 3, 1 3, 4, 1 2, 1,...n k k k n k k k n k k k k n k k k k n k k k k n k k k n ku v u g v u g v u g v u g v u g v u                      
         , 1 1, , 1 , 1, 1 1, 2, 1 3,( )k k k k n k k k n k k k k n k k n k kg v g v u g v u g v u g u              
         , , 1 1, 1 1, 2, 1 3,( )k k k n k n k k k k n k k n k kv g u g u g v u g u           , 1, 1 1, 2, 1 3,k k n k k k n k k n k kv u g v u g u         
         1, 1 0, 1, 1 1, 2, 1 3,( )k k k k n k k k n k k n k kg v g v u g v u g u            
         1, 1, 1 2, 1 3,( )k k k n k n k k n k kv g u g u g u         2, 1 3,k n k n k kg u g u   ;     і т.д.. 

, 2 2, , 1 2 3, 1, 1 2 4, 2, 1 2 5, 3, 1 , 2, 1 1, 1,...n k k k k n k k k n k k k k n k k k k n k k k k n k k k n ku v u g v u g v u g v u g v u g v u                       
         2 3, 1 2, , 1 2 3, 1, 1 2 4, 2, 1 2 5, 3, 1 , 2, 1 1, 1,( ) ...k k k k k n k k k n k k k k n k k k k n k k k k n k k k n kg v g v u g v u g v u g v u g v u g v u                       
         2 3, , 1 1, 1 2 4, 2, 1 2 5, 3, 1 , 2, 1 1, 1,( ) ...k k k n k n k k k k n k k k k n k k k k n k k k n kv g u g u g v u g v u g v u g v u                    
         2 3, 1, 1 2 4, 2, 1 2 5, 3, 1 , 2, 1 1, 1,...k k n k k k n k k k k n k k k k n k k k n kv u g v u g v u g v u g v u                  
         2 4, 1 3, 1, 1 2 4, 2, 1 2 5, 3, 1 , 2, 1 1, 1,( ) ...k k k k k n k k k n k k k k n k k k k n k k k n kg v g v u g v u g v u g v u g v u                    
         2 4, 1, 1 2, 1 2 5, 3, 1 , 2, 1 1, 1,( ) ...k k k n k n k k k k n k k k k n k k k n kv g u g u g v u g v u g v u                 
         2 4, 2, 1 2 5, 3, 1, , 2, 1 1, 1,... ...k k n k k k n k k k k k n k k k n kv u g v u g v u g v u               
         1, 1, 1 2, ,k k n k k k k n kv u g v u      1, 1 ,k n k k n kg u g u   . 

Нехай залежність (3) виконується для m k , 1m k  , ... , 1m . Покажемо, що вона 
виконується для m . 

, 1, 1 ,n m k k n m k n m k ku g u g u        

         
1 1

2
1 ( 2), , 1 1 ( 2) , , 1 ( 2), , 1 ( 2) , ,

1 1

k k

k m k k n k k m k i k n k i k m k k k n k m k k i k n k i k
i i

g v u g g v u g v u g v u
 

                 
 

          

         1 ( 2), , 1 1 ( 2) 1, 1, 1 1 ( 2) 2, 2, 1 1 ( 2) ( 1), 1,...k m k k n k k m k k n k k k m k k n k k k m k k k n kg v u g g v u g g v u g g v u                           

            2 2 2
1 ( 2), , 1 ( 2) 1, 1, 1 ( 2) 2, 2, 1 ( 2) ( 1), 1,...m k k k n k m k k k n k k m k k k n k k m k k k k n kg v u g v u g v u g v u                           

          1 ( 2), 1 ( 2), , 1 1 ( 2) 1, 1 ( 2) 1, 1, 1 1 ( 2) 2,( ) ( ) (k m k k m k k k n k k m k k m k k k n k k k m k kg v g v u g g v g v u g g v                          
             1 ( 2) 2, 2, 1 1 ( 2) ( 1), 1 ( 2) ( 1), 1,) ... ( )m k k k n k k k m k k k m k k k k n kg v u g g v g v u                      
          ( 2), , 1 ( 2) 1, 1, 1 ( 2) 2, 2, 1 ( 2) ( 1), 1,...m k k n k m k k n k k m k k n k k m k k k n kv u g v u g v u g v u                       

           
1

( 2), , 1 ( 2) , ,
1

k

m k k n k m k i k n k i k
i

v u g v u


      


   . 

Залежність (3) показує, що елементи kU -послідовності обчислюються через елементи 
двох послідовностей kU    і   V 

k  .  
Виходячи з формули (1) вираз для обчислення елементів для спадних n , починаючи з 

деякого n l , має такий вигляд: 
, 1,

,
1

n k k k n k k
n k

u g u
u

g
  

 .       (4) 

Запишемо аналогічну формулу для елементів V 
k послідовності: 

, 1,
,

1

n k k k n k k
n k

v g v
v

g
   

 .      (5) 

Для будь-яких цілих додатних n  та m  таких, що 1 m n   отримано таку аналітичну 
залежність 

( 1)
,2 1 2,2 ,2 1,2 1,2( 1) ( )m m

n m m n m nu g v u v u 
          .    (6) 
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Проведемо аналіз цієї залежності індукцією по m .  Покажемо, що (6) виконується для 
2m   і 3m  . 

               
1 1

2,2 1 0,2 ,2 1,2 1,2 1 ,2 2 1,2( ) ( )n n n n nu g v u v u g u g u 
        . 

               
2 2 2

3,2 1 1,2 ,2 2,2 1,2 1 2 ,2 2 1 1,2( ) ( ( ) )n n n n nu g v u v u g g u g g u 
              

                        ,2 2 1,2 1,22 2 2
1 2 ,2 2 1,2 1 1,2

1 1 1

( ) n n n
n n n

u g u ugg g u g u g u
g g g

 
 


          1,2 2 2,2

1

n nu g u
g

 
. 

Нехай залежність (6) виконується для 1m , 2m . Покажемо, що вона виконується для m. 
Згідно формули (1) 

        ,2 2 1,2 1 2,2 2 ( 1),2 1 ( 2),2n m n m n m n m n mu g u g u g u g u              

                 1 2
1 2 1,2 ,2 ,2 1,2 1 ,2 ,2 1,2 1,2( 1) ( ) ( 1) ( )m m m m

m n m n m n m ng g v u v u g v u v u   
           

                 1 2 1,2 ,2 2 ,2 1,2 ,2 ,2 1,2 1,2( 1) ( )m m
m n m n m n m ng g v u g v u v u v u
           

                 ,2 2 1,2 1,2 2 ,21
1 ,2 1,2

1 1

( 1) ( )m m m mm m
n n

v g v v g v
g u u

g g
 



 
    . 

Враховуючи формулу (4), отримаємо  ( 1)
,2 1 2,2 ,2 1,2 1,2( 1) ( )m m

n m m n m nu g v u v u 
       .  Це і 

вимагалося довести. 
Введемо в розгляд V 

k послідовність, елементи якої обчислюються за формулою (5) для 

n   від’ємних при початкових значеннях 1, 0kv  , 1
2, 1kv g 
   для 2k  ; 1, 0kv  , v gk

2 1
1

, , 

3, 4, ,... 0k k k kv v v       для 2k  . 

Тоді послідовність чисел, яка складається з Vk
 послідовності та Vk

 послідовності 
назвемо kV  послідовністю. 

Залежність (6) встановлює зв’язок між елементами послідовності kU  і V 
k , але це є 

окремий випадок при 2k  . Для будь-яких k  послідовності kU  притаманна така властивість. 
Для будь-яких цілих додатних n  і m , таких що 1 m n   та будь-якого цілого додатного 

k  отримано таку залежність 
1

, ( 2), , 1 ( 2) , ,
1

k

n m k m k k n k m k i k n k i k
i

u v u g v u


         


     .    (7) 

Проведемо аналіз цієї залежності індукцією по m . 
Покажемо, що (7) виконується для m , які дорівнюють 1, 2 , 3, . . . , k . 

1, 3, , 1 4, 1, 1 1, 2, 1 2, 1,...n k k k n k k k n k k k n k k n ku v u g v u g v u g v u             . 

Враховуючи значення початкових елементів, отримаємо   1
1, 1 1 1, 1,n k n k n ku g g u u
    . 

Знайдемо тепер 2,n ku  . 

   2, 4, , 1 5, 1, 1 1, 3, 1 2, 2, 1 3, 1, 1 2, 2, 2,...n k k k n k k k n k k k n k k n k k n k k n k n ku v u g v u g v u g v u g v u g v u u                     . 

, 2, , 1 3, 1, 1 , 2, 1 1, 1,...n k k k n k k n k k k k n k k k n ku v u g v u g v u g v u                

            1 2
2, , 1 1, 1, 1 , 1 1 1,( )k n k k k n k n k k n kv u g v u g u g g g u 
          , 1,

,
1

n k k n k
n k k

u g u
u

g





 . 

Нехай залежність (7) виконується для 1m , 2m , ... , m k . Покажемо, що вона 
виконується для m . 

      , 1, 1 ,n m k k n m k n m k ku g u g u        

           
1 1

2
1 ( 2), , 1 1 ( 2) , , 1 ( 2), , 1 ( 2) , ,

1 1

k k

k m k k n k k m k i k n k i k m k k k n k m k k i k n k i k
i i

g v u g g v u g v u g v u
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      1 ( 2), , 1 1 ( 2) 1, 1, 1 1 ( 2) 2, 2, 1 1 ( 2) ( 1), 1,...k m k k n k k m k k n k k k m k k n k k k m k k k n kg v u g g v u g g v u g g v u                               

          
2 2 2

1 ( 2), , 1 ( 2) 1, 1, 1 ( 2) 1, 1, 1 1, 1,...m k k k n k m k k k n k k m k k k n k k m k k n kg v u g v u g v u g v u                            
      1 ( 2), 1 ( 2), , 1 1 ( 2) 1, 1 ( 2) 1, 1,( ) ( )k m k k m k k k n k k m k k m k k k n k kg v g v u g g v g v u                         
           1 1 ( 2) 2, 1 ( 2) 2, 2, 1 1 ( 2) ( 1), 1 ( 2) ( 1), 1,( ) ... ( )k m k k m k k k n k k k m k k k m k k k k n kg g v g v u g g v g v u                               
      ( 2), , 1 ( 2) 1, 1, 1 ( 2) 2, 2, 1 ( 2) ( 1), 1,...m k k n k m k k n k k m k k n k k m k k k n kv u g v u g v u g v u                           

      
1

( 2), , 1 ( 2) , ,
1

k

m k k n k m k i k n k i k
i

v u g v u


        


   . 

Це і вимагалося довести. 
 

Висновки. Розглянуто рекурентні kU послідовності, при обчисленні елементів яких 
використовуються рекурентні залежності з коефіцієнтами, що пов’язані з початковими 
елементами послідовностей. 

Отримано аналітичні залежності (3), (6), (7) відповідно прискореного обчислювання 
елементів kU -послідовності для зростаючих n  через елементи kU  та V 

k послідовностей; 
прискореного обчислення елементів послідовності для спадних n , для випадку, коли 2k  , з 
використанням елементів V 

k -послідовності; прискореного обчислення елементу ,n ku  для 

спадних n  для будь-якого k  з використанням елементів V 
k -послідовності. 

Отримані аналітичні залежності дозволяють обчислити певний елемент послідовності 
виходячи з деяких елементів, не використовуючи послідовності рекурентних обчислень, що 
значно прискорює процес обчислень і створює можливість для розробки асиметричних 
криптографічних протоколів. 
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