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dough during the bread baking, particularly heavy metal cations, which are inhibitors of most en-
zymes, plays a very important role in ensuring the quality of the finished product that requires careful 
monitoring of its purity.

Key words: wheat flour, yeast dough, proteolytic enzymes, amylolytic enzymes, heavy metals, 
cations, water, gluten.
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MATHEMATICAL DESCRIPTION FORMATION OF MEMBRAN STRUCTURAL 
PROPERTIES WITH POLARIZATION LAYER

Мета. Мета статті полягає у аналізі існуючих математичних моделей для визначення 
фізичних властивостей напівпроникної мембрани з утворенням на її поверхні поляризаційного 
шару та визначенням структурних властивостей мембрани під час мембранного розділення 
біологічних рідин.

Методи. Проведено теоретичні та експериментальні дослідження для визначення ди-
ференціальної функції розподілу пор різних мембран, що дозволяє безпосередньо оцінити вплив 
промислових процесів на швидкість фільтрації. У експериментальних дослідженнях викорис-
товували напівпроникну ультрафільтраційну мембрану ПАН-100, яка попередньо викорис-
товувалася в процесі мембранного концентрування знежиреної молочної сировини. Процес 
концентрування проводили при значеннях тиску Р = 0,3 МПа, температури t = 20 °С і три-
валості процесу τ = 180 хв. Для знаходження ізотерм десорбції використовували тензоме-
тричний (статичний) метод.

Результати. Запропоновано існуючі математичні моделі процесу формування поляри-
заційного шару на поверхні мембрани. Подано ґрунтовний опис наведених моделей для визна-
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чення фізичних властивостей мембрани під час мембранної обробки біологічної рідини. На-
дано математичний опис та визначено структурні властивості напівпроникної мембрани з 
утворенням на її поверхні поляризаційного шару. Визначено аналітично та експериментально 
диференційну функцію розподілу пористості (ДФРП) капілярів за розмірами. Під час експе-
рименту встановлено, що розміри пор мембрани ПАН-100 мають різний характер. У процесі 
фільтрації, за визначених умов, відбувається зменшення кількості великих мікрокапілярів, 
радіуси яких більше 10 нм, і збільшення кількості капілярів з радіусами менше 10 нм. Отрима-
ні результати спрямовані на подальші дослідження щодо визначення структурно-механічних 
та фізико-хімічних властивостей напівпроникних мембран і характеру формування поляри-
заційного шару їх поверхні.

Ключові слова: мембрана, обробка, структура, властивості, модель.

Постановка проблеми. Мембранні процеси обробки речовин і матеріалів відносяться 
до найбільш передових технологій сучасності. Сучасні мембранні процеси відрізняються 
високою селективністю, низькими енерговитратами, простотою апаратурного оформ-
лення, служать основою створення безвідходних технологій, вони здатні «навести міст» 
через прірву, що розділяє промисловість і чистоту навколишнього середовища, бо не мо-
жуть мати негативного впливу на екологію, оскільки є безреагентні [1].

Серед факторів, що стримують впровадження мембранних методів у харчовій про-
мисловості, слід відзначити недостатній розвиток теоретичних положень щодо процесів, 
що протікають під час ультрафільтрації харчової сировини, відсутність об’єктивних екс-
периментальних даних щодо характеристик, властивостей і умов експлуатації сучасних 
мембран. Тому вивчення питання, пов’язаного з удосконаленням процесу ультрафільтрації 
білково-вуглеводної молочної сировини та його апаратурного оформлення, є актуальним і 
становить науковий і практичний інтерес [2].

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Сьогодні в харчових виробництвах найбільше 
поширення знайшли полімерні мембрани другого покоління. Вони мають низку пере-
ваг — достатню механічну міцність, високу хімічну стійкість, яку можна порівняти з про-
гнозованим розміром пор [3].

Першочергові завдання розвитку мембранної науки пов’язані перш за все з пошу-
ком нових шляхів створення мембранних матеріалів, що забезпечують підвищену ефек-
тивність розділення. Такі розробки є в Білорусії. Інститутом фізико-органічної хімії НАН 
Білорусі випускаються напівпроникні помірно гідрофільні мембрани типу ПАН, які з 
успіхом можуть бути використані в баромембраних технологіях харчових виробництв. На 
жаль, відомості щодо їх характеристик вельми обмежені, а рекомендації щодо їх вико-
ристання в харчових технологіях відсутні взагалі, що обумовлює необхідність проведен-
ня додаткових досліджень з визначення їх фізико-хімічних характеристик та підготовки 
практичних рекомендацій щодо їх використання в харчових галузях [4; 5].

Мета статті — аналіз існуючих математичних моделей для визначення фізичних влас-
тивостей напівпроникної мембрани з утворенням на її поверхні поляризаційного шару та 
визначенням структурних властивостей мембрани під час мембранного розділення біо-
логічних рідин.

Для досягнення поставленої мети необхідно вирішити такі завдання:
— надати аналіз існуючим моделям для визначення фізичних властивостей полімер-

них мембран з утворенням поляризаційного шару;
— визначити переваги та недоліки методик математичного опису властивостей мемб-

рани в процесі мембранної обробки біологічних рідин;
— запропонувати методику розрахунку до вирішення питання визначення структур-

них властивостей полімерної мембрани з урахуванням поляризаційного шару на ній.
Виклад основного матеріалу дослідження. Сьогодні поширеною є теорія мембранного 

концентрування, що заснована, з одного боку, на описі проникності мембран за допо-
могою прийнятих у нерівноважній термодинаміці узагальнених сил і узагальнених ко-
ординат, а з іншого — на розв’язанні диференційних рівнянь матеріального балансу для 
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дифузійного й конвективного потоків через мембрану з урахуванням сферичного та гід-
родинамічного факторів опору обох потоків [6].

Мембранна обробка є багатофакторним процесом, тому перевірка існуючої теорії 
концентрування пов’язана з необхідним урахуванням великої кількості складних явищ: 
адсорбції фільтрувальної речовини, концентраційної поляризації, стиснення матриці 
мембрани під тиском тощо.

Мембрани, залежно від внутрішньої структури, поділяються на пористі й непористі 
(суцільні). З огляду на це, значущою стає така обставина: перенесення речовини в порах 
мембрани здійснюється конвективним потоком, a у суцільному матеріалі мембрани — 
дифузійним потоком [7].

Конвективне перенесення описується рівнянням Хагена-Пуазейля:

 

2
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,  (1)

де    e — пористість поверхні мембрани, тобто відношення площі пор до площі мембрани;
r — середній радіус пор, мкм;
h — в’язкість рідини, що обробляється, Па·с;
t — фактор звивистості пор, що збільшує довжину шляху;
l — товщина мембрани, мкм;
DP — різниця тисків з обох боків мембрани, Па.
Дифузійне перенесення описується рівнянням Фіка:
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де    D  — коефіцієнт дифузії компонента, що проникає крізь матеріал мембрани, см2/с;
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⋅
 — різниця коефіцієнтів теплопровідності, Вт/м2·К.

Відповідно, загальне перенесення речовини через мембрану буде складатися з двох 
потоків:
 G = G

k
 + G

Д
.  (3)

Рівняння Пуазеля можна записати для виразу кількості рідини, що пройшла крізь 
мембрану площею S із кількістю пор N на одиницю площі за час t:
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де t — час проходження рідини крізь одиницю площі мембрани, год; S — площа мембра-
ни, м2; N — кількість пор мембрани, шт.:
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де П — загальна пористість мембрани; d — товщина мембрани, м [8].
З рівняння (5) середній радіус пор у мембрані дорівнює:

 8 8V G
r

P t S P

⋅h⋅ d ⋅ ⋅h⋅
= =
Π ⋅D ⋅ ⋅ Π ⋅D

.  (6)

Рівняння нестаціонарної дифузії описує процес ізотермічного масообміну між 
об’ємом рідини та пористим тілом будь-якої структури (проте без урахування впливу 
сили тяжіння):

 0 0
2

3 ( )
3

W D Wa = ⋅ ⋅ ⋅r ⋅ ,  (7)

де a — коефіцієнт, що визначає швидкість капілярного промочування волокнистих ма-
теріалів; r — густина рідини, л/м3; W

0
 — повна вологоємність, %; D(W

0
) — коефіцієнт 

дифузії полімерної мембрани.
Інформація щодо особливостей структури напівпроникної мембрани, що відповіда-

ють за кінетику процесу мембранної обробки, виражається значеннями вологоємності W
0
 

та дифузії D [9].
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Полімерна мембрана ПАН-100 являє собою капілярно-пористе тіло з монострукту-
рою в початковому стані із диференціальною пористістю в робочому стані. Тому загальна 
пористість П і диференційна функція розподілу пористості (ДФРП) капілярів за розмі-
рами f (r) і є основними структурними характеристиками мембрани, які обумовлюють її 
проникність К.

Проникність К мембрани визначається пористою структурою капілярно-пористих 
тіл і при теоретичних розглядів буде залежати від вибору моделі для реального тіла. Теоре-
тичний розрахунок, виконаний для капілярно-пористих систем, виходячи з моделі «на-
скрізних капілярів» з різними радіусами, свідчить, що значення проникності К може бути 
записано у вигляді [10]:

 
2

8
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K
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= ,  (8)

де r — середньоквадратичний радіус пір, мм.
Для оцінки проникності мембрани необхідно знати пористість мембрани і середньо-

квадратичний радіус пір r 2:
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де r
max

 — максимальний радіус пор, нм; r
min

 — мінімальний радіус пор, нм; f (r) — диференційна 
функція розподілу пор (ДФРП) по радіусах.

Для опису експериментальних ізотерм десорбції використовували рівняння:
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0

ln
exp

a r b
W W

r

 ⋅ +
= − 

 
,  (10)

де W
0
 — початковий вологовміст мембрани, %; a, b — параметри розподілу ізотерм, нм; 

r — радіус пор мембрани, нм [11].
Якщо продифференціювати рівняння (9), то отримаємо таке:
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У процесі фільтрації мембрана змінює свої параметри П і ДФРП безперервно, зни-
жуючи тим самим швидкість фільтрації.

Для проведення досліджень з метою перевірки вищеописаної методики знаходження 
ДФРП у досліджуваних мембранах використовували напівпроникну ультрафільтраційну 
мембрану ПАН-100, яка попередньо використовувалася в процесі мембранного концен-
трування знежиреної молочної сировини. Процес концентрування проводили при зна-
ченнях тиску Р = 0,3 МПа; температури t = 20 °С і тривалості τ = 180 хв. [12]. Для знахо-
дження ізотерм десорбції використовували тензометричний (статичний) метод [13].

Отримані рівноважні значення вологи в зразках досліджуваної ультрафільтраційної 
мембрани наведені в табл. 1.

Таблиця 1 — Значення рівноважної вологості матеріалів мембрани

Температура,  
К

Відносна вологість повітря φ, %
a, нм b, нм W

0
, нм

20 40 60 90

293
0,0213

0,0213

0,0238

0,0238

0,0306

0,0340

0,0523

0,0526
0,846 1,144 0,071

Примітка: У чисельнику наведені розрахункові значення, у знаменнику — експери-
ментальні.

Отримані значення констант (a) і (b) в подальшому використовувалися для побу-
дови ДФРП f (r) . Розрахункові значення f (r) залежно від радіусів мікрокапілярів для 
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мембрани ПАН-100, отримані за формулою (11), наведені на графічній залежності f (r) 
(рис. 1).

Висновки. Аналізуючи викладений вище матеріал, можна дійти висновку, що сьогод-
ні є необхідність проведення додаткових наукових досліджень і підготовки на їх підставі 

Рисунок 1 — ДФРП за радіусами ультрафільтраційної мембрани ПАН-100

практичних рекомендацій, які сприятимуть розвитку мембранної технології на підприєм-
ствах агропромислового комплексу. Одержані теоретичні та експериментальні дані визна-
чення диференціальної функції розподілу пор різних мембран дозволяють безпосередньо 
оцінити вплив промислових процесів на швидкість фільтрації, оскільки зміна пористої 
структури мембрани відбувається в першу чергу, а утворення шару твердих частинок на 
поверхні мембрани відбувається після зниження пропускної здатності мембрани.

У подальших дослідженнях за вказаним напрямком нами планується проведення до-
сліджень для визначення фізико-хімічних та структурно-механічних властивостей мемб-
рани під час мембранної обробки високомолекулярних полідисперсних систем тварин-
ного походження — нежирної молочної сировини.
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Цель. Цель статьи заключается в анализе существующих математических моделях для 
определения физических свойств полупроницаемой мембраны с образованием на ее поверхно-
сти поляризационного слоя и определения структурных свойств мембраны во время мембран-
ного разделения биологических жидкостей.

Методы. Проведены теоретические и экспериментальные исследования для определения 
дифференциальной функции распределения пор различных мембран, что позволяет непосред-
ственно оценить влияние промышленных процессов на скорость фильтрации. В эксперимен-
тальных исследованиях использовали полупроницаемую ультрафильтрационную мембрану 
ПАН-100, которая предварительно использовалась в процессе мембранного концентрирова-
ния обезжиренного молочного сырья. Процесс концентрирования осуществляли при значениях 
давления Р = 0,3 МПа, температуры t = 20 °С и продолжительности процесса τ = 180 мин. 
Для построения изотерм десорбции использовали тензометрический (статический) метод.

Результаты. Предложены математические модели процесса формирования поляризаци-
онного слоя на поверхности мембраны. Представлено подробное описание приведенных моде-
лей для определения физических свойств мембраны при мембранной обработке биологической 
жидкости. Предоставлено математическое описание и определены структурные свойства 
полупроницаемой мембраны с образованием на ее поверхности поляризационного слоя. Опре-
делена аналитически и экспериментально дифференциальная функция распределения пори-
стости (ДФРП) капилляров в зависимости от их размеров. Установлено, что размеры пор 
мембраны ПАН-100 имеют различный характер. В процессе фильтрации, при установлены 
условиях, происходит уменьшение количества крупных микрокапилляров, радиусы которых 
более 10 нм, и увеличение количества капилляров с радиусами менее 10 нм. Полученные резуль-
таты направлены на дальнейшие исследования по определению структурно-механических и 
физико-химических свойств полупроницаемых мембран и характера формирования поляриза-
ционного слоя их поверхности.

Ключевые слова: мембрана, структура, свойства, обработка, модель.

Objective. The purpose of the article is to analyze existing mathematical models to determine the 
physical properties of a semi-permeable membrane with polarization layer formation on its surface and 
determine the membrane structural properties during membrane separation of biological fluids.

Methods. Theoretical and experimental studies have been carried out to determine the differen-
tial distribution function of the pores of various membranes, which makes it possible to directly evalu-
ate the effect of industrial processes on the filtration rate. In the experimental studies was used a semi-
permeable ultrafiltration membrane PAN-100, which was previously used in the process of membrane 
concentration of skimmed milk raw materials. The concentration process was carried out at pressures 
of P = 0,3 MPa, temperatures t = 20 ° C and duration of the process τ = 180 minutes. To construct 
desorption isotherms, a strain gauge (static) method was used.

Results. Mathematical models for the formation of a polarization layer on the membrane surface 
are proposed. A detailed description of the models for determining the physical properties of the mem-
brane during the membrane treatment of a biological fluid is presented. A mathematical description is 
provided and the structural properties of a semi-permeable membrane are determined with the forma-
tion of a polarization layer on its surface. Differential porosity distribution function (DPDF) of capil-
laries depending on their size analytically and experimentally was analyzed. It has been established 
that the pore sizes of the PAN-100 membrane have a different character. In the process of filtration, 
under established conditions, there is a decrease in the number of large microcapillaries, the radii 
of which are more than 10 nm, and an increase in the number of capillaries with radii less than 10 
nm. The results are aimed at further research to determine the structural-mechanical and physico-
chemical properties of semi-permeable membranes and the nature of the formation of the polarization 
layer of their surface.

Key words: membrane, structure, properties, processing, model.


