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Отримано розв’язок просторової квазістатичної задачі термопружності для півпрос-
тору, на поверхню якого в обмеженій області діє рухоме механічне та теплове на-
вантаження. Чисельний аналіз головних напружень виконано для герцівського роз-
поділу тиску та пропорційної йому інтенсивності теплового потоку, заданих в об-
ласті еліптичної форми. 
Ключові слова: термопружність, півпростір, головні напруження, рухоме наван-
таження, тертя. 

Тертя ковзання часто супроводжується відшаруванням та викришуванням 
матеріалу робочих поверхонь трибоз’єднань і, як наслідок, втратою ними робото-
здатності [1]. Однією із причин виникнення таких пошкоджень приповерхневого 
шару є перевищення максимальним головним розтягувальним напруженням сво-
го критичного значення – границі міцності. Задачі теорії пружності та термо-
пружності для півпростору із заданими на його поверхні локально розподіленими 
рухомими механічним і тепловим навантаженнями є модельними в механіці кон-
тактної взаємодії і трибології [2–4]. Побудовано розв’язки двовимірних [5–9] та 
просторових, із коловою лінією розділу крайових умов [10, 11], квазістатичних 
задач термопружності. Розв’язок просторової задачі термопружності для півпрос-
тору із довільною формою області рухомого навантаження отримано раніше [12]. 
Нижче досліджено розподіли головних напружень, зумовлених дією такого на-
вантаження на поверхню півпростору. 

Постава та розв’язок задачі. Роз-
глянемо пружний однорідний ізотроп-
ний півпростір, віднесений до глобаль-
ної системи декартових координат 
O x y z′ ′ ′ ′ , та деяку область Ω  на поверх-
ні 0z′ = , яка рухається зі сталою швид-
кістю V у від’ємному напрямку осі О′x′ 
(рис. 1). В області Ω  задане механічне 
(нормальний тиск 0( , ) ( , )p x y p p x y∗= , 
де 0p  – характерне значення тиску, а 

( , )p x y∗  – безрозмірна функція коорди-
нат) та теплове (тепловий потік з інтен-

сивністю, рівною питомій потужності тертя ( , ) ( , )q x y f Vp x y= , ( , )x y ∈ Ω ,  f –  
коефіцієнт тертя [13]) навантаження. Зовні області Ω  поверхня півпростору віль-
на  та  теплоізольована.  Введемо  також рухому систему прямокутних координат 
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Рис. 1. Схема навантаження півпростору. 

Fig. 1. Loading scheme of a semi-space. 
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Оxyz: x x Vt′= + , 0t ≥ , y y′= , z z′=  із початком у геометричному центрі облас-
ті Ω . В ейлеровій системі координат Oxyz  температурне поле та напружено-де-
формований стан півпростору усталені, а компоненти тензора напружень мають 
вигляд [12] 

 0( , , ) [ ( , , ) ( , , )]e th
mn mn th mnX Y Z p X Y Z w X Y Z∗ ∗σ = σ + σ , , , ,m n x y z≡ ; (1) 

 
2

( ) ( )

0 0

1( , , ) ( , ) ( , , , )cos( sin )e th e th
mn mnX Y Z p s X Z Y d d

π ∞
∗ ∗σ = ρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ ρ ρ ϕ

π ∫ ∫ ; (2) 

 2
1( , ) ( , )exp[ ( )]

2
p p x y i x y dxdy

a
∗ ∗

Ω

ρ ϕ = ξ + η
π

∫∫ ; (3) 

 ( ) ( ) ( )( , , ) ( , , ) exp( cos ) ( , , ) exp[ cos( )]e th e th e th
mn mn mns Z Z i X Z i X∗ ∗ρ ϕ = σ ρ ϕ − ρ ϕ + σ ρ π − ϕ − ρ π − ϕ ; 

 
2

( )

1

1( , , ) exp( ) ;
2 ( )

e j
mn mn je

j
Z b Z∗

=
σ ρ ϕ = −ρβ

∆ ϕ
∑  

 
3

( )

13

1( , , ) exp( )
( , ) ( )

th j
mn mn jth e

j
Z c Z∗

=
σ ρ ϕ = −ρβ

β ∆ ρ ϕ ∆ ϕ
∑ ; 

 (1) 2 2 2
2 1 1( 2 2) ( )cose

xxb M M= − + Φ ϕ ϕ , (2)
2 22 cos ( )e

xxb i= − β ϕΦ ϕ ; 

 (1) 2 2 2
2 1 1[2 ( 2 2)cos ] ( )e

yyb M M= + − − ϕ Φ ϕ , (2)
2 32 ( )sine

yyb i= − β Φ ϕ ϕ ; 

 (1)
12 ( ) ( )e

zzb J= − ϕ Φ ϕ , (2)
2 2 32 [ ( )cos ( )sin ]e e

zzb i= β Φ ϕ ϕ + Φ ϕ ϕ ; 

 (1)
1 ( )sin 2e

xyb = Φ ϕ ϕ , (2)
2 2 3[ ( )sin ( ) cos ]e e

xyb i= − β Φ ϕ ϕ + Φ ϕ ϕ ; 

 (1)
1 12 ( )cose

zxb i= − β Φ ϕ ϕ , (2) 2
3 20,5 ( )sin 2 [2 ( ) sin ] ( )e e

zxb J= − Φ ϕ ϕ − ϕ − ϕ Φ ϕ ; 

 (1)
1 12 ( )sine

zyb i= − β Φ ϕ ϕ , (2) 2
2 30,5 ( )sin 2 [2 ( ) cos ] ( )e e

zyb J= − Φ ϕ ϕ − ϕ − ϕ Φ ϕ ; 

 (1) 2 2 2
2 1 1( 2 2) ( , ) costh

xxc M M= − + Φ ρ ϕ ϕ , (2)
2 22 ( , )costh

xxc = β Φ ρ ϕ ϕ ; 

 (3) 2 2 2
2[ cos 2( cos cos )] ( ) /e

xxc M i Pe= − ρ ϕ + ρ ϕ − ϕ ∆ ϕ ρ ; 

 (1) 2 2 2
2 1 1[2 ( 2 2)cos ] ( , )th

yyc M M= + − − ϕ Φ ρ ϕ , (2)
2 32 ( , )sinth

yyc = β Φ ρ ϕ ϕ ; 

 (3) 2 2 2
2[ cos 2( sin cos )] ( ) /e

yyc M i Pe= − ρ ϕ + ρ ϕ − ϕ ∆ ϕ ρ , (1) 2
2 1(1 ) ( , )th

zzc = + β Φ ρ ϕ ; 

 (2)
2 2 32 [ ( , )cos ( , )sin ]th th

zzc = β Φ ρ ϕ ϕ + Φ ρ ϕ ϕ , (3) 2
2(1 ) ( )e

zzc = − ρ + β ∆ ϕ ; 

 (1)
1 ( , )sin 2th

xyc =Φ ρ ϕ ϕ , (2)
2 2 3[ ( , )sin ( , )cos ]th th

xyc = β Φ ρ ϕ ϕ + Φ ρ ϕ ϕ ; 

 (3) ( )sin 2e
xyc = − ρ ∆ ϕ ϕ ; 

 (1)
1 12 ( , ) costh

zxc i= − β Φ ρ ϕ ϕ , (2) 2 2
3 2 2[0,5 ( , )sin 2 ( cos ) ( , )]th th

zxc i= − Φ ρ ϕ ϕ + β + ϕ Φ ρ ϕ ; 

 (3)
32 ( )cose

zxc i= β ∆ ϕ ϕ , (1)
1 12 ( , )sinth

zyc i= − β Φ ρ ϕ ϕ ; 

 (2) 2 2
2 2 3[0,5 ( , )sin 2 ( sin ) ( , )]th th

zyc i= − Φ ρ ϕ ϕ + β + ϕ Φ ρ ϕ , (3)
32 ( )sine

zyc i= β ∆ ϕ ϕ ; 

 1 2( ) ( ) cose J i fΦ ϕ = ϕ − β ϕ , 2
2 1( ) cos [ ( )sin ( )]e i f I JΦ ϕ = − β ϕ − ϕ ϕ + ϕ ; 
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 3 1( ) sin 0,5 ( )sin 2e i f IΦ ϕ = − β ϕ + ϕ ϕ , 2
1 3 2( , ) ( )th JΦ ρ ϕ = ρ ϕ − β β ; 

 2 3 1( , ) ( ) ( ) costh JΦ ρ ϕ = β − ρβ ϕ ϕ , 3 3 1( , ) ( ) ( )sinth JΦ ρ ϕ = β − ρβ ϕ ϕ ; 

 2
1 2( ) ( )e J∆ ϕ = ϕ − β β , 2 2

1( , ) cos costh M iPe∆ ρ ϕ = ρ ϕ− ϕ ;  

 2
1 2 2( ) [ ( ) 2 ]I Jϕ = ϕ − β β β , 2 2

2( ) 1 0,5 cosϕ = − ϕJ M ; 

 2 2
1 11 cosMβ = − ϕ , 2 2

2 21 cosMβ = − ϕ , 3 cosiPeβ = ρ − ϕ ρ ; 

 
2 (1 )

t
th

a f V Ew
K

α
=

− ν
, VaPe

k
= , 1

1

VM
c

= , 2
2

VM
c

= , 1
0

2c λ + µ
=

ρ
, 2

0
c µ

=
ρ

; (4) 

 cos
a
ρ

ξ = ϕ , sin
a
ρ

η = ϕ , xX
a

= , yY
a

= , zZ
a

= , (5) 

де e
mnσ , th

mnσ  – компоненти тензора напружень, зумовлених дією нормального 
тиску ( , )p x y  та фрикційного теплового потоку інтенсивності ( , )q x y , відповід-
но; a  – характерний розмір області Ω ; ,K k −  коефіцієнти тепло- і температуро-
провідності; ν  – коефіцієнт Пуассона; ,λ µ  – коефіцієнти Ляме; 0ρ – густина ма-
теріалу півпростору. Безрозмірний параметр thw  (3), що відповідає у співвідно-

шенні (1) за внесок термічних напружень th
mnσ  у повні напруження mnσ  у пів-

просторі, відомий як “термоконтактний критерій” [14, 15]. 
Головні напруження. Головні напруження , 1,2,3k kσ =  є корені характе-

ристичного рівняння [16] 

 3 2
1 2 3 0s I s I s I− − − = , 1 xx yy zzI = σ + σ + σ , 

 2 2 2
2 ( ) ( )xx yy yy zz zz xx xy yz zxI = − σ σ + σ σ + σ σ + σ + σ + σ ; (6) 

 2 2 2
3 2xx yy zz xy yz zx xx yz yy zx zz xyI = σ σ σ + σ σ σ − σ σ − σ σ − σ σ , 

де компоненти тензора напружень mnσ , , , ,m n x y z≡  мають вигляд (1)–(5). Дійсні 
корені полінома третього порядку (6) знаходимо за формулами [17] 

 1 1 / 3 2 / 3 cos( / 3)s I p= + − α , 2,3 1 / 3 2 / 3 cos[( ) / 3]s I p= − − α ± π ; (7) 

 2
1 2/ 3p I I= − − , ( )3

1 1 2 32 3 3q I I I I= − − − , 3arccos[ 0,5 /( / 3 ) ]q pα = − − . 

Для виконання умови σ1 > σ2 > σ3 приймаємо σ1 = max{s1,s2,s3}, σ3 = min{s1,s2,s3}, 
2 1 2 3 1 3s s sσ = + + −σ − σ , де корені , 1,2,3ks k =  обчислюємо за формулами (7). 
Числові результати. Нехай область дії зовнішнього навантаження на поверх-

ні півпростору є еліпс 2 2 2 2{( , ) : / / 1}x y x a y bΩ = + ≤ . Розподіл тиску ( , )p x y =  

0 ( , )p p x y∗=  вважаємо герцівським [2]: 

 2 2
0 3 /(2 ), ( , ) 1 ( ) ( )p P ab p x y x a y b∗= π = − − , (8) 

де P  – головний вектор нормальних зусиль, розподілених на області Ω . Підста-
вивши залежності (8) під знак інтеграла у формулі (3), знайдемо трансформанту 
Фур’є тиску: 
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 2 2
sin( )( , ) cos( )lp l

ll
∗  ε ρ

ρ ϕ = − ρ ρρ  
, (9) 

де 2 2 2cos sinl = ϕ + ε ϕ , b aε = . Функцію ( , )p∗ ρ ϕ  (9) використовували під час 
знаходження безрозмірних механічних та теплових напружень за формулою (2). 

Чисельний аналіз безрозмірних головних напружень *
0/ ,k k pσ = σ  k = 1, 2, 3 

виконано для нержавної сталі (Е = 190 GPа; 0,3ν = ; 3
0 7,8 10ρ = ⋅ kg/m3; K =  

= 21 V/(m⋅°С); 65,9 10k −= ⋅  m2/s; 614 10−α = ⋅ °С–1), коли 0,5a =  mm, 0,5f = , 
15V =  m/s. Розглянуто випадок, де еліптична область навантаження витягнута в 

напрямку руху (ε = 0,5). Із формул (4) знайдено, що 339,3tw = , 1271,2Pe = , 
2

1 0,26 10M −= ⋅ , 2
2 0,49 10M −= ⋅ . Подвійні інтеграли у формулі (2) обчислювали 

наближено за допомогою квадратурних формул типу Ґауса [18]. 
Ізотерми максимального безрозмір-

ного напруження 1
∗σ  подано на рис. 2. 

Області навантаження Ω  у площині Oxz 
відповідає смуга 1 1 0X Z− ≤ ≤ ∧ ≥ . По-
близу поверхні контакту, як і передба-
чали, головне напруження 1

∗σ  стиску-
вальне. Зокрема, в центрі навантаженої 
області Ω  ( 0X Y Z= = = ) маємо 

1 0,975∗σ ≈ − . Вплив термічного склад-

ника th
mn

∗σ  на сумарний напружений стан 
проявляється насамперед в тому, що 
головне напруження 1

∗σ  може стати 
розтягувальним (додатним). Найбільше 
додатне його значення ≈1,99 досягаєть-
ся всередині півпростору на відстані 0,12Z ≈  від його поверхні під задньою 

1X ≈  відносно напрямку руху межею навантаженої області. Незначні значення 
розтягувального максимального головного напруження 1

∗σ  спостерігаємо також 
зовні від передньої ( 1)X = − , щодо напрямку руху, межі області Ω . 

Описану картину розподілу у півпросторі максимального головного напру-
ження 1

∗σ  підтверджують також дані, наведені на рис. 3 і 4. Абсолютне значення 

головного напруження 1
∗σ  із віддаленням від поверхні півпростору зменшується 

(рис. 3). Безрозмірне головне напруження 2 0∗σ ≈ , а мінімальне безрозмірне 3
∗σ  

всюди у півпросторі стискувальне. Абсолютне його значення найбільше на по-
верхні півпростору Z = 0 у точці з координатами X = 0,5; Y = 0. Характер розподі-
лу всіх головних напружень всередині півпростору вздовж осі Ox  однаковий – 
їхні значення найменші поблизу передньої межі навантаженої області, а найбіль-
ші біля задньої (рис. 4). Отже, безрозмірне максимальне дотичне напруження 

max 1 3( ) / 2∗ ∗ ∗τ = σ − σ  досягає найбільшого значення на поверхні півпростору в точ-
ці X ≈ 0,6, Y = 0. 

 
Рис. 2. Лінії рівня безрозмірного головного 
напруження 1 1 0/ p∗σ = σ  у площині Оxz. 

Fig. 2. The lines of a level of the dimension-
less principal stress 1 1 0/ p∗σ = σ   

in the Оxz-plane. 
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                           Рис. 3. Fig. 3.                                                      Рис. 4. Fig. 4.  

Рис. 3. Розподіл безрозмірних головних напружень 0/n n p∗σ = σ , n = 1, 2, 3  
в напрямку Oz, перпендикулярному до поверхні півпростору, коли X = 1,1, Y = 0. 

Fig. 3. Distribution of the dimensionless principal stresses 0/n n p∗σ = σ , n = 1, 2, 3  
in Oz direction, perpendicular to the surface of the semi-space at X = 1.1, Y = 0. 

Рис. 4. Розподіл безрозмірних головних напружень 0/n n p∗σ = σ , n = 1, 2, 3  
вздовж осі Ox, коли Y = 0, Z = 0,16. 

Fig. 4. Distribution of the dimensionless principal stresses 0/n n p∗σ = σ , n = 1, 2, 3   
along the axis Ox at Y = 0, Z = 0.16. 

ВИСНОВКИ 
Записано подання у вигляді інтегралів Фур’є компонент тензора напружень 

із розв’язку просторової задачі лінійної термопружності для півпростору, на по-
верхні якого діють рухомі локально розподілені механічне та теплове наванта-
ження. На цій основі досліджено розподіли головних напружень і максимального 
дотичного напруження у півпросторі. Чисельний аналіз виконано для еліптичної 
навантаженої області, витягнутої в напрямку руху навантаження. Встановлено, 
що максимальне головне напруження на поверхні півпростору стискувальне, але 
з віддаленням від неї стає розтягувальним, досягаючи найбільшого значення на 
певній, фіксованій для заданих вхідних параметрів задачі, відстані від поверхні 
півпростору. Область найбільших значень розтягувального максимального нап-
руження знаходиться всередині півпростору під межею навантаженої області, 
протилежною до напрямку її руху. Якщо в цій області максимальне головне нап-
руження перевищить границю міцності даного матеріалу на розтяг, то можемо 
сподіватися в ній ініціації тріщиноутворення. Мінімальне головне напруження 
всюди у півпросторі стискувальне і набуває найбільшого абсолютного значення 
на поверхні півпростору в точці, що знаходиться на відстані від центра еліпса, 
рівній половині довжини його великої осі, в напрямку руху навантаження. За пе-
ревищення критичного значення на стиск саме тут може початися пластичне де-
формування матеріалу півпростору. 

РЕЗЮМЕ. Получено решение пространственной квазистатической задачи термоуп-
ругости для полупространства, на поверхность которого в ограниченной области действу-
ет равномерно движущиеся механическая и тепловая нагрузки. Численный анализ глав-
ных напряжений выполнен для герцевского распределения давления и пропорциональной 
ему интенсивности теплового потока, заданных в области эллиптической формы. 
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SUMMARY. The solution of a three-dimensional quasi-static problem of thermoelasticity 
for a semi-space on which surface in the limited area the uniformly moving mechanical and 
thermal load is operating is obtained. The numerical analysis of the principal stresses is done for 
Hertzian distributions of pressure and of the heat flux intensity proportional to it, acting in the 
area of the elliptic form. 
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