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Отримані раніше співвідношення локально градієнтної теорії електромагнетотермо-
механіки поляризовних неферомагнетних тіл узагальнено з урахуванням інерційнос-
ті поляризації. Одержано ключову систему рівнянь моделі, яку записано відносно 
потенціалів векторів переміщення та електромагнетного поля, а також потенціалу 

π′µ , який враховує вплив локального зміщення маси на внутрішню енергію тіла. 
Узагальнено умову калібрування Лоренца. Встановлено, що за врахування інерції 
поляризації виникають дисперсія швидкості електромагнетної хвилі в тілі та додат-
кові динамічні складники у диференціальних рівняннях, які пов’язують потенціал 

π′µ  та скалярні потенціали векторів переміщення і електромагнетного поля.  

Ключові слова: взаємозв’язані електромагнетотермомеханічні процеси, локальне 
зміщення маси, діелектрики, нелокальність, інерція поляризації. 

Запропоновано [1, 2] повну систему співвідношень локально градієнтної 
теорії електромагнетотермомеханіки поляризовних деформівних неферомагнет-
них твердих тіл, у якій поряд із тепловими, електромагнетними та деформаційни-
ми процесами взято до уваги також локальне зміщення маси, пов’язане зі зміною 
структури фізично малого елемента тіла. Так вдалося описати приповерхневу не-
однорідність напружено-деформованого стану та електричної поляризації, поши-
рення електричного імпульсу внаслідок утворення поверхонь шару, аномальну 
залежність ємності тонких діелектричних плівок від їх товщини, оцінити значення 
наведеного поверхневого електричного заряду тощо [1–3]. Ця теорія побудована 
на припущенні оборотності процесів поляризації й локального зміщення маси, а 
також їхньої безінерційності. Враховано [4, 5] необоротність цих процесів. Ниж-
че отримано співвідношення локально градієнтної моделі електромагнетотермо-
механіки поляризовних неферомагнетних тіл за врахування інерції поляризації. 

Підхід до врахування інерції поляризації описано раніше [6, 7], а також по-
казано [8, 9] узгодженість побудованої за ним моделі фероелектриків з теорією 
динаміки ґратки. За таким підходом узагальнено [10–13] градієнтну теорію п’єзо-
електриків Міндліна й модель деформівних діелектричних тіл із внутрішніми 
змінними. Ефективність отриманих співвідношень продемонстровано під час до-
слідження дії ударного навантаження, поширення акустично-оптичних та по-
верхневих хвиль тощо [10, 14–17]. 

Інший підхід до врахування інерційності різних форм руху запропоновано в 
працях [18, 19]. Тут у повному диференціалі беруть до уваги енергії системи 
складників, які є згорткою імпульсів та спряжених до них потоків. Однак поляри-
зацію не розглядають. 
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Вихідні співвідношення модельного опису. Балансові рівняння. Розгляне-
мо ізотропне термопружне поляризовне неферомагнетне тіло, яке займає область 
(V) евклідового простору та обмежене гладкою поверхнею (∑). Тіло перебуває 
під впливом механічної, теплової чи електромагнетної дій. Окрім механічних, 
теплових й електромагнетних процесів, братимемо до уваги також локальне змі-
щення маси [1, 2] та інерційність поляризації [10]. 

Враховуючи локальне зміщення маси, вектор v  швидкості континуума 
центрів мас подаємо сумою конвективного складника *v  перенесення маси та 

складника 1 /m t−ρ ∂ ∂Π , зумовленого зміною структури фізично малого елемента 
тіла [1, 2], тобто  

 1 m
t∗

∂⎛ ⎞= ρ +⎜ ⎟ρ ∂⎝ ⎠
v v

Π . 

Тут mΠ  – вектор локального зміщення маси [1]; ∗v  – швидкість конвективного 
перенесення частинок фізично малого елемента тіла; ρ  – густина маси тіла; t – 
час. За такого означення локальна форма рівняння балансу маси набуває стан-
дартного вигляду [1]: 

 ( ) 0
t

∂ρ
+ ⋅ ρ =

∂
v∇ , (1) 

де ∇  – оператор Гамільтона; “ ⋅ ” – знак скалярного добутку. 
Розглянемо тепер рівняння балансу енергії системи тіло–електромагнетне 

поле. Повну енергію E  системи означуємо як суму внутрішньої енергії uρ , 

кінетичної енергії центра мас 21
2

ρv , енергії електромагнетного поля eU , а також 

кінетичної енергії поляризації 
21

2 E
dd
dt

⎛ ⎞ρ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

p  [10]: 

2
21 1

2 2e E
du U d
dt

⎛ ⎞= ρ + ρ + + ρ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

pvE . 

Тут u – питома внутрішня енергія тіла; 2 2
0 0( ) / 2eU = ε + µE H  – густина енергії 

електромагнетного поля, E  та H  – вектори напруженостей електричного та маг-
нетного полів; /= ρp P , P  – вектор поляризації; 0 0,ε µ  – електрична й магнетна 
сталі; Ed  — скалярна величина, пов’язана з інерційністю поляризації [10, 13]; 

.../ .../ ...d dt t= ∂ ∂ + ⋅v ∇  – повна похідна за часом. 
Повна енергія E  системи змінюється внаслідок конвективного перенесення 

енергії 
2

21 1
2 2 E

du d
dt

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥ρ + + ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

pv  через поверхню тіла; потоку енергії ˆ ⋅ vσ , по-

в’язаного із роботою внутрішніх сил; потоків тепла Jq та енергії електромагнет-
ного поля eS ; потоку енергії mµJ , пов’язаної із роботою перенесення маси; пото-
ку енергії /m tπµ ∂ ∂Π , затраченої на зміну структури тіла (через локальне зміщен-
ня маси), а також дії масових сил F й розподілених теплових джерел ℜ . Відтак 
рівняння балансу енергії для системи в інтегральній формі має вигляд 

 
2 2

2 2

( ) ( )

1 1 1 1
2 2 2 2

p pv v ve E E
V

d d du U d dV u d
dt dt dtΣ

⎡⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ + + ρ + ρ = − ρ + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣
∫ ∫  
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 ( )
( )

ˆ m
e q m

V
d dV

tπ
∂ ⎤− ⋅ + + + µ + µ ⋅ Σ + ρ ⋅ +ρℜ⎥∂ ⎦

∫v S J J n F v
Π

σ .  (2) 

Тут σ̂  – тензор напружень Коші; e = ×S E H ; ( )m ∗= ρ −J v v ; µ  – хімічний по-
тенціал; πµ  – міра зміни внутрішньої енергії системи від локального зміщення 
маси [1]; n  – вектор зовнішньої нормалі до поверхні тіла (∑); “×” – знак вектор-
ного добутку. 

Із рівнянь Максвелла [20, 21] 

 0⋅ =B∇ , e⋅ = ρD∇ , 
t

∂
× = −

∂
BE∇ , e t

∂
× = +

∂
DH J∇  (3) 

одержуємо співвідношення 

 ( )e
e e e e

U
t t∗ ∗ ∗ ∗

⎡ ⎛ ⎞∂ ∂ ρ
+ ⋅ + ⋅ + ρ + + × +⎢ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎝ ⎠⎣

pS J E E J B∇  

 ( ) ( ) ˆ 0d
dt∗ ∗ ∗⎡ ⎤⎤+ρ ⋅ ⋅ + ρ ⋅ − ⋅ ρ ⋅ ⋅ =⎦ ⎣ ⎦
pE p v E E p I v∇ ∇ , (4) 

яке трактуємо як рівняння балансу енергії електромагнетного поля [1, 2]. Тут 
0= ε + ρD E p  – вектор індукції електричного поля; ∗ = + ×E E v B  та e e∗ = −J J  

e−ρ v  – вектори напруженості електричного поля й густини електричного струму 
в системі відліку центрів мас, яка рухається зі швидкістю v  відносно лабора-
торної системи координат; eρ  – густина вільного електричного заряду; eJ  та B – 
вектор густини електричного струму та вектор індукції магнетного поля у лабо-
раторній системі координат; Î  – одиничний тензор. Для неферомагнетного сере-
довища 0= µB H . 

Якщо до інтегрального співвідношення (2) застосувати теорему Ґаусса–Ост-
роградського, врахувати рівняння балансу енергії електромагнетного поля (4), 
рівняння балансу маси (1) й ентропії [22]  

 1
q q s

dsT T T
dt T

ρ = − ⋅ + ⋅ + σ + ρℜJ J∇ ∇ , (5) 

а також формулу m
m t

∂
= −

∂
J

Π
 [1, 2], то отримаємо таку локальну форму рівняння 

балансу внутрішньої енергії:  

 
( )

2

2

ˆˆˆ :

m m
E

du ds dT
dt dt dt

d d dd
dt t t dt dt

∗

∗ π π

⎡ ⎤ρ =ρ + σ − ρ ⋅ +⎣ ⎦

∂ ⋅ ∂′ ′+ρ ⋅ −µ − µ ⋅ − ρ ⋅ +
∂ ∂

eE p I

p p pE
∇ Π Π

∇
 

 ( ) ˆˆe q s e
T dT

T dt∗ ∗ ∗
⎧ ⎫⎡ ⎤+ ⋅ − ⋅ − σ + ⋅ −ρ + ⋅ − ρ ⋅ + ρ +⎨ ⎬⎣ ⎦⎩ ⎭

vJ E J v E p I F F∇
∇ σ . (6) 

Тут s – питома ентропія; T – абсолютна температура; sσ  – виробництво ентропії; 

π π′µ = µ − µ , ( )ˆ 2T⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦
e u u∇ ∇  – тензор деформації; u – вектор переміщення; 

індекс “Т” вказує на операцію транспонування тензора, а 

( )( )
e e e t∗ ∗ ∗

∂ ρ⎛ ⎞= ρ + + × + ρ ⋅⎜ ⎟∂⎝ ⎠

pF E J B E p∇  

– вектор густини пондеромоторної сили. 
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Враховуючи рівняння балансу маси (1), зі співвідношення (6) одержимо рів-
няння балансу внутрішньої енергії: 

 
2

* 2
ˆˆ : m m

E
d ddu ds d d d dT d

dt dt dt dt dt dt dtdt
∗ π π

ρ′ ′ρ =ρ + + ρ ⋅ +ρµ −ρ µ ⋅ − ρ ⋅ +
e p p pE

π
σ ∇  

 *ˆe q s e
T dT

T dt∗ ∗ ∗
⎛ ⎞+ ⋅ − ⋅ − σ + ⋅ −ρ + ⋅ + ρ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

vJ E J v F F∇
∇ σ .   

Тут ˆˆ ˆ ( )m m∗ ∗ π π′ ′= − ρ ⋅ − ρ µ − ⋅ µE p π Iσ σ ∇ ; * m mπ π′ ′= +ρ µ − ⋅ µF F π∇ ∇∇ ; mπ =  
/m= ρΠ ; /m mπρ = ρ ρ , mπρ  — густина наведеної маси, для якої справджується 

співвідношення [2] 
 m mπρ = − ⋅∇ Π . (7)  

Вважатимемо, що параметром термодинамічного стану тіла є вектор напру-
женості локального електричного поля LE [10, 23], який відрізняється від вектора 
макроскопічного електричного поля ∗E . Тоді рівняння (6) запишемо у вигляді 

 2

2

ˆˆ : L m

Lm
E

ddu ds d dT
dt dt dt dt dt

d d dd
dt dtdt

∗ π

π ∗

ρ′ρ =ρ + + ρ ⋅ +ρµ −

⎛ ⎞
′− ρ µ ⋅ + ρ − − ⋅ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

e pE

π p pE E

σ

∇
 

 *ˆe q s e
T dT

T dt∗ ∗ ∗
⎛ ⎞+ ⋅ − ⋅ − σ + ⋅ −ρ + ⋅ + ρ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

vJ E J v F F∇
∇ σ . (8) 

З допомогою перетворення Лежандра L
m mf u Ts π π′ ′= − − ⋅ + µ ⋅ − µ ρE p π∇  пере-

йдемо до нової термодинамічної функції f, яку трактуємо як узагальнену вільну 
енергію Гельмгольца. Тепер з рівняння балансу внутрішньої енергії (8) одержуємо: 

 
ˆ ( )ˆ :

L

m m
d ddf dT d ds

dt dt dt dt dt dt
π π

∗
′ ′µ µ

ρ = − ρ + − ρ ⋅ −ρρ +ρ ⋅ +
e Ep π

∇
σ  

 
2

2
L

E e q s
d d Td T

dt Tdt
∗ ∗ ∗

⎛ ⎞
+ρ − − ⋅ + ⋅ − ⋅ − σ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

p pE E J E J ∇  

 *ˆ e
d
dt ∗

⎛ ⎞+ ⋅ −ρ + ⋅ + ρ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

vv F F∇ σ .  (9) 

Вважаємо, що вільна енергія f – функція таких незалежних параметрів: темпе-
ратури T, тензора деформації ê , вектора напруженості LE  локального електрично-
го поля, потенціалу π′µ  та його градієнта π′µ∇ , тобто ˆ( , , , , )Lf f T π π′ ′= µ µE e∇ . 
Тоді, враховуючи інваріантність співвідношення (9) відносно просторових транс-
ляцій [20], отримуємо рівняння балансу імпульсу 

 *ˆ e
d
dt ∗ρ = ⋅ + ρ +
v F F∇ σ , (10) 

узагальнене рівняння Ґіббса 

 1 ˆˆ : ( )L
m mdf d sdT d d d∗ π π′ ′= − − ⋅ −ρ µ + ⋅ µ

ρ
e p E πσ ∇ , (11) 

вираз для виробництва ентропії 

 2s q e
T

TT
∗

∗σ = − ⋅ + ⋅
EJ J∇  (12) 

та співвідношення  
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2

2
L

E
dd
dt

∗ − =
pE E . (13) 

Зазначимо, що рівняння (13) іноді називають рівнянням “балансу міжмоле-
кулярних сил” [10]. Рівняння Гіббса (11) та вираз (12) – основа для формулювання 
визначальних співвідношень моделі. 

Визначальні рівняння. З огляду на незалежність параметрів , , ,LT π π′ ′µ µE ∇  
та ê  із співвідношення Ґіббса (11) маємо такі рівняння стану:  

 
( ), , ,

ˆ
ˆ LT

f

π π

∗
′ ′µ µ

∂
=ρ

∂ Ee ∇
σ , 

( )ˆ, , ,L

fs
T

π π′ ′µ µ

∂
= −

∂ e E ∇
, 

( )ˆ, , ,L
m

T

f

π
π ′µ

∂
ρ = −

′∂µ e E ∇

, 

 
( )ˆ, , ,

L
T

f

π π′ ′µ µ

∂
= −

∂ e
p

E ∇
, 

ˆ, , ,( ) L
m

T

f

π
π ′µ

∂
=

′∂ µ e E
π

∇
.  (14) 

Розвинемо узагальнену вільну енергію f за збуреннями параметрів стану і 
для малих збурень обмежимося у цьому розвиненні квадратичними членами. То-
ді для ізотропного початково однорідного тіла 

2 2 2
0 0 0 1 2 0 0

0 0 0

1 2 1 1( ) ( ) ( )
2 3 2 2

VC
f f s T T K G I GI T T d

T µ π π
⎛ ⎞ ′ ′= − − + − + − − − µ − µ −⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠

 

 1 0 1 0 0 0
0 0

1 1( ) ( ) ( )( )T TK I T T K I T Tµ π π µ π π′ ′ ′ ′− α − − α µ − µ − β µ − µ − −
ρ ρ

 

 1 1 ( ) ( ) ( )
2 2

L L L
E m Emπ π π′ ′ ′− χ ⋅ − χ µ ⋅ µ +χ ⋅ µE E E∇ ∇ ∇ . (15) 

Тут 1
ˆˆ :I e= ≡e I , 2 ˆ ˆ:I = e e  – відповідно перший та другий інваріанти тензора де-

формації; K, G, dµ , VC , Tα , µα , Tµβ , Eχ , mχ , Emχ  – характеристики матеріа-

лу; 0f  – значення узагальненої вільної енергії f у вихідному стані, коли 0T T= , 

0s s= , 0mρ = , 0π π′ ′µ = µ , 0L =E , 0π′µ =∇ , 0=p , 0m =π , ˆ 0=e , ˆ 0∗ =σ . Тепер 
на основі формул (14) та (15) одержуємо такі лінійні рівняння стану: 

2 ˆˆˆ 2
3 TG K G e K T K∗ µ π

⎡ ⎤⎛ ⎞ ′= + − − α − α µ⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

e Iσ , 

0
0 0

1V
T T

C
s s T K e

T µ π′= + + α + β µ
ρ

, 

 
0

1
m Td K e Tµ π µ µ′ρ = µ + α + β

ρ
, 

 L
E Em π′= χ − χ µp E ∇ , L

m m Emπ′= −χ µ + χπ E∇ .  (16) 

Тут 0π π π′ ′ ′µ = µ − µ  та 0T T T= −  – збурення відповідних величин. 
Враховуючи рівняння (13), останні два визначальні співвідношення системи 

(16) запишемо так: 

 
2

2E E E Em
dd
dt

π′+ χ = χ − χ µ
pp E ∇ , 

2

2m Em E Em m
dd
dt

π′+ χ = χ − χ µ
pπ E ∇ . (17) 

Звідси одержуємо співвідношення, що пов’язує вектори mπ , p  та π′µ∇ :  

 m pµ π′= −χ µ + χπ p∇ , (18) 
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де  2
m Em Eµχ = χ − χ χ ,      p Em Eχ = χ χ .  

Приймаючи, що термодинамічні потоки e∗J  та qJ  є лінійні функції термо-

динамічних сил T∗E  та 2T T−∇ , на основі рівняння (12) для виробництва ент-
ропії отримуємо такі лінійні кінетичні рівняння:  
 q t eT= −λ + πJ J∇ , e e e T= σ + σ ηJ E ∇ .   (19) 

Тут ,eσ λ  — коефіцієнти електро- й теплопровідності, а коефіцієнти , tη π  харак-
теризують термоелектричні явища. Зазначимо також, що tTη = −π . 

Ключові рівняння в лінійному наближенні. Рівняння балансу маси (1), ба-
лансу ентропії (5) та імпульсу (10), формула (7), що пов’язує густину наведеної 
маси з вектором локального зміщення маси, визначальні співвідношення (16) і 
(19), рівняння (13) разом із геометричними співвідношеннями та рівняннями 
Максвелла (3) складають повну систему співвідношень електромагнетотермоме-
ханіки поляризовних неферомагнетних ізотропних тіл із урахуванням локального 
зміщення маси та інерції поляризації. Її ключова форма відносно функцій пере-
міщення u , збурень температури T  й потенціалу π′µ , напруженості електрично-
го E  й індукції магнетного B  полів у лінеаризованому наближенні має вигляд  

 ( )
2

0 2
1
3

K G G
t

∂ ⎛ ⎞ρ = + ⋅ + ∆ −⎜ ⎟
⎝ ⎠∂

u u u∇ ∇ 0TK T K µ π′α − α µ + ρ F∇ ∇ , 

 ( ) ( )
0 0 0 0 0

m
V t e T T e t

TC T T K T
t t tµ

∂ ⋅ ′∂µ∂
ρ = λ − π σ η ∆ − α − ρ β − σ π ⋅ + ρ ℜ

∂ ∂ ∂

u
E

∇
∇ , 

 0

0 0 0

p pT eD K
Tµ µ µ

π π
µ µ µ µ µ

χ χα β ε ρ′ ′∆µ − µ = ⋅ + − ⋅ +
χ ρ χ χ ρ χ χ ρ

u E∇ ∇ , 

 
t

∂
× = −

∂
BE∇ , 0⋅ =B∇ , 

 ( ) ( ) 0
0 0 0

Em
e e T

t π
ρ χ∂ ⎛ ⎞′ ′× = µ σ + µ σ η + εµ − µ⎜ ⎟∂ ε⎝ ⎠

B E E∇ ∇ ∇L L L , 

 ( ) 0 Em π′ ′ε ⋅ − ρ χ ∆µ = ρE∇ eL L . (20) 

Тут 
2

21 E Ed
t

∂
+ χ

∂
L = ; 

2
0

21 E Ed
t

ε ∂′ + χ
ε ∂

L = ; 0 0 Eε = ε + ρ χ . Щоб одержати третє рів-

няння системи (20), використали співвідношення (18), формулу m mρ = − ⋅∇ π , яка 
є лінійним наближенням рівняння (7), рівняння стану (163) для питомої густини 
наведеної маси та рівняння 0 0 eε ⋅ + ρ ⋅ = ρE p∇ ∇ , яке є наслідком рівнянь Макс-
велла. Отже, коли враховувати інерцію поляризації, підвищується порядок рів-
нянь Максвелла, які містять тепер похідні за часом вищих порядків. 

Для ідеальних діелектриків ( 0, 0)e eρ = σ =  в ізотермічному наближенні сис-
тема рівнянь (20) набуває вигляду  

 ( )
2

0 02
1
3

K G G K
t

µ π
∂ ⎛ ⎞ ′ρ = + ⋅ + ∆ − α µ + ρ⎜ ⎟

⎝ ⎠∂

u u u F∇ ∇ ∇ ;  (21) 

 0

0 0

pd Kµ µ
π π

µ µ µ

χα ε′ ′∆µ − µ = ⋅ − ⋅
χ ρ χ ρ χ

u E∇ ∇ ; (22) 
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t

∂
× = −

∂
BE∇ , 0⋅ =B∇ , ( ) 0 0Em

π
ρ χ′ ′⋅ − ∆µ =

ε
E∇L , 

 ( ) 0
0 0

0
E Emt π

⎛ ⎞ε∂ ′× = ρ µ + χ − χ µ⎜ ⎟
∂ ρ⎝ ⎠

B E E∇ ∇L L .  (23) 

Використаємо її для вивчення впливу інерції поляризації на взаємодію механіч-
них та електромагнетних полів. 

Перехід до потенціального опису. Подамо вектори переміщення u та масо-
вих сил F сумами їх потенціальних та вихрових складників, а вектори напруже-
ності електричного E та індукції магнетного B полів – через скалярний eϕ  та 
векторний A  потенціали: 
 u u= ϕ + ×u ∇ ∇ ψ , = Φ ×F ∇ + ∇ Ψ , 0u⋅ =∇ ψ , 0⋅ =∇ Ψ ,  (24) 

 e t
∂

= − ϕ −
∂
AE ∇ , = ×B A∇ .  (25) 

Підставляючи подання (25) для векторів електромагнетного поля у рівняння 
електродинаміки (23), одержуємо два однотипні диференціальні співвідношення: 

 ( )
2

0 2 0
t

∂′∆ − εµ =
∂

AA L L , ( )
2

0 2 0em
em

t
∂ ϕ′∆ ϕ − εµ =

∂
 L L . (26) 

Тут потенціал  

 
2

0 0
2

e Em
em e E Ed

t
π

ε ∂ ϕ ρ χ ′ϕ = ϕ + χ + µ
ε ε∂

. (27) 

Щоб отримати рівняння (26), використали таку модифіковану умову каліб-
рування Лоренца: 

 ( ) 0 0em
t

∂ϕ
⋅ + εµ =

∂
A∇L . (28) 

Зазначимо, що за нехтування інерцією поляризації ( Ed = 0) потенціал emϕ  
збігається з потенціалом eµϕ , введеним раніше [24].  

Підставляючи подання (24) у рівняння (21), (22), для визначення потенціалів 
uϕ , π′µ  та uψ  отримаємо:  

 
2

0 0 2 0u
uG

t
∂

∆ + ρ − ρ =
∂

ψ
ψ Ψ , (29) 

 
2

0 0 2
4
3

u
uK G K

t
µ π

∂ ϕ⎛ ⎞ ′+ ∆ϕ + ρ Φ − ρ = α µ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∂

 ,  (30) 

 ( )0

0
0Em p

u
d Kµ µ

π π π
µ µ µ

⎡ ⎤⎛ ⎞ χ χ αε′ ′ ′ ′ ′⎢ ⎥∆µ − µ + ∆µ − ∆ϕ =⎜ ⎟⎜ ⎟χ χ ε ρ χ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
L L L .  (31) 

Як бачимо, після введення потенціалу emϕ  система рівнянь (26), (29)–(31) 
набула структури системи рівнянь, одержаної раніше [24], де інерційність поля-
ризації не враховували. Це дає можливість рівняння (26), (29)–(31) розв’язувати 
послідовно, зокрема, знаходити розв’язки ( π′µ  та uϕ ) рівнянь (30) й (31) з по-
дальшим визначенням потенціалів А та emϕ  з однотипних однорідних рівнянь 
(26). Якщо потенціали emϕ  та π′µ  відомі, то для пошуку функції eϕ  маємо дифе-
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ренціальне рівняння (27). Як і в праці [24], для визначення векторних потенціалів 
uψ  та A  отримали однорідні рівняння, які не зв’язані між собою і з іншими рів-

няннями системи. Однак, якщо співвідношення для визначення потенціалу uψ  
ідентичне відомому [24], то рівняння для потенціалу A  модифікували, врахову-
ючи інерцію поляризації. Зауважимо, що наслідком цього буде дисперсія швид-
кості поширення електромагнетної хвилі. Цікаво, що формула (31), на відміну від 
її аналога [24], містить динамічні складники через врахування інерції поляриза-
ції. Це є результат взаємодії електромагнетних процесів та локального зміщення 
маси. Оскільки рівняння (30) та (31) взаємозв’язані, а динамічну поведінку потен-
ціалу π′µ  визначає інерційність поляризації, то вона впливатиме й на динаміку 
зміни об’єму. За нехтування у системі рівнянь (26), (29)–(31) інерцією поляриза-
ції ( 0Ed = ), прийдемо до системи співвідношень, яка узгоджується із результа-
тами праці [24]. 

ВИСНОВКИ 
Отримано повну систему співвідношень локально градієнтної електромагне-

тотермомеханіки неферомагнетного поляризовного ізотропного середовища з 
урахуванням інерції поляризації. У припущенні, що стан тіла визначає напруже-
ність локального електричного поля, одержано рівняння “балансу міжмолекуляр-
них сил” та відповідні визначальні співвідношення. Показано, що, враховуючи 
інерцію поляризації, для визначення векторів локального зміщення маси та поля-
ризації можна одержати визначальні співвідношення, які містять другу похідну 
за часом від вектора поляризації. Сформульовано ключову систему рівнянь моде-
лі, яку записано також відносно скалярного uϕ  й векторного uψ  потенціалів век-
тора переміщення, потенціалу π′µ , векторного потенціалу А електромагнетного 
поля та скалярного потенціалу emϕ . Функція emϕ  пов’язана зі скалярним елект-
ричним потенціалом eϕ  та потенціалом π′µ  диференціальним співвідношенням 
(27). Запропоновано узагальнену умову калібрування Лоренца, з допомогою якої 
для визначення потенціалів А й emϕ  отримано незв’язані рівняння однакової 
структури. Проаналізовано вплив інерційності поляризації на взаємодію полів. 

РЕЗЮМЕ. Полученные ранее соотношения локально градиентной теории электро-
магнитотермомеханики поляризуемых неферромагнитных тел обобщены с учетом влия-
ния инерционности поляризации. Получена ключевая система уравнений модели, запи-
санная относительно потенциалов векторов перемещения и электромагнитного поля, а 
также потенциала π′µ , учитывающего влияние локального смещения массы на внутрен-
нюю энергию тела. Обобщено условие калибровки Лоренца. Показано, что учет инерции 
поляризации приводит к дисперсии скорости электромагнитной волны в теле и возникно-
вению дополнительных динамических составляющих в дифференциальных уравнениях, 
связывающих потенциал π′µ  и скалярные потенциалы векторов перемещения и электро-
магнитного поля. 

SUMMARY. The previously obtained relationships of the local gradient theory of electro-
magnetothermomechanics of polarized nonferromagnetic bodies are generalized with regard of 
polarization inertia. A corresponding key system of equations is obtained. This system is also 
written relatively to the potentials of displacement vector, vectors of electromagnetic fields and 
potential π′µ , which takes into account the influence of the mass displacement on the internal 
energy. The generalization of the Lorentz gauge is proposed. It is established that polarization 
inertia accounting leads to the dispersion of the electromagnetic wave velocity in the body and 
occurrence of additional dynamic components in differential equations, relating the potential π′µ  
and scalar potentials of displacement vector and electromagnetic field vectors. 
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