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ТЕОРЕТИЧНА МІЦНІСТЬ ТВЕРДИХ ТІЛ:  
ОСТАННІ РЕЗУЛЬТАТИ ТА ЗАСТОСУВАННЯ 

Я. ПОКЛУДА 
Технологічний університет у м. Брно, Чеська Республіка 

Подано результати останніх досягнень з атомістичних обчислень теоретичної (іде-
альної) міцності твердих тіл (кристалів) з акцентом на неемпіричні (ab initio) підходи 
до синтезу теоретичних і експериментальних даних. Показано, що свої характерис-
тики в’язкості руйнування (крихкості) полікристалічні матеріали частково успадко-
вують від матриць їх ідеальних кристалів. З іншого боку, реакція ідеальних метале-
вих кристалів на тривісний розтяг виражена через критичну деформацію, що якісно 
відмінна для інженерних матеріалів. Це пояснюють ростом пластичності та об’єд-
нанням мікропустот на частинках вторинних фаз за тривісного розтягу. Теоретична 
міцність (ТМ), обчислена за неемпіричним (ab initio) та молекулярно-динамічним 
методами, наближається до експериментальних значень.  
Ключові слова: теоретична міцність, деформація, дислокації, кристали, велико-
масштабні моделі, методи обчислення ТМ. 

Ідеальні кристали моделюють реальні монокристали, хоч останні завжди 
містять дефекти [1], зокрема, деяке скупчення пустот неминуче навіть у ниткопо-
дібних кристалах. Механічні характеристики ідеальних кристалів можна успішно 
моделювати та прогнозувати їх стан за допомогою неемпіричних (ab initio) підхо-
дів на основі розрахунку електронної структури, які охоплюють найсучасніші 
точні методи обчислення. Хоча багато кристалографічних, пружних, електрич-
них, магнетних та термодинамічних характеристик не залежать від дефектів кри-
сталів, неемпіричні (ab initio) результати все ж можна підтвердити експеримен-
тально. Наукова та практична цінність таких досліджень полягає у тому, що вда-
ється виявити роль дефектів за різницею значень механічних параметрів ідеаль-
них та реальних кристалів. Теоретична міцність (ТМ) – верхня межа міцності 
твердих тіл. Отже, інженери можуть виявити різницю між міцністю сучасних ви-
сокоміцних матеріалів та ТМ, що важливо у фундаментальній теорії руйнування 
матеріалів. Наприклад, напруження, необхідне для зародження однорідних (на 
ґратці) та неоднорідних (на межі зерен) дислокацій, можна визначити за значен-
ням ТМ за зсуву, а напруження, необхідні для зародження тріщин нормального 
відриву, повинні досягати значень ТМ за розтягу. Співвідношення цих величин 
свідчить про схильність матриці кристала до крихкого чи в’язкого руйнування. 
Характеристики ідеальних кристалів можна використовувати у великомасштаб-
них моделях (макромоделях) процесів деформування та руйнування інженерних 
матеріалів, щоб зміцнити нові композитні, а також керамічні матеріали, що важ-
ливо для спеціальних елементів конструкцій, наприклад, лопаток турбін [2]. 

Принципи обчислень теоретичної міцності, отриманих в останні роки. 
Напружений стан для конкретного типу навантаження описують шістьма компо-
нентами тензора напружень, тому існує теоретично нескінченне число значень 
ТМ для певного кристала. ТМ зазвичай оцінювали для кількох певних типів на- 
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вантаження, кожен з яких залежить від одного компонента тензора напружень: 
одновісного розтягу та стиску вздовж різних кристалографічних напрямків, ізо-
тропного (гідростатичного) розтягу та стиску, а також чистого зсуву у вибраних 
площинах та напрямках. Значення ТМ для таких видів навантаження позначимо 
як σut, σuc, σht, σhc та τs. Відповідні підходи для обчислень ТМ кристалів описані 
раніше [1, 3–8]. 

Деякі значення теоретичної міцності кристалів за особливих типів на-
вантаження. Теоретичні обчислення ТМ з’явилися у 80-ті роки минулого століт-
тя. У них використовували теорію функціоналу густини [9], за якою знаходження 
руху багатьох взаємодіючих електронів зводили до вивчення руху єдиного елек-
трона в ефективному функціоналі. У праці [10], досліджуючи деформацію міді, 
вперше вивчили ідеальну міцність кристала σut за його одновісного розтягу. Од-
нак не враховували релаксації (зменшення) розмірів навантажених кристалів у 
напрямках, перпендикулярних до осі навантаження (пуассонівський тип розши-
рення чи звуження). Пізніше значення σut для кількох різних осей навантаження 
обчислили в праці [11]. У публікаціях [12, 13] повністю релаксували поперечні 
напруження, включно з пуассонівським звуженням, для багатьох матеріалів з 
гранецентрованою (ГЦК) та об’ємноцентрованою (ОЦК) кубічними ґратками. 
Кристали з ГЦК ґраткою володіли найнижчими значеннями максимальних на-
пружень розтягу (як і пов’язана з ними деформація) під навантаженням вздовж 
напрямку <110> і найвищими – вздовж напрямку <100>. Протилежна тенденція 
була для кристалів з ОЦК ґраткою: найвищі значення міцності за розтягу відпо-
відали напрямку <110>, а найнижчі – напрямку <100>. Такі властивості можна 
пояснити зміщенням фазових перетворень [13]. Наприклад, кристали з ОЦК ґрат-
кою, деформовані у тригональному напрямку <111>, перетворюються у просту 
кубічну структуру з досить високою енергією. З іншого боку, деформація вздовж 
напрямку <100> призводить до утворення кристалів з ГЦК структурою, що ма-
ють значно меншу енергію. Таким чином, максимальні напруження, а також кри-
тичні деформації у напрямку <111> в кристалах ГЦК ґраткою є значно вищі, ніж 
за розтягу у напрямку <100>. Це є причиною того, що при низьких температурах 
механізм руйнування реальних ОЦК кристалів крихкий (скольний) вздовж пло-
щин {100}. Зауважимо, що деякі критерії механічної стабільності (суцільності), 
пов’язані зі зсувом, можуть бути порушені ще перед досягненням максимальних 
напружень. Це вже було показано для Al [14], Nb [15] та Cu [16]. 

Результати теоретичного обчислення міцності σuc за одновісного стиску для 
кристалів з ГЦК ґраткою у напрямках <100> та <111> подано у працях [17, 18]. 
Всі досліджувані кристали мали вищі значення σuc (як і пов’язані з ними дефор-
мації) у напрямку навантаження <111> проти напрямку <100>. Це можна також 
пояснити зміщенням фазових перетворень. Деформації у тетрагональному Бейно-
вому напрямі <100> перетворюють ГЦК ґратку у симетричну ОЦК. Якщо взяти 
ГЦК структуру за початковий стан (с = a = a0, де a – параметр ґратки у вихідному 
стані), то можна припустити, що тетрагональні трансформації перетворюють її у 
ОЦК при / 1 / 2=a b . Під час об’ємно-зберігальної трансформації (за одновіс-
ного розтягу) структуру ОЦК за нульового напруження стиску виявлено за де-
формації e = c/a – 1 = 0,21. Максимальне напруження можна очікувати за майже 
половини значення деформації, тобто коли emax,100 = –0,10. З іншого боку, одно-
вісний стиск вздовж тетрагонального напрямку <111> перетворює ГЦК ґратку у 
просту кубічну і, як наслідок, у структуру ОЦК. Деформація, пов’язана з цим 
ненапруженим станом за об’ємно-зберігальної деформації за одновісного стиску, 
становить –0,37, а максимальне напруження з’явиться при emax,111 = –0,18. Оскіль-
ки |emax,111| > |emax,100|, то подібна нерівність σuc,111 > σuc,100 справдиться для відпо-
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відних міцностей за стиску. Знайдене відношення теоретичної міцності за розтя-
гу σuc,111 до відповідного модуля Юнґа було в межах 0,10÷0,14 (за винятком Ir), 
що відповідає середньому значенню грубої оцінки за класичними підходами По-
ляні та Орована [1]. Відношення для нормалізованої міцності за стиску σuc,111 бу-
ли дещо вищі (у більшості перевищують 0,15). З іншого боку, значення нормалі-
зованої міцності σuc,100 були в межах 0,10÷0,14, а для їх стискувальних частин  
σuc,100 ∼ 0,05). Подвійні значення отримані для Ir та Al, що є результатом спрямо-
ванішого міжатомного зв’язку у цих кристалах (див., напр., [19]). 

Значення τs (теоретичної міцності кристалів на неоднорідний зсув) для бага-
тьох металів із ГЦК та ОЦК ґратками практично одночасно обчислили Пакстон 
та інші [20] (нерелаксований однорідний зсув), використовуючи теоретичний 
підхід, та Сандера і Поклуда [21] (жорсткий зсув одного напівнескінченного пів-
кристала) за напівемпіричними міжатомними потенціалами. Повністю релаксо-
вані значення τs, що відповідають однорідному зсуву, дещо нижчі, ніж обчислені 
Черни та Поклудою [22–25]. Необхідно наголосити, що у всіх цих випадках всі 
метали мали ГЦК та ОЦК ґратки і значення τs /G ≈ 0,13 (G – модуль зсуву) зали-
шалося майже сталим і тільки трохи перевищувало 0,1, що передбачає класична 
концепція Френкеля, та втричі 0,033, знайдене Маккензі для зсуву <100> {111} у 
металах з ГЦК ґраткою. Випадає з правил кристал платини з дуже низьким зна-
ченням 0,037, близьким до результату Маккензі, встановленим для однорідного 
зсуву [25]. Треба також зазначити, що принаймні для металів з ГЦК ґраткою за 
значенням τs можна доволі просто визначити міцність за одновісного розтягу 
[26]. Отримані значення σuc близькі до обчислених за дуже трудомісткою методи-
кою, що враховує механічну нестабільність. Відомі [27–36] теоретичні та експе-
риментальні значення міцності для вибраних кристалів і певних типів наванта-
жень подані в таблиці. 

Починаючи з 1997 р., теоретичну міцність за ізотропного тривісного розтягу 
σuc обчислювали Поклуда з групою вчених [37–39] та інші дослідники [34, 40]. 
Оскільки симетрія структури не змінюється під час цієї деформації, можна вико-
ристовувати спрощені неемпіричні підходи, наприклад LMTO-ASA (наближення 
атомних сфер). Механічну стабільність кристалів за ізотропного навантаження 
вивчали раніше [36, 37, 41]. Виявили, що кристали Co, Cr, Fe, Cu, Ag, Ni, Ni3Al, 
та NiAl руйнуються шляхом повної декогезії вздовж початкового напрямку де-
формації, тобто не проявляючи попередньої нестабільності зсуву, яка з’являється 
тільки у кристалах Al та Al3Ni. Таким чином, значення σht лише несуттєво змен-
шуються. Це означає, що за ізотропного розтягу значення σht у точці згину можна 
вважати теоретичною міцністю для всіх досліджуваних кристалів. 

Всі обчислені значення τs для кристалів із ГЦК ґраткою відповідають пло-
щині зсуву {111}, а з ОЦК – напрямку зсуву <111>. Класифікація кристалів за їх 
ідеальною ізотропною міцністю за розтягу σht майже відповідає нашим результа-
там про міцність кристалів з дефектами, що справедливо і для набагато більшого 
нагромадження кристалів (полікристалів) [1]. Це означає, що опірність руйнуван-
ню інженерних матеріалів під навантаженням розтягу є, хоча б частково, успад-
кованою формою міцності відповідних ідеальних ґраток. Експериментальні дані 
про ТМ досить обмежені через складність підготовки зразків та експерименталь-
ного обладнання. Дуже важко, зокрема, вимірювати ТМ за гідростатичного роз-
тягу σht, і до сьогодні такі вимірювання не реалізовані. Це частково стосується і 
експериментальних значень τs, які в основному отримують з перерахунку резуль-
татів досліджень ниткоподібних кристалів на розтяг [30]. Однак недавно отрима-
ли деякі непрямі результати вимірювання τs за “стрибками” на кривій сила–змі-
щення, побудованими за результатами випроб шляхом нановдавлювання, що 
свідчить про добру кореляцію експериментальних та теоретичних даних. Най-
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нижчі значення τs та σht для конкретного кристала знаходили, враховуючи меха-
нічну чи фононову стабільність (позначену як S у таблиці). Все ж експеримен-
тальні значення, отримані для великого ідеального монокристала чи ниткоподіб-
них кристалів за одновісного навантаження, є значно нижчі, ніж обчислені. Це, 
найймовірніше, зумовлено нестабільністю зсуву, спричиненого кінетикою руху 
дислокацій на завершальному етапі руйнування. 

Обчислені та експериментальні значення теоретичної міцності  
за ізотропного (σht ), одновісного (σut) та зсувного (τs) навантажень  

(E – емпіричні потенціали; S – оцінка тривкості) 

σht, GPа σut, GPа τs, GPа 
Кристал 

теорія теорія експеримент теорія експеримент 

C 
(dia) 

88,5 [12] 
95<111> [27] 

130<100> [28] 
20,7 (graph.) [29]
19,6 (graph.) [30]

96,6 <112> [31]  

W 
(ОЦК) 

57,4 [32] 
49,4 <110> [13] 
37,5 <111> [13] 
28,9 <100> [13] 

28,3 <110> [33]
17,5 {110}[34] 
17,4 {112}[34] 

 

Mo 
(ОЦК) 

42,7 [1] 
40,7 <110> [13] 
28,4 <111> [13] 
28,3 <100> [12] 

19,8 <110> [33]
15,1 {110} [34] 
14,8 {112} [34] 

 

Fe 
(ОЦК) 

26,7 [35] 
27,7 <111> [13] 
33,0 <110> [13] 
14,2 <001> [8] 

13,1 <111> [30] 6,0 {112} [24] 3,56 <111> 
[30] 

Cu  
(ГЦК) 

20,2 
[JAC] 

5,2 <110> [13] 
24,1 <100> [13] 
9,3 <100> S [16] 
20,3 <111> [13] 

1,59 <110> McM]
1,74 <100> [29]
2,94 <111> [29]

5,90 <110>MSE08]
2,16 <112> [23] 

0,61 <110> 
[30] 

Si  
(dia) 

15,5 [12] 26,3 <100> [12] 4,14 [29] 8,6 <112> [31]  

Ag  
(ГЦК) 

11,4 [36] 12,3 <100> [37] 3,80<100> [30] 1,65 <112> [34] 0,71 <011> 
[30] 

Al  
(ГЦК) 

11,0 [37] 
10,2 S [37] 

4,5 <110>S [26] 
9,0 <100>S [26] 
8,8 <111> S [26] 

2,27 (bend.) [29]
3,77 <110> [22] 
3,07 <112> [26] 

 

Pb 
(ГЦК) 

8,47 [38]   0,47 <112> E [21]  

Na 
(ОЦК) 

2,2 [38] 
0,9 <111> E [29] 
0,04 <100> E [29] 
0,2 <110> E [29] 

 0,20 <111> [39]  

 
Оскільки результати теоретичних обчислень одержали за нульової (абсолют-

ної) температури, то доцільно охарактеризувати вплив температури на ТМ, зо-
крема, фононів у процесах деформації та руйнування. Хоч Френкель вважав [7], 
що зміни будуть такі самі, як і для модуля зсуву, все-таки історично для прогно-
зування впливу температури застосовували два важливі методи: модель Ейн-
штейна для гармонічних коливань, поєднану з критерієм втрати стабільності за 
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пружної деформації, та модель зародження дислокацій, що враховує температур-
ну флуктуацію фононів [30]. За першим підходом прогнозують спад значень ТМ 
за одновісного навантаження у межах декількох процентів зі зміною температури 
від 0 до 1000 K. Такі зміни дуже подібні до тих, що випливають із змін модуля 
Юнґа. Другий підхід розглядає максимальну енергію до 50 kT, яку термічні флук-
туації можуть викликати за будь-якої температури. Одержані за такого підходу 
результати демонструють 10%-не зменшення значень ТМ у цьому температурно-
му інтервалі, що підтвердили також молекулярно-динамічні обчислення (MD) 
значень ТМ за зсуву монокристалів Cu та Al для температур 10 та 300 K [42]. 
Необхідно зауважити, що найбільш фізично обґрунтованим підходом до оцінки 
впливу температури буде т. зв. електронно-іонна динаміка на основі методу тео-
ретичного (ab initio) обчислення, який зараз розвивається [43]. 

Теоретична міцність за багатовісного навантаження. Вплив одночасної 
дії різних компонентів тензора напружень на ТМ почали систематично вивчати 
після 2005 року. Група науковців – Поклуда та інші [12, 13, 17, 18] – моделювали 
дослідження на розтяг та стиск великої кількості кубічних кристалів у напрямках 
навантаження паралельно кристалографічним площинам <100>, <110> ,<111>. 
Встановили, що максимальні напруження розтягу є функції орієнтації цих пло-
щин і майже лінійно збільшуються (зменшуються) залежно від характеру двовіс-
них напружень (розтягу, стиску). Як правило, найбільша ТМ ідеальних кристалів 
відповідає ізотропному розтягувальному навантаженню. У цьому випадку до до-
сягнення значення σht нестабільність зсуву чи фононів відсутня. Кристали з ґрат-
кою ГЦК мають найнижчі значення максимальних напружень розтягу (а також 
пов’язаних з ними деформацій) за навантаження вздовж напрямку <110>. Однак 
ці значення дуже чутливі до прикладених поперечних двовісних напружень. Інша 
ситуація (найвищі значення напружень розтягу у напрямку <110> і дуже низька 
чутливість до поперечного напруженого стану) для кристалів із ґраткою ОЦК, що 
є найслабшими і найчутливішими до поперечного напруженого стану у напрямку 
розтягу <100>. Однак виявили, що міцність кристалів C та Fe для цього напрямку 
дещо зменшувалася, а деяких кристалів, наприклад Cu, Ni, Ge, Si, суттєво знижу-
валася за двовісних напружень. Результати залежності граничної деформації від 
прикладеного одновісного напруженого стану виявили, що загалом гранична де-
формація металів із ґраткою ГЦК зменшувалася зі зростанням двовісного напру-
ження, в той час як протилежна тенденція спостерігалася для металів із ОЦК 
структурою. Криві, побудовані для ромбовидних кристалів C, Ge та Si, мали мак-
симум біля нульових двовісних напружень. Середнє значення в’язкості металів із 
ґраткою ГЦК було вищим, ніж з ОЦК структурою. На відміну від максимальних 
одновісних напружень розтягу, максимальні розтягальні були лінійно зросталь-
ними функціями стискувальних (розтягальних) двовісних напружень. Зауважимо, 
що оцінка характеру крихкості/в’язкості руйнування ідеальних кристалів на ос-
нові співвідношення σht /τs якісно відповідає поведінці монокристалів та полікри-
сталів з дефектами [1]. Отже, такий тип поведінки є, щонайменше частково, ви-
значений попередньо заданими характерними особливостями кристалічної ґратки. 

Ідеальну міцність на зсув (τs) обчислювали [22–25] як функцію значень нор-
мальних напружень (σn), що діють на площинах зсуву. Встановили, що функція 
τs(σn) зростає (зменшується) із прикладенням стискувального (розтягувального) 
напруження практично для всіх металевих кристалів із ґратками ГЦК та ОЦК. 
Встановили одну просту фізичну причину такої особливості: стискувальні нор-
мальні напруження забезпечують більше тертя в площинах зсуву, що зумовлює 
вищі напруження для подолання цього тертя, а за розтягу – навпаки. Однак кера-
мічні кристали часто проявляють зворотну тенденцію порівняно з металами [31]. 



 10

Це означає, що треба також враховувати міцність міжатомних зв’язків у площині 
зсуву. 

Зародження дислокацій. Результати досліджень деформування кристалів за 
умов нановтискування дають корисну інформацію про дуже локальні характерис-
тики матеріалів. Такі дослідження перспективні для визначення ідеальної міцнос-
ті на зсув. Через невелику глибину проникнення індентора напружений об’єм під 
гострим наноіндентором може не мати попередньо існуючих дислокацій. Такий 
об’єм звичайно обмежується одним зерном (монокристалом) навіть для полікрис-
талічних матеріалів. Таким чином, під час нановтискування зростальне локальне 
напруження зсуву може досягати значення зсувної міцності і, як наслідок, дисло-
кації можуть зароджуватися в ідеальній кристалічній ґратці. Таке зародження ло-
кальних пластичних деформацій ілюструє стрибок на кривій навантаження–змі-
щення, що виявили деякі автори (наприклад, [44]). За останні десять років побу-
довані наближені фізичні моделі досліджень з нановтиснень, які застосовано до 
кристалів Mo, W, Cu, та Ni [45–47]. Вони використовують складні багатомасш-
табні підходи. Для достатнього відтворення фізики процесу втискування за цими 
моделями слід дотримуватись таких основних вимог: початкові обчислення іде-
альної міцності на зсув, включно з урахуванням дії нормальних напружень (σn); 
врахувати нелінійність взаємозв’язку напружень і деформацій у зоні дії інденто-
ра на виникнення акту зсуву; формулювати просторову модель для реалізації її 
методом кінцевих елементів під час нановтиснень. У межах таких моделей необ-
хідно вимірювати значення сили втиснення та глибину проникнення індентора, 
які відповідають стрибку (зародження перших дислокацій). На такій основі в 
працях [42, 48] встановлено добре узгодження (± 20%) експериментальних і роз-
рахункових даних для деяких досліджуваних кристалів. Необхідно відзначити, 
що напруження зсуву для емісії дислокацій з меж зерен у полікристалах Al та Cu, 
передбачених методом MD [42, 48], тісно пов’язані з теоретичною міцністю зсуву. 

РЕЗЮМЕ. Представлены результаты последних достижений атомистических вычис-
лений теоретической (идеальной) прочности твердых тел (кристаллов) с акцентом на не-
эмпирические (ab initio) подходы и просинтезированы теоретические и эксперименталь-
ные данные. Показано, что характеристики вязкости/хрупкости поликристаллические 
материалы частично наследуют от матриц их идеальных кристаллов. Кроме того, реакция 
идеальных металлических кристаллов на трехосность (объемность) растяжений, выражен-
ных через критическую деформацию, качественно отличается для инженерных материа-
лов. Это объясняется ростом пластичности и объединением микропустот на частицах вто-
ричных фаз при (трехосном) объемном растяжении. Рассчитанные значения теоретичес-
кой прочности неэмпирическим (ab initio) и молекулярно-динамическим методами близки 
к значениям результатов реальных экспериментов. 

SUMMARY. The article reports of recent achievements in atomistic calculations of theore-
tical (ideal) strength of solids with emphasize on ab initio approaches the synthesis of theoretical 
and experimental data (see Table) was done. It was shown that the characteristics of fracture 
toughness (brittleness) of polycrystals partially inherited from their (perfect) lattices. On the 
other hand, the response of perfect metallic crystals to the tensile triaxiality in terms of the ulti-
mate strain is qualitatively different from that of engineering materials. This can be attributed to 
a plasticity driven growth and coalescence of microvoids at secondary phase particles under 
triaxial tension. The values of theoretical shear strength computed using ab initio and/or MD 
methods start to approach experimental data. 

Подяка. Робота виконана за підтримки Міністерства освіти, молоді та 
спорту Чеської Республіки в рамках проекту MSM 0021630518. Автор також 
вдячний проф. д-ру M. Черни за плідні дискусії (факультет механічного маши-
нознавства, Технологічний університет у м. Брно). 
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