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ТЕРМОПРУЖНА ВЗАЄМОДІЯ ДВОКОМПОНЕНТНОГО  
КРУГОВОГО ВКЛЮЧЕННЯ І ТРІЩИНИ В ПЛАСТИНІ 

В. М. ЗЕЛЕНЯК 
Національний університет “Львівська політехніка” 

Розглянуто двовимірну задачу термопружності для площини з двокомпонентним 
круговим включенням і тріщиною. Задачу зведено до системи двох сингулярних ін-
тегральних рівнянь на замкненому (межа включення) і розімкненому (тріщина) кон-
турах. Числовий розв’язок інтегральних рівнянь одержано методом механічних 
квадратур. Досліджено вплив теплофізичних і механічних властивостей компонент 
включення на коефіцієнти інтенсивності напружень у вершинах тріщини. 
Ключові слова: включення, тріщина, температурне поле, коефіцієнт інтенсивнос-
ті напружень, метод сингулярних інтегральних рівнянь, коефіцієнт лінійного теп-
лового розширення. 

Двовимірні задачі теорії пружності та термопружності для кусково-однорід-
них тіл з тріщинами методом сингулярних інтегральних рівнянь розглядали рані-
ше. Зокрема, досліджували пружний та термопружний стан у скінченній [1–3], 
напівскінченній [4–6] і нескінченній [7–14] плоскій області з чужорідними одно-
компонентними включеннями і криволінійними тріщинами. Нижче досліджено 
розподіл температурних напружень поблизу вершин тріщини у трикомпонентній 
області (площина з чужорідним двокомпонентним включенням і тріщиною) за 
сталої температури. Плоску пружну задачу в аналогічній трикомпонентній об-
ласті досліджено в працях [15, 16]. Розглянута нижче теоретична модель має важ-
ливе практичне значення для розрахунку напружено-деформованого стану в ком-
позитних матеріалах за врахування різних концентраторів напружень у них. З та-
ких матеріалів часто виготовляють елементи конструкцій, які застосовують у бу-
дівництві, техніці, біомеханіці та інших галузях виробництва. 

Формулювання задачі. Нехай безмежне тіло (площина) складається з пруж-
ної матриці S і двокомпонентного кругового включення, що має дві різнорідні пруж-
ні ізотропні компоненти S0 і S1, обмежені гладкими контурами L0 і L1, відповідно. 
При цьому S0 є кругове включення (диск) з радіусом R0, S1 – кругове кільце з внут-
рішнім і зовнішнім радіусами R0 і R1 з центром на початку координат xOy. Матриця 
містить внутрішню прямолінійну тріщину L2 довжини 2l, розміщену на осі Ox. Центр 
тріщини – в точці (d, 0). Додатний напрямок обходу контурів L0 і L1 вибрано так, 
що кругове включення S0 і кругове кільце S1, відповідно, залишається зліва (рис. 1). 

Вважаємо, що площина нагріта до сталої температури Tc = const ≠ 0 та на 
контурах диска L0 і кільця L1 маємо ідеальний механічний контакт 
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Рис. 1. Геометрія площини  

з двокомпонентним круговим  
включенням і тріщиною. 

Fig. 1. Geometry of a plane with a two-
component circular inclusion and a crack. 

де N і S – нормальні і дотичні компоненти 
напруження; u, v – компоненти перемі-
щень. 

Інтегральні рівняння. Оскільки L0 
коловий контур, то скориставшись підходом [1], який дає змогу зменшити кількість 
інтегральних рівнянь цієї задачі з трьох до двох на контурах L1 і L2, подамо комп-
лексні потенціали напружень у вигляді 
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ма функція на контурі 1L ; 2 2( )g t′  – похідна від невідомого стрибка переміщень 
за переходу через лінію тріщини 2L ; функція 2 2( )g t′  повинна мати на кінцях трі-
щини інтегровні особливості. 

Задовольнивши з використанням комплексних потенціалів (3)–(4) крайові 
умови (1) на контурі L1 і (2) на тріщині L2, отримаємо систему двох сингулярних 
інтегральних рівнянь відносно невідомих функцій Q1(t1), Q2(t2): 
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(3 ) /(1 )χ = − µ + µ ; /(1 )t Eβ = α + µ  – для плоского напруженого стану; 3 4χ = − µ ; 
t Eβ = α  – для плоскої деформації; α; Е; µ; G – відповідно коефіцієнт лінійного 

теплового розширення (КЛТР), модуль Юнґа, коефіцієнт Пуассона, модуль зсуву. 
Система інтегральних рівнянь (5) з довільною правою частиною (6) має єди-

ний розв’язок за додаткової умови 
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яка забезпечує однозначність переміщень за обходу контуру тріщини. 
Коефіцієнти інтенсивності напружень (КІН) KI і KII у вершинах тріщини зна-

ходимо за формулою [7] 
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Рис. 2. Залежності безрозмірних КІН 1F±  від параметра α1/α: 1 – G1/G = 0,5; 2 – 1;  
3 – 2 за G0/G = α0/α = 1 (a); 1 – G0/G = 0,5; 2 – 1; 3 – 2 за G1/G = α0/α = 1 (b). 

Fig. 2. Dependences of dimensionless SIF, 1F± , on parameter α1/α: 1 – G1/G = 0.5;  
2 – 1; 3 – 2 за G0/G = α0/α = 1 (a); 1 – G0/G = 0.5; 2 – 1; 3 – 2 за G1/G = α0/α = 1 (b). 

Числовий аналіз. На основі числового розв’язку системи інтегральних рівнянь 
(5), (7) побудовано залежності для безрозмірних КІН 1 I / TF K K± ±=  ( 2 0F ± = ), де 

/(1 )t
T cK T l= β π + χ  (рис. 2–5). Суцільні криві відповідають КІН 1F −  у лівій вер-

шині тріщини x2 = –l (ближчій до включення), штрихові – КІН 1F+  у правій x2 = l. 
Числові результати одержано методом механічних квадратур [17] для різних зна-
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чень теплофізичних, механічних і геометричних параметрів задачі, коли l/R0 =  
= 0,5; d/R0 = 2; R1/R0 = 1,1; χ0 = χ1 = χ = 2. 

Якщо КЛТР кільця α1 (зовнішньої компоненти включення) збільшується, то 
КІН 1F±  зростає лінійно. При цьому збільшення жорсткості кільця G1 підсилює 

зростання КІН 1F±  (рис. 2а), а збільшення жорсткості диска G0 (внутрішньої ком-

поненти включення) сповільнює зростання КІН 1F±  (рис. 2b). Якщо КЛТР кільця 

менший, ніж матриці ( 1α < α ), то КІН 1 0F ± < , а коли більший ( 1α > α ), то КІН 

1 0F ± >  (рис. 2). Слід зазначити, що тут не враховується можливий контакт бере-

гів тріщини. Тому в деяких випадках КІН 1F±  має від’ємне значення. Цей ре-
зультат можна використати для отримання розв’язку задачі методом суперпозиції 
за дії, крім заданого температурного поля, інших температурних або силових 
чинників, які в сукупності не спричинять контакту берегів тріщини. 

 
Рис. 3. Залежності безрозмірних КІН ±

1F  від параметра G0/G за α1/α = 2, α0/α = 1 (а) 
та за α1/α = 1, α0/α = 2 (b): 1 – G1/G = 0,5; 2 – 1 ; 3 – 2 . 

Fig. 3. Dependences of dimensionless SIF, ±
1F , on parameter, G0/G, for α1/α = 2, α0/α = 1 (а) 

and for α1/α = 1, α0/α = 2 (b): 1 – G1/G = 0.5; 2 – 1 ; 3 – 2 . 

Рис. 4. Залежності безрозмірних КІН ±
1F  

від параметра G1/G за α1/α = 1, α0/α = 2:  
1 – G0/G = 0,5; 2 – 1 ; 3 – 2 . 

Fig. 4. Dependences of dimensionless SIF, 
±

1F , on parameter, G1/G, for α1/α = 1,  
α0/α = 2: 1 – G0/G = 0.5; 2 – 1 ; 3 – 2 . 

 
Якщо КЛТР диска більший, ніж кільця (α0 > α1) і матриці (α0 > α), то збіль-

шення жорсткості диска (G0) зумовлює зростання КІН 1F±  для різних значень жор-
сткості кільця (G1) (рис. 3b), а збільшення жорсткості кільця теж призводить до зрос-
тання КІН 1F±  для різних значень жорсткості диска (рис. 4). Якщо ж  КЛТР  кільця 
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Рис. 5. Залежності безрозмірних КІН ±
1F   

від параметра d/R0 за G0/G = 1, α1/α = 2,  
α0/α = 1: 1 – G1/G = 0,5; 2 – 1; 3 – 2. 

Fig. 5. Dependences of dimensionless SIF, ±
1F ,  

on parameter, d/R0, for G0/G = 1, α1/α = 2,  
α0/α = 1: 1 – G1/G = 0.5; 2 – 1; 3 – 2. 

більший, ніж матриці (α1>α) і диска (α1> α0), 
то збільшення жорсткості диска G0 зумов-
лює зменшення КІН 1F±  для різних зна-
чень жорсткості кільця (рис. 3a). Коли від-
даль між тріщиною і кільцем зростає, то 

КІН 1F±  знижується до нуля, причому зменшення жорсткості кільця зумовлює 
також зменшення цього коефіцієнта (рис. 5). 

ВИСНОВКИ 
В умовах сталої температури у всій трикомпонентній площині з тріщиною 

вплив жорсткості (модуля зсуву) двокомпонентного включення на КІН 1F±  в околі 
вершин тріщини буде відрізнятися від впливу однокомпонентного включення. Зо-
крема, в межах зміни розглянутих механічних і теплофізичних параметрів, збіль-
шення жорсткості диска (внутрішньої компоненти включення) зумовлює зменшен-
ня КІН 1F± , якщо КЛТР кільця більший, ніж матриці і диска (рис. 3a) та зростання 

КІН 1F± , якщо КЛТР диска більший, ніж кільця і матриці (рис. 3b). Для одноком-
понентного включення збільшення його жорсткості завжди призводить до зростан-
ня КІН 1F± , якщо КЛТР включення більший, ніж матриці [12]. Таким чином, від-
повідним підбором модулів зсуву і коефіцієнтів лінійного теплового розширення 
компонентів включення можна збільшувати чи зменшувати КІН 1F±  у вершині 
тріщини, що важливо з точки зору керування тріщиностійкістю матеріалу. 

РЕЗЮМЕ. Рассмотрено двумерную задачу термоупругости для плоскости с двух-
компонентным круговым включением и трещиной. Задача сведена к системе двух сингу-
лярных интегральных уравнений по замкнутому (граница включения) и разомкнутому 
(трещина) контурам. Численное решение интегральных уравнений получено методом ме-
ханических квадратур. Исследовано влияние теплофизических и механических свойств 
компонент включения на коэффициенты интенсивности напряжений у вершинах трещины. 

SUMMARY. A two-dimensional problem of thermoelasticity for the plane with a two-
component circular inclusion and a crack is considered. The problem is reduced to the system of 
singular integral equations at closed (boundary of inclusion) and unclosed (crack) contours. Nu-
merical solutions of integral equations were obtained by the method of mechanical quadrature. 
The effect of thermophysical and mechanical properties of inclusion components on the stress 
intensity factors at the crack tips are established. 
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