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МІЖФАЗНE ВІДШАРОВАНЕ ВКЛЮЧЕННЯ В КУСКОВО-
ОДНОРІДНОМУ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ІЗОТРОПНОМУ ПРОСТОРІ 

О. Ф. КРИВИЙ 
Одеська національна морська академія 

Розв’язано в явному вигляді неосесиметричну задачу про кругове міжфазне відша-
роване включення в кусково-однорідному трансверсально-ізотропному середовищі 
за довільного навантаження. Встановлено асимптотики розв’язків, отримано вирази 
для узагальнених коефіцієнтів інтенсивності напружень на межі включення, а також 
їх значення для деяких поєднань трансверсально-ізотропних матеріалів. 
Ключові слова: жорстке міжфазне включення, трансверсально-ізотропний, сингу-
лярні інтегральні рівняння, асимптотики напружень. 

Задачі про міжфазні дефекти в кусково-однорідних середовищах розглядали 
багато авторів. Але вивчали, в основному, або двовимірні анізотропні середови-
ща [1–4], або кусково-однорідні ізотропні простори та осесиметричні задачі для 
трансверсально-ізотропних просторів [5–9]. Для кусково-однорідних анізотроп-
них просторів, зокрема, кусково-однорідних трансверсально-ізотропних середо-
вищ, відомі лише числові результати [10–12]. Для зведення задач про дефекти до 
систем сингулярних інтегральних рівнянь (СІР) побудовано [6, 13] розривний 
розв’язок для кусково-однорідного ізотропного та однорідного трансверсально-
ізотропного просторів. Отримано [14–16] розв’язки неосесиметричних задач про 
міжфазну тріщину і кругове жорстке включення за різних умов контактної взає-
модії із кусково-однорідним трансверсально-ізотропним простором. 

Нижче розглянуто неосесиметричну задачу про тонке міжфазне жорстке від-
шароване включення в кусково-однорідному трансверсально-ізотропному прос-
торі. Задачу за допомогою розривного розв’язку [17, 18] зведено до двовимірної 
системи СІР, яку розв’язано в явному вигляді і отримано розподіл напруження в 
околі включення, вирази для узагальнених коефіцієнтів інтенсивності напружень 
(КІН) і необхідний критерій визначення міцності біля включення. 

Постава та система СІР задачі. Нехай у площині z = 0 з’єднання двох різ-
них трансверсально-ізотропних півпросторів розташовано абсолютно жорстке 
включення, що займає область Ω. До включення прикладене довільне наванта-
ження, дію якого прирівнювали до дії рівнодійної сили P = (P1, P2, P3) і головного 
моменту M = (M1, M2, M3). Розташування граней включення після деформації 
описують функції 

 0 0
6 6 0 ( , ), , 4,5; ( , ) ,k kx y k x y± ± ±ζ = ζ + ϑ ζ = ζ = ∈Ω  

 0 0 0
4 5 6,     ,     x z y z z y xy x x yζ = δ − φ ζ = δ + φ ζ = δ + φ + φ , (1) 

де 0 ( , )x y±ϑ  – товщина включення, якщо 0z = ± ; , , ,x y zδ δ δ xφ , ,y zφ φ  – поступаль-
ні переміщення та кути повороту включення навколо відповідних осей. 
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Нехай верхня грань включення (z = +0) зчеплена з півпростором (z > 0), а нижня  
(z = –0) відшарована від іншого півпростору. Відомими в області Ω є функції 

0 0 0
6 0 6 4 4 5 5( , ) , , ,x y+ + + +ζ = ϑ + ζ ζ = ζ ζ = ζ  , 1,3;j jf j− −ζ = =  де ( , , 0),k k x y±ζ = γ ±  

1,6{ } { , , , , , },k z yz xzk u v w=γ = γ = σ τ τ  ( , )jf x y− − навантаження, прикладені до 

нижнього півпростору. Врахувавши умови 0,  ( , ) ,k x y−χ = ∉Ω  1,6k =  ( k
±χ =  

( , , 0) ( , , 0))k kx y x y= γ + ± γ −  і подання 1 1 2 21,6{ } {2 ,2 ,j j
+ − − − −

=χ = ζ + χ ζ + χ  3 32 ,− −ζ + χ  

4 42 ,+ −ζ − χ 5 52 ,+ −ζ − χ  6 62 },+ −ζ − χ  поставлену задачу за допомогою двовимірних 
сингулярних інтегральних співвідношень для кусково-однорідного трансвер-
сально-ізотропного простору [17, 18] звели відносно функцій 1 3 2, ,h h ihτ = +  

4 5 6, ,u h ih h= +  1,6 1,6{ ( , )} { ( , )}k kk kh x y x y−
= == χ  до системи шести двовимірних СІР: 
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0 ;r = ωω  1 2;D i= ∂ + ∂  , ,kn kn knq q q± − сталі, подані через коефіцієнти узагальне-
ного закону Гука [19]. Величини ,  , ,  ,x y z xδ δ δ φ  ,y zφ φ  визначали зі шести рів-
нянь рівноваги: 
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Розв’язання задачі для кругового включення. Нехай включення займає в 

площині z = 0 круг { }2 2x y aΩ = + ≤ . Перейдемо в системі (2) до циліндричної 

системи координат (ρ, ϕ, z) і введемо нові невідомі функції 1 1( cos , sin );hν = ρ ϕ ρ ϕ  

2 ( cos , sin ) ;ie− ϕν = τ ρ ϕ ρ ϕ  3 ( cos , sin ) ;iu e− ϕν = ρ ϕ ρ ϕ  4 6 ( cos , sin )hν = ρ ϕ ρ ϕ , які 
розшукуємо так: 
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 1( , ) V ( ) , V ( , ) , 1,2,3,4.
2

k in k in
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n
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π∞
ϕ − ϕ
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Для визначення коефіцієнтів V ( )k
n ρ  застосували схему, описану раніше [14–

16, 20]. Кількість доданків у розвиненнях (4) залежить від товщини включення і, 
як правило, обмежена. Нехай, наприклад, товщина включення, якщо z = +0, осе-
симетрична, тобто описується функцією 2 2

0 0 ( ),x y+ϑ = ϑ +  тоді в розвиненні (4) 
залишаться три доданки, якщо 1,0,1.n = −  Стрибки напружень і переміщень для 
тонкого включення за сталих навантажень 0 0 3 ,{P }j=P  0Pj jf − =  подаємо так: 
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m
jkµ − записано через коефіцієнти системи (2) і компоненти векторів 3{P } ,j=P  
0 ,P  3{M } .j=M  Використовуючи ці компоненти, із умов (3) отримали також ви-

рази для поступальних і кутових зміщень включення після деформації: 
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Коефіцієнти впливу 0 0 0, , , , , , , , ,m m
z z xy xy xy z xy xy xyc c c c c s s s s  які подані через пружні 

сталі півпросторів, суттєво залежать від пружних сталих матеріалу верхнього 
півпростору (табл. 1). 
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Таблиця 1. Коефіцієнти впливу для комбінацій матеріалів m1, m2 

Комбі-
нація 

1110z

z

c
s

⋅  0 1110zc ⋅  
1110xy

xy

c
s

⋅  
0

11
0 10xy

xy

c

s
⋅  1110

m
xy
m
xy

c

s
⋅  

m1 – m1 
1,8786
3,2146

 4,3970 
4,2964
2,7603

 2,5667
1,4151

 1,0060
9,5283

 

m2 – m2 
3,8992
5,6954

 9,1658 
7,9266
1,0111

 4,3690
1,8459

 1,4030
2,0325

 

m1 – m2 
1,8563
3,1786

 2,9041 
4,2964
2,7603

 2,5667
1,4151

 1,0060
9,5283

 

m2 – m1 
3,5238
6,1166

 10,1923 
7,9266
1,0111

 4,3690
1,8459

 1,4030
2,0325

 

Примітка: m1 – комбінації кераміки А (BaTiO3) [21]; m2 – кераміки PZT-4 [22]. 

Показники особливостей 0α  і 0α  для комбінацій відомих трансверсально-
ізотропних матеріалів задовольняють умови 00 0,5;< α <  00 0,5.< α <  Для од-
норідного простору 0 0 0,25α = α = (табл. 2). Слід зауважити, що сума відповід-
них показників особливостей за заміни матеріалів місцями дорівнює 0,5. Описані 
вище закономірності справедливі і для інших комбінацій матеріалів [21, 22] мо-
ноклінної системи. 

Таблиця 2. Показники особливості 0α  і 0α  і біпружна стала β0 
для комбінацій матеріалів m1, m2 

Комбінація α0 0α  β0 Комбінація α0 0α  β0 

m1 – m1 0,250 0,250 0,0498 m1 – m2 0,201 0,164 0,0492 

m2 – m2 0,250 0,250 0,0332 m2 – m1 0,299 0,336 0,0304 

Використовуючи подання (5) та відомі інтегральні співвідношення [17, 18], 
напруження в площині z = 0 поза включенням подамо так: 
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де * , ( 1, 2, 3)kv k = – відомі обмежені функції. 

Розрахунок узагальнених КІН. Скориставшись поданнями (6) та результа-
тами праць [16, 14], отримаємо такі асимптотичні розвинення, якщо 0 :aρ → +  
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Як і в працях [3, 4, 14, 23, 24], коефіцієнти 2 2
1 2( ) ( ) , 1,2,j j jK k k j+ += + =   

K3 = k31 в асимптотичному розвиненні напружень (8) можна розглядати як уза-
гальнені КІН і використати для визначення напрямку максимальної концентрації 
напружень поблизу включення за виконання умови 0 , ( ,zw a−

=〈 〉  > 0 0 ≤ ρ <  
0 2 )≤ ϕ < π , яка свідчить про відшарування включення від нижнього півпросто-
ру. Умова виконуватиметься для комбінацій матеріалів m1, m2, зокрема, для від-
носних значень рівнодійної навантажень на включенні 1 (4;1;1)=P , 2 (4;1;0)=P , 

3 (4;0;1)=P , за відсутності навантаження нижнього півпростору 0 (0,0,0),=P  і 
відносного головного моменту на включенні (0;0;0,5)=M . Побудовані (див. ри-
сунок) залежності узагальнених КІН K1, K2, K3 від кута ϕ для вказаних наванта-
жень. Криві 1–3 побудовані за навантажень 1 2 3, ,P P P  для комбінації матеріалів 
m1–m2, крива 4 – за навантаження 1P  для однорідного простору m2–m2. За наяв-
ності дотичних складників навантажень 2P 0≠  або 3P 0≠  всі три КІН залежать 
від полярного кута ϕ. Для кожного із векторів kP  можна визначити кути ϕ, за 
яких ці коефіцієнти досягають максимального та мінімального значень. Наприк-
лад, при 1 (4;1;1)=P  (крива 1) КІН K1 і K2 досягають найбільшого значення за ку-
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та 5π/4, а 3K  – за кута 3π/4. Максимальним є значення K1, яке більш ніж утричі 
перевищує значення K2 і на порядок – K3. Суттєво на концентрацію напружень в 
околі відшарованого включення впливає неоднорідність (криві 1 і 4) і помітно – 
на значення показників особливостей 0 0,α α  і біпружної сталої β0 (див. табл. 2). 
Припускали, що локальне руйнування визначає критерій [27] f(KI, KII, KIII) = 0, де 
f – деяка функція, яку знаходять із експерименту. 

 

 

Залежність узагальнених КІН від кута ϕ  
для кругового відшарованого включення, 
зчепленного з верхнім півпростором:  
1, 4 – P1 = (1; 1; 4); 2 – P2 = (1; 0; 4);  

3 – P3 = (0; 1; 4). 

The dependence of SIF on the angle ϕ  
for a circular delaminated inclusion  
conjunct with an upper half-space:  

1, 4 – P1 = (1; 1; 4); 2 – P2 = (1; 0; 4);  
3 – P3 = (0; 1; 4). 

 
ВИСНОВКИ 
Вперше аналітично отримано вирази для контактних напружень і зміщень в 

області відшарування для кругового міжфазного відшарованого включення, а 
також вирази для напружень поза включенням у площині з’єднання різних транс-
версально-ізотропних півпросторів. З допомогою узагальненого підходу Нейбе-
ра–Новожилова для композитів [28–30] необхідний критерій міцності подано у 
вигляді 

 00,5
1 010 2

1max ,
2 mK d +α

≤ϕ< π

⎛ ⎞≤ − α σ⎜ ⎟
⎝ ⎠

      00,5
2 020 2

1max ,
2 mK d +α

ρ
≤ϕ< π

⎛ ⎞≤ − α τ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 00,5
3 030 2

1max ,
2 mK d +α

ϕ
≤ϕ< π

⎛ ⎞≤ − α τ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

де σm, τρm, τϕm – граничні міцності композита без включення за розтягу, зсуву і 
закруту; dj – структурні його характеристики [28–30]. Наведені результати дають 
можливість отримати розв’язки неосесиметричних задач за складніших умов 
взаємодії міжфазних включень зі середовищем, зокрема, з урахуванням смуги 
передруйнування Леонова–Панасюка (δП ≠ 0), а отже, подати достатні критерії 
визначення міцності [29, 30] в околі міжфазних включень. 

РЕЗЮМЕ. Построено в явном виде решение неосесимметричной задачи о круговом 
межфазном отслоившемся включении в кусочно-однородном трансверсально-изотропном 
пространстве при произвольной нагрузке. Получены асимптотики решений, выражения 
для обобщенных коэффициентов интенсивностей напряжений на границе включения, а 
также их значения для некоторых сочетаний трансверсально-изотропных материалов. 



 83

SUMMARY. The solution of a non-axisymmetric problem on the circular interface delami-
nated inclusion in the non-uniform transversally isotropic space under different loading was 
constructed in the explicit form. The asymptotic of solutions, expressions for the generalized 
stress intensity factors at the inclusion boundary and also the value of the indicated coefficients 
for some combinations of the transversally isotropic materials was obtained. 
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