
 109 

Ô³çèêî-õ³ì³÷íà ìåõàí³êà ìàòåð³àë³â. – 2015. – ¹ 2. – Physicochemical Mechanics of Materials 

УДК 539.3 

ПЛОСКА ЗАДАЧА МАГНЕТОПРУЖНОСТІ  
ДЛЯ П’ЄЗОМАГНЕТНОГО СЕРЕДОВИЩА З ТРІЩИНАМИ 

Л. А. ФИЛЬШТИНСЬКИЙ, Д. М. НОСОВ, Г. А. ЄРЕМЕНКО 

Сумський державний університет 

Розв’язана гранична задача магнетопружності для п’єзомагнетної площини, послаб-
леної тріщинами. Для цього узагальнено метод розв’язування аналогічних задач для 
анізотропних середовищ. Крайову задачу зведено до матричного сингулярного інте-
грального рівняння, розв’язок якого знайдено у класі вектор-функцій, необмежених 
на кінцях розрізів. Числовий розв’язок цього рівняння отримано методом механіч-
них квадратур. За побудованим числово-аналітичним алгоритмом досліджено вплив 
магнетопружних полів на коефіцієнти інтенсивності напружень в околі вершин 
тріщин. 

Ключові слова: п’єзомагнетна кераміка, макротріщини, сингулярні інтегральні 
рівняння, коефіцієнти інтенсивності польових величин. 

Після створення штучних п’єзомагнетних керамік з гігантською магнетост-
рикцією [1, 2] інтерес дослідників до магнетопружності істотно посилився. Зок-
рема, виявили, що суттєвий взаємний вплив зв’язаних пружних та магнетних 
полів у керамічних сплавах рідкісноземельних елементів необхідно враховувати 
в задачах механіки руйнування п’єзомагнетних тіл. Такі задачі про тріщини роз-
глядали раніше [3, 4]. Подано розв’язки двовимірних задач про концентрацію 
магнетопружних полів у тілах з отворами та тріщинами [5]. Нижче формалізм, 
запропонований у праці [6], узагальнено на плоскі крайові задачі магнетопруж-
ності для тіл з тріщинами. 

Постава задачі. У декартовій системі координат Ох1х2 розглянемо плоску 
площину з п’єзомагнетного матеріалу, послаблену макротріщинами ( 1, )n n MΓ = . 

Вважатимемо, що на їх берегах діє нормальний тиск np , а на нескінченності за-

дані рівномірні поля напружень розтягу і зсуву ij
∞σ  та магнетної індукції jB∞ , 

, 1, 2i j = . Припускаємо, що nΓ  – двосторонні ляпуновські дуги з початком та 

кінцем у точках na , nb  (рис. 1a). 
Побудуємо ефективний числово-аналітичний алгоритм, який дасть можли-

вість дослідити зв’язані механічні та магнетні поля у тілі, визначити коефіцієнти 
інтенсивності напружень (КІН) та магнетної індукції KI, KII, KB у вершинах трі-
щин, оцінити взаємний вплив механічних та магнетних полів у кераміках (спла-
вах рідкісноземельних матеріалів). 

Польові величини у моделі [7–10] подамо так [4]: 
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Рис. 1. П’єзомагнетна площина, послаблена макротріщинами. 

Fig. 1. A piezomagnetic plane weakened by macrocracks. 

Механічні зміщення отримаємо, інтегруючи деформації: 
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1 2 1 2
1

, 2 Re , ( )k k k k
k

u u p p z
=

= ϕ∑ , ( ) ( )k k k kz z′ϕ = Φ , 

де 2
1 11 12 21( )k k k kp s s g= µ + γ − λ ; 2 12 22 22( / ) /k k k k k kp s s g= µ + µ γ − µ λ , kµ  – харак-

теристичні числа, Im 0kµ >  ( 1, 3)k = , kγ , kλ  – характеристики матеріалу, ijs  – 

коефіцієнти деформації, ijg  – п’єзомодулі ( , 1, 2)i j =  [5, 7]. 

Потік вектора магнетної індукції через довільну дугу аb має вигляд 
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cos sin 2Re ( ) ( )n k k k k
k

B B B d z
=

= ψ + ψ = λ ψ Φ∑ ,    ( ) cos sink kd ψ = µ ψ − ψ . (2) 

Згідно з розглянутою моделлю крайову задачу магнетопружності зведемо до 
визначення потенціалів ( )k kzΦ  у виразах (1) з крайових умов на повній межі ті-

ла nΓ = Γ∪ : 

 1 cosnX p±
Γ

= − ψ ,    2 sinnX p±
Γ

= − ψ ,    0nB±
Γ

= ; np p= , 0 nζ ∈Γ , 
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= σ ψ + σ ψ = γ µ ψ Φ∑ , 
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cos sin 2Re ( ) ( )n k k k k
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X d z
=

= σ ψ + σ ψ = − γ ψ Φ∑ , 

де 1nX , 2nX  – компоненти вектора напруження, що діє на довільній дузі аb у 

точці з нормаллю n
�

 , яка утворює з віссю 1Ox  кут ψ  (рис. 1b). Враховуючи 
формули (2), подамо ці умови у вигляді 
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2Re ( ) ( ) ( )mk k k k m
k

c d f±

=
ψ Φ ζ = ζ∑ , 1, 3m= , (3) 

де 1 0cosf p= − ψ , 2 0sinf p= − ψ , 3 0f = ; 0 0 0Re Imk kζ = ζ + µ ζ , 0ζ ∈Γ ; 

1k k kc = µ γ , 2k kc = −γ , 3k kc = λ . Тут знак “+” відповідає лівому берегу nΓ  (за 

прямування від початку тріщини до кінця); 0ψ  – кут між нормаллю до лівого бе-

рега у точці 0ζ  та віссю 1Ox . Для розв’язання крайової задачі (3) подамо функції 

( )k kzΦ  у вигляді узагальнених інтегралів типу Коші [6]: 
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zΓ

ω ζΦ = +
π ζ −∫ ,    { }( )( ) ( ),n

k kω ζ = ω ζ ζ∈Γ , (4) 

де Re Imk kζ = ζ + µ ζ ; Re Imk kz z z= + µ , 1 2z x ix= + ; ds – елемент дуги у фізич-
ній площині z . 

Граничні значення функції Φk(zk) на берегах контуру Г матимуть вигляд [11] 
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де знак “+” відноситься до лівого берега розрізу, а “–” – до правого. 
Підставляючи функцію (5) у крайові умови (3), приходимо до системи 3M  

алгебричних та 3M  інтегральних рівнянь: 
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Співвідношення (1) із урахуванням (4) дають на нескінченності 
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Звідси, беручи до уваги вирази (1), запишемо праві частини системи (6): 

 1 0 11 0 12 0cos cos sinN p ∞ ∞= − ψ − σ ψ − σ ψ , (7) 

 2 0 12 0 22 0sin cos sinN p ∞ ∞= − ψ − σ ψ − σ ψ , 3 1 0 2 0cos sinN B B∞ ∞= − ψ − ψ . 

У подальшому вилучимо алгебричні рівняння у системі (6). Для цього введе-

мо три дійсні функції ( ), 1, 3kq kζ =  

 ( ) ( )R qω ζ = ζ , 1( ) ( )R q−ω ζ = ζ , det 0R ≠ , 
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c c c

R c c c

c c c
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 { }1 2 3( ) ( ), ( ), ( )
Tω ζ = ω ζ ω ζ ω ζ ,    { }1 2 3( ) ( ), ( ), ( )

T
q q q qζ = ζ ζ ζ  (8) 

і систему (6) подамо в матричній формі: 

 0 0Re ( , ) ( ) ( )K q ds N
Γ

ζ ζ ζ = π ζ∫ ,    0ζ ∈Γ ,   1
0 0( , ) ( , )K RG R−ζ ζ = ζ ζ , (9) 
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( ) ( ) ( )
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d d d
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 ψ ψ ψζ ζ =  ζ − ζ ζ − ζ ζ − ζ 
,  { }0 1 0 2 0 3 0( ) ( ), ( ), ( )

T
N N N Nζ = ζ ζ ζ . 

Таким чином, граничну задачу (3) зведено до матричного сингулярного інте-
грального рівняння першого роду (9) з ядром Коші відносно дійсної вектор-функ-
ції ( )q ζ , яке необхідно розв’язувати разом із додатковими умовами однозначнос-
ті зміщень та магнетного потенціалу [6] 

 ( ) 0
n

q ds
Γ

ζ =∫ ,    1,n M= , 

що фіксують єдиний розв’язок системи (9) у класі функцій, необмежених на кін-
цях дуг nΓ  [12]. 

Асимптотика розв’язку у вершинах тріщин. Параметризуємо контури 

nΓ : ( )ζ = ζ β , 0 0( )ζ = ζ β , ( 1) aζ − = , (1) bζ = , 01 , 1− ≤ β β ≤ . 



 112 

Густини, що фігурують у системі (6), мають кореневі особливості [11, 12]: 
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Згідно з виразами (8), (10) вектор 
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Для дослідження головної асимптотики функцій (4) скористаємося формулами, 
що описують поведінку інтегралів типу Коші в околі кінців лінії інтегрування [11]: 

[ ] 1/ 2( 1)
( ) ( )

2 2 ( 1)

c k
k k k k

k

i
z c z

−Ω ±
Φ = ± −

′ζ ±
,    Re Imk kc c c= + µ ,    k kd d′ζ = ζ β , (12) 

де знак “+” відповідає кінцю тріщини, c b= , а “–” – початку, с = а. Головну 
асимптотику механічних напружень, магнетної напруженості та індукції отри-
маємо, підставляючи у вирази (1) формулу (12). 

Коефіцієнти інтенсивності напружень та магнетної індукції. На продов-
женні тріщини по дотичній за вершину с маємо: 

2 2
11 12 22cos sin 2 sinn c c cσ = σ ψ + σ ψ + σ ψ , 22 11

12 cos2 sin 2
2ns c c

σ − στ = σ ψ + ψ ,(13) 

 1 2cos sinn c cB B B= ψ + ψ ,    ( )k k k az a rd− = − ψ ,    ( )k k k bb z rd− = − ψ , 

де cψ  – кут додатної нормалі до лівого берега тріщини у вершині с і віссю 1Ox ; 
r  – відстань від точки тіла на дотичній до вершини с. 

Враховуючи формули (12), (1), знаходимо із (13): 
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Згідно з означеннями КІН та магнетної індукції [13, 14] 

 I
0

lim 2 n
r

K r
→

= π σ ,    II
0

lim 2 ns
r

K r
→

= π τ ,    
0

lim 2B n
r

K r B
→

= π . 

Враховуючи рівності (8), (11), (14), отримаємо: 

 { }I 1 2( 1)cos ( 1)sin
( 1) c cK Q Q

s

π= ± ψ + ± ψ
′ ±

∓ , (15) 

 { }II 2 1( 1)cos ( 1)sin
( 1) c cK Q Q

s

π= ± ψ − ± ψ
′ ±

∓ ,    { }3( 1)
( 1)BK Q

s

π= ±
′ ±

∓ . 

Прямолінійна довільно орієнтована тріщина у п’єзомагнетній площині. 
Якщо тріщина пряма, розв’язок сформульованої задачі можна отримати у замк-
нутому вигляді [15]. Нехай тріщина довжиною 2l нахилена до осі 1Ox  під кутом 

α , на її береги діє нормальний тиск р, а на нескінченності – рівномірні поля ме-

ханічних напружень та магнетної індукції. Параметризуємо контур Γ : ile αζ = β , 

0 0
ile αζ = β , 0≤ α ≤ π , 01 , 1− ≤ β β ≤ , ( )k klaζ = β ψ , 0 0 ( )k klaζ = β ψ , 

3

2
ψ = α + π , 

1, 3k = . Тоді система інтегральних рівнянь (9) розпадеться на три незалежні 
характеристичні рівняння вигляду 
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∫ ,   1, 3m= , 

де mN  визначені у виразі (7). Розв’язки цих рівнянь: ( )m mQ lNβ = β . Вводячи ве-

личини ( 1)m mQ lN± = ±  у вирази (15), отримаємо: 

 ( )2 2
I 11 12 22cos sin 2 sinK l p ∞ ∞ ∞= π + σ ψ + σ ψ + σ ψ , 

 22 11
II 12sin 2 cos2

2
K l

∞ ∞
∞ σ − σ

= π ψ + σ ψ 
 
 

,    ( )1 2cos sinBK l B B∞ ∞= π ψ + ψ . 

Для горизонтальної тріщини 
3

2
 ψ = π 
 

 

 ( )I 22K l p ∞= π + σ ,    II 12K l ∞= − π σ ,    2BK l B∞= − π . 

Отже, для прямолінійної тріщини незалежно від її орієнтації КІН не зале-
жать від матеріальних сталих середовища. 

Числові результати. Побудований аналітичний алгоритм реалізували чис-
лово, застосовуючи метод механічних квадратур. Розглядали п’єзомагнетні плас-

тини, послаблені параболічною ( 1x l= β , 2
2x = εβ , 1l = , 1 1− ≤ β ≤ ) або двома пря-

молінійними тріщинами. Для розрахунків використовували фізико-механічні ста-
лі (модифікована п’єзокераміка Terfenol-D, поляризована у напрямку осі Ох2) [5]: 

11 0/ 36,4s s = ; 22 0/ 34,8s s = ; 12 0/ 8,96s s = − ; 16 0/ 112,22g g = ; 21 0/ 52,83g g = − ; 

22 0/ 121,25g g = ; 11 0/ 162,68χ β = ; 22 0/ 138,06χ β = ; 6
0 10s −= МРа 1− ; 0g =  

510−= МT 1− ; 3
0 10−β = МРа/МT 2 . 

Побудували (рис. 2) залежність КІН та магнетної індукції від параметра кривиз-

ни параболічної тріщини ε/l за дії на нескінченності магнетного поля ( 1 1B∞ =  Т; 

2 0B∞ = ). У середовищі виникають КІН IK  і IIK , які разом із коефіцієнтом BK  

суттєво зростають зі збільшенням значень ε/l. За дії одновісного розтягу на не-

скінченності ( 11 1∞σ =  Ра; 12 22 0∞ ∞σ = σ = ; 1 2 0B B∞ ∞= = ) горизонтальна тріщина 
сприяє зростанню значень KI та KII у вершині нахиленої тріщини а2, що знахо-
диться ближче до горизонтальної (рис. 3a, b). 

Рис. 2. Розподіл КІН та магнетної індукції 
залежно від кривизни параболічної тріщини 

(параметра ε/l) за дії магнетної індукції 

( 1 1B∞ =  Т, 2 0B∞ = , 11 12 22 0∞ ∞ ∞σ = σ = σ = ): 

 1, 2 – KI і KII, Pa⋅m1/2; 3 – KB, T⋅m1/2. 

Fig. 2. SIF and magnetic induction distributions 
depending on geometric properties  
of parabolic crack (parameter ε/l)  
under acting magnetic induction  

( 1 1B∞ = T, 2 0B∞ = , 11 12 22 0∞ ∞ ∞σ = σ = σ = ):  

1, 2 – KI and KII, Pa⋅m1/2; 3 – KB, T⋅m1/2. 
 

Побудовано (рис. 3с, d) криві розподілу КІН KI та KII на кінцях тріщини a1b1 
залежно від кута α між віссю Ox1 та тріщиною a2b2 за дії магнетної індукції 
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( 2 1B∞ =  Т; 1 0B∞ = ). Виявлено, що взаємовплив тріщин проявляється у порушенні 
симетрії для значень KII (рис. 3d) та виникненні від’ємних значень KI (рис. 3с). 

 
Рис. 3. Залежності КІН KI, KIІ від кута нахилу α тріщини a2b2, коли на нескінченності 

діють механічне напруження 11 1∞σ =  Pа, ( 12 22 0∞ ∞σ = σ = , 1 2 0B B∞ ∞= = ) (a, b) та магнетна 

індукція 2 1B∞ = T, ( 1 0B∞ = , 11 12 22 0∞ ∞ ∞σ = σ = σ = ); (с, d). |a2b2| = 1 m, |a1b1| = 2 m, h = 0,6 m. 

Fig. 3. Dependences of SIF KI, KIІ on the inclination angle α when at infinity there is an action 

of mechanical stresses11 1∞σ =  Pа ( 12 22 0∞ ∞σ = σ = , 1 2 0B B∞ ∞= = ) (a, b) and magnetic induction 

2 1B∞ = T, ( 1 0B∞ = , 11 12 22 0∞ ∞ ∞σ = σ = σ = ); (с, d). |a2b2| = 1 m, |a1b1| = 2 m, h = 0,6 m. 

 

Рис. 4. Залежність КІН KI (1 – KI(a2);  
2 – KI(b2)) на кінцях тріщини a2b2  

від параметра δ = (h – l2) / l1  

за дії магнетної індукції 2 1B∞ = Т  

( 1 0B∞ = , 11 12 22 0∞ ∞ ∞σ = σ = σ = ,  

|a2b2| = 2l2 = 1 m, |a1b1| = 2l1 = 1 m). 

Fig. 4. Dependence of SIF KI (1 – KI(a2);  
2 – KI(b2)) at the crack ends a2b2  

on parameter δ = (h – l2) / l1 under action  

of magnetic induction 2 1B∞ = Т  

( 1 0B∞ = , 11 12 22 0∞ ∞ ∞σ = σ = σ = ,  

|a2b2| = 2l2 = 1 m, |a1b1| = 2l1 = 1 m). 



 115 

Під дією магнетної індукції на нескінченності ( 2 1B∞ =  Т, 1 0B∞ = ) значення 

КІН KI на кінцях вертикальної тріщини (α = π/2) суттєво залежать від параметра  
δ = (h – l2) / l1 (рис. 4). Для віддалених на певну відстань тріщин значення КІН 
KI(a2) та KI(b2) починають прямувати до нуля. Від’ємні КІН KI(a2) для значень  
δ < 0,25 свідчать про контакт берегів біля початку тріщини a2. 

ВИСНОВКИ 
Методом сингулярних інтегральних рівнянь граничну задачу магнетопруж-

ності для площини з тріщинами зведено до матричного сингулярного інтеграль-
ного рівняння відносно трьох дійсних функцій, які реалізовані числово методом 
механічних квадратур. Отримані формули для КІН та магнетної індукції. Вста-
новлено необхідність враховувати взаємний вплив магнетного та механічного по-
лів на характеристики руйнування пластини в околі вершин. 

РЕЗЮМЕ. Решена граничная задача магнитоупругости для пьезомагнитной плоскос-
ти, ослабленной трещинами. Для этого обобщен метод решения аналогичных задач для 
анизотропных сред. Краевая задача сведена к матричному сингулярному интегральному 
уравнению, решение которого найдено в классе вектор-функций, неограниченных на кон-
цах разрезов. Численное решение этого уравнения получено методом механических квад-
ратур. Построенный численно-аналитический алгоритм дал возможность исследовать 
влияние магнитоупругих полей на коэффициенты интенсивности напряжений в окрест-
ности вершин трещин. 

SUMMARY. A boundary problem of magnetoelasticity for a piezomagnetic plane, weakened 
by cracks is considered. To solve this problem a method of solution of the similar problems for 
anisotropic media has been generalized. The boundary value problem is reduced to the matrix 
singular integral equation. Its solution is found in a class of vector-functions unbounded at the 
ends of mathematical cuts. Numerical solution is obtained with the mechanical quadrature 
method. The constructed numerical-analytic algorithm was constructed in such a way that there 
was a possibility to research the influence of magneto-elastic fields on the stress intensity factors 
in the neighborhood of the crack tips. 
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