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Запропоновано метод визначення термомеханічних характеристик функціонально-
градієнтного матеріалу, які забезпечують нульові радіальні напруження по товщині 
довгого порожнистого неоднорідного вздовж радіуса циліндра за нульових масових 
сил. Записано точний аналітичний вираз, який за заданих теплових навантажень на 
поверхнях є умовою відсутності колових та радіальних напружень у циліндрі й по-
в’язує тепловий коефіцієнт лінійного розширення, коефіцієнти теплопровідності, 
Пуассона матеріалу, осьові навантаження та температурне поле. Розраховано відпо-
відні термомеханічні характеристики реально існуючого двокомпонентного матеріа-
лу з використанням моделі простої суміші Фойгта. 

Ключові слова: порожнистий циліндр, функціонально-градієнтний матеріал, ну-
льові напруження, стаціонарне температурне поле, термопружність, обернена за-
дача термопружності, термомехнічні характеристики. 

Композити та функціонально-градієнтні матеріали зі заданими неперервни-
ми розподілами їх характеристик [1–3] призводять до збільшення терміну екс-
плуатації виготовлених з них виробів за теплових та силових навантажень. 

Тому виникає необхідність підбору такого розподілу термомеханічних ха-
рактеристик матеріалу за заданого теплового навантаження, яке б мінімізувало 
або забезпечувало відсутність однієї зі складових напружень чи переміщень. 
Зрозуміло, що через неоднорідність теплофізичних характеристик матеріалу вони 
впливатимуть на температурне поле. 

Нижче отримано умови відсутності радіальних та колових напружень за за-
даних стаціонарних теплових навантажень. Одержано точний аналітичний вираз 
зв’язку між температурним коефіцієнтом лінійного розширення матеріалу та йо-
го коефіцієнтом теплопровідності, який призводить до нульових значень компо-
нент тензора напружень за стаціонарного температурного поля, яке моделюється 
законом теплопровідності Фур’є. Оскільки виготовлення матеріалів з потрібними 
механічними та тепловими характеристиками є окремим технологічним і науко-
вим завданням, то розглянули матеріали, теплофізичні та механічні характерис-
тики яких описують через характеристики їх двох складових моделлю простої су-
міші [4]. У цьому випадку отримані точні аналітичні вирази для відповідних кон-
центрацій однієї складової матеріалу в іншій, а отже, і вирази для фізико-меха-
нічних характеристик матеріалу. Слід згадати праці, які спонукали досліджувати 
згадану задачу, а саме: умови відсутності термонапружень в однорідних оболон-
ках [5], визначення температурних полів, які не призводять до напружень в одно-
рідних тілах [6], обернені задачі термопружності, які виникають під час розв’я-
зання задач ідентифікації термопружних полів за неповної інформації про тепло-
ві навантаження на поверхнях або задач оптимального за швидкодією нагрівання 
за обмежень на напруження чи температуру [7, 8]. 
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Формулювання задачі. Розглянемо довгий неоднорідний вздовж радіальної 
змінної r  порожнистий циліндр з внутрішнім R1 та зовнішнім R2 радіусами. У 
циліндрі з рівномірно розподіленими сталими силовими нульовими навантажен-
нями на його внутрішній та зовнішній поверхнях (p1 = p2 = 0) та сталою осьовою 
деформацією (ez = const) наявне залежне від радіальної координати температурне 
поле ( )T r , яке визначене як розв’язок стаціонарної задачі теплопровідності, за-

писаної у змінних 2/r Rρ =  

 
1 ( )

( ) ( ) 0v
d dT

q
d d

 ρρλ ρ + ρ = ρ ρ ρ 
, (1) 

де 2( ) ( )T T Rρ = ρ  з умовами на поверхнях 1 1 2/R Rρ = ρ = і 2 2/ 1R Rρ = = , на-
приклад 
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dT
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d
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,      [ ]2 2
(1)
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d

λ + β − =
ρ

.   (2) 

Подібні простіші формули можна записати для умов теплообміну першого і 

другого роду на межах циліндра: задані сталі температури 1 1( )T Tρ = , 2(1)T T= ; 

перша з умов (2) і 2
(1)dT

q
d

=
ρ

, де 2q – інтенсивність потоку тепла віднесена до 

коефіцієнта теплопровідності. У формулах (1)–(2) 1T , 2T – температури середо-

вищ біля внутрішньої та зовнішньої поверхонь циліндра; ( )λ ρ  – коефіцієнт теп-

лопровідності; ( )vq ρ – густина теплових джерел у циліндрі; 1β , 2β – коефіцієнти 
теплообміну внутрішньої та зовнішньої поверхонь циліндра з середовищем. 

Показано [9], що умовою відсутності радіальних, а отже, і колових напру-
жень у довгому неоднорідному порожнистому циліндрі за нульових масових сил є 
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де ɶC  – довільна стала; 0T  – відлікова температура, за якої відсутні напруження і 

переміщення; p – стале осьове навантаження; ( )ν ρ  – коефіцієнт Пуассона; ( )α ρ  – 

лінійний коефіцієнт теплового розширення; 
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η η ν ηρ = η
− ν η∫ . Зв’язок між температурою і характеристиками матеріалу 

(3) отримано раніше [9] з запропонованого інтегрального рівняння Фредгольма  
2-го роду [10] відносно радіального напруження, для розв’язування якого зведено 
класичну задачу квазістаціонарної незв’язної термопружності у напруженнях для 
неоднорідного довгого порожнистого циліндра зі сталими осьовими деформація-
ми. За відсутності силових навантажень вздовж осі циліндра (p = 0) або сталого 
коефіцієнта Пуассона ( ( ) constν ρ = ) вираз (3) набуде простішого вигляду 

 0( )
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Потрібно визначити характеристики матеріалу ( )α ρ , ( )λ ρ , ( )ν ρ  за заданого 

температурного поля ( )T ρ , коли задовольняються рівняння (1)–(3). 

Характеристики функціонально-градієнтного матеріалу, які призводять 
до відсутності радіальних напружень. Оскільки розподіли температури (3) або 
(4) повинні бути розв’язком неоднорідного рівняння теплопровідності (1), то з 
рівняння (1) отримаємо такий вираз для інтенсивності теплових джерел: 

 
1 ( )

( ) ( )v
d dT

q
d d

 ρρ = − ρλ ρ ρ ρ ρ 
.  (5) 

Якщо формулу (3) підставити у формулу (5), то отримаємо вираз для густи-
ни теплових джерел, які забезпечать нульові напруження за заданих характерис-
тик матеріалу при наявності осьових навантажень 
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d
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Оскільки технічно важко забезпечити потрібний розподіл теплових джерел у 

тілі, то важливим є їх відсутність ( ( ) 0vq ρ = ). З цієї точки зору вирази (5) і (6) 
можна трактувати як диференціальні рівняння, які пов’язують характеристики 
матеріалу, що призводять до нульових напружень у тілі. З диференціального рів-

няння (5) при ( ) 0vq ρ =  отримаємо: 
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dT

B
d

ρρλ ρ =
ρ

, (7) 

де B – довільна стала. З рівняння (7) отримаємо такий вираз, який пов’язує кое-
фіцієнт теплопровідності ( )λ ρ  з іншими термомеханічними характеристиками 
матеріалу  

2 2 2 2

( )

1
.

1 (1) 1 (1) ( )
( ) ( )[1 ( )] ( )[1 ( )](1) (1) (1) (1)
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ρ      ν ρ− +    ρ α ρ ρ α ρ + ν ρ ρ α ρ + ν ρ− −     

 (8) 

За нульових осьових навантажень або сталого коефіцієнта Пуассона мати-
мемо: 
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 ρ α ρ 

.   (9) 
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Зрозуміло, що диференціальні рівняння (8) або (9) можна розв’язати точно 
для коефіцієнтів теплового лінійного розширення або Пуассона, відповідно. Од-
нак такий підхід, хоча він і дає зв’язок між характеристиками матеріалу, який за-
безпечує нульові радіальні та колові напруження, не можна вважати задовільним 
через технологічні труднощі виготовлення матеріалів з наперед заданими довіль-
ними теплофізичними та механічними характеристиками. 

Тому розглянемо двокомпонентні функціонально-градієнтні матеріали, ха-
рактеристики яких визначають через характеристики складових моделлю простої 
суміші [4] (модель Фойгта) 

 1 1 2 2( ) ( ) ( )P P S P Sρ = ρ + ρ ,  (10) 

де 1P , 2P  – характеристики складових матеріалу; 1( )S ρ  – концентрація першого 

матеріалу в другому; 2( )S ρ  – концентрація другого матеріалу в першому, 1( )S ρ +  

2( ) 1S+ ρ =  і ( ) 0, 1, 2iS iρ > = . З формул (9) і (10) отримаємо: 

 
2 1 2 1 2 1 2 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )

d B

d S S

 
= ρ α + α − α ρ ρ λ + λ − λ ρ 

 , де 
B

B
C

= .  (11) 

Розв’язок нелінійного диференціального рівняння (11) такий:  

 2 2 1 2 1 2
1

1 2 1 2

1 ( ) ( ( ))
( )

( )( ) ( ( ))
L

L

W z
S

W z

α λ − α λ − α λ − λ ρ
ρ =

λ − λ α − α ρ
,  (12) 

де 1 2 2 1
1

1 2

( )
( ) exp( )

( )
lBa

lz a BB
α λ − α λ

ρ = ρ
λ − λ

; 1 2

1 2

( )

( )la
α − α

=
λ − λ

; 1B  – довільна стала; 

( )LW z  – W  або Ω  функція Лямберта [11]. Вираз (12) виражає закон зміни кон-

центрації складової 1-го матеріалу по товщині циліндра, який призводить до ну-
льового радіального напруження. Температурні навантаження, коефіцієнти теп-
лопровідності, теплового розширення, концентрації складових, пов’язані вираза-
ми (4), (9), (12) через сталі B , 1B , C . Це накладає обмеження на температурні 

навантаження, характеристики матеріалів складових і їх концентрації, а тому є 
різні можливості формулювання технічно здійсненних умов отримання нульових 
радіальних та колових напружень по товщині циліндра. Розглянемо одну з них, 
яка може мати найширше практичне застосування.  

Приклад. Потрібно підібрати такий двокомпонентний функціонально-граді-
єнтний матеріал, який можна описати моделлю простої суміші так, щоб за зада-
ного перепаду температур отримати нульовий розподіл колових і радіальних нап-
ружень по товщині циліндра. 

Задання максимального значення температури на одній із поверхонь і пере-
паду температур між ними призводить до визначення сталої C з виразу (4) за од-
ним із значень лінійного коефіцієнта теплового розширення на поверхні (1)α  або 

1( )α ρ , якщо задані умови 1 1( )T Tρ =  (або 2(1)T T= ) і 2 1 21T T T− = ∆ , та зі значень 

(1)α  або 1( )α ρ з інтервалу 1 2[ ; ]α α  характеристик вибраних матеріалів з виразу 

 21
1

1 1

(1) ( )
C T
 

− = ∆ α α ρ 
. (13) 

З формули (10) можна визначити граничні значення концентрації 1 1( )S S= ρ  

та 2 (1)S S= , які відповідають значенням 1( )α ρ  та (1)α за вибраних характерис-
тик матеріалів складових. Якщо невід’ємних розв’язків менших або рівних оди-
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ниці для 1S  та 2S  не існує, то це значить, що вибрали не ті матеріали або в ме-
жах заданого перепаду температур для них нульових напружень у циліндрі не 
можна забезпечити. У вираз для концентрації входять дві сталі B  і 1B , для ви-
значення яких використаємо рівняння, отримані з формули (12) 

 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2

( ) ( )

( )( ) ( )
L i

i
L i

W z
S

W z

α λ − α λ − α λ − λ
=

λ − λ α − α
, 1 1( )z z= ρ , 2 (1)z z=  1,2i = .   (14) 

Ці рівняння мають точні розв’язки для 1z  і 2z  
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, 
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( ) ( )

( ) ( )

S
z

S

 α λ − α λ α λ − α λ  λ − λ α + α − α  =
λ − λ α + α − α

.  (15) 

З виразів (15) після використання рівнянь для ( )z ρ  отримано такі формули 

для сталих B  і 1B :  
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z
B

 
λ − λ 
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z

B
z

z

 λ − λ ρ α λ − α λ =
 
 
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 . (16) 

Отже, для двокомпонентного матеріалу задачу зводять до визначення виразу 
для концентрації (12) і сталих (16). 

Підберемо двокомпонентний (силіцид кремнію і нержавіюча сталь [4]) мета-
локерамічний матеріал для забезпечення у циліндрі нульових радіальних та коло-
вих напружень за таких температур на поверхнях – 1 900 K,T = 21 300 KT∆ =  та 

0 300 KT = і характеристик складових 1 13,72λ =  W/(m·K), 2 15,78λ =  W/(m·K), 

1 5,83e 6α = − K–1, 2 12,872e 6α = − K–1. Модуль пружності та коефіцієнт Пуассона 

не подаємо, оскільки в цій моделі їх значення входять у сталу C  у вигляді озна-
чених інтегралів по товщині циліндра, а тому не впливають на остаточні резуль-
тати. За цих характеристик і температур на поверхні 0,003480C = , 1 1,0S = , 

2 0,1765S = . Відповідні розподіли температури, концентрації складової 1S  і ха-
рактеристик матеріалу зображені на рис. 1, 2. 

Вираз для поздовжніх деформацій [9] за відсутності силових навантажень та 

масових сил 2 1
2 2
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(1) (1)
z

d V d W
e

V W

−=
−

, де 1 ( )d f= − 1 , 
1

1

2
( )

1 ( )

E
d d

ρ

η Φ η= η
− ν η∫ , 

1

1

(1) ( ( ))
1

E
f T d

ρ

η= − Φ η η
− ν∫ , [ ]0( ) ( ) ( )T T CΦ ρ = α ρ ρ − =  отримали зі зв’язків між 

деформаціями та напруженнями. Отже, за відсутності радіальних і колових нап-
ружень 0,003480ze C= = , а зі зв’язків між деформаціями та напруженнями мати-

мемо: re e Cϕ= =  та 0zσ = . З рівності Коші /re uϕ = ρ , отримаємо: ru eϕ= ρ =  
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C= ρ . Це означає, що стала C  у формулах (4) та (9) в умовах відсутності сило-
вих навантажень та масових сил і є осьовою деформацією. 

 
                        Рис. 1. Fig. 1.                                                           Рис. 2. Fig. 2.  

Рис. 1. Залежності розподілу температури T(ρ) і концентрації матеріалу S1(ρ)  
від радіальної координати. 

Fig. 1. Dependences of the temperature distribution T(ρ) and material concentration S1(ρ)  
on the radial coordinate. 

Рис. 2. Залежності коефіцієнтів теплового лінійного розширення α(ρ)  
і теплопровідності λ(ρ) від радіальної координати. 

Fig. 2. Dependences of the coefficients of thermal linear expansion α(ρ)  
and thermal conductivity λ(ρ) on the radial coordinate. 

ВИСНОВКИ 
Отримано точний аналітичний вираз, який пов’язує температурне поле – 

розв’язок стаціонарної задачі теплопровідності, силові осьові навантаження, ха-
рактеристики матеріалу, і є умовою відсутності радіальних і колових напружень 
у циліндрі, що слідує з рівняння рівноваги, а також осьового напруження. Для 
функціонально-градієнтного матеріалу, який описують моделлю простої суміші, от-
римано точні аналітичні вирази для концентрації складових, яка забезпечує нульові 
компоненти тензора напружень. Адекватність підходу підтверджена обчисленими 
концентраціями складових у реально існуючому функціонально-градієнтному 
матеріалі, які повинні забезпечити відсутність радіальних та колових напружень 
у неоднорідному довгому циліндрі. 

У межах моделі простої суміші за відсутності осьових навантажень або за 
сталого по товщині циліндра коефіцієнта Пуассона, модуль пружності і коефіці-
єнт Пуассона не впливають на розподіл температури та визначення інших харак-
теристик матеріалу, які призводять до відсутності радіальних та колових напру-
жень, а за осьових навантажень слід брати до уваги залежність коефіцієнта Пуас-
сона від радіальної координати. 

РЕЗЮМЕ. Предложен метод определения термомеханических характеристик функ-
ционально-градиентного материала, обеспечивающего нулевые радиальные напряжения 
по толщине длинного полого неоднородного вдоль радиуса цилиндра при нулевых массо-
вых силах. Получено точное аналитическое выражение, являющееся при заданных тепло-
вых нагрузках условием отсутствия окружных и радиальных напряжений и связывающее 
тепловой коэффициент линейного расширения, коэффициенты теплопроводности и Пуас-
сона материала, осевые нагрузки и температурное поле. Проведены расчеты соответству-
ющих термомеханических характеристик для реально существующего двухкомпонентно-
го материала с использованием модели простой смеси Фойгта.  

SUMMARY. The method to determine the thermomechanical characteristics of a functio-
nally graded material ensuring along a radius the zero radial and circumferential stresses in the 
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inhomogeneous long hollow cylinder for zero mass forces are proposed. The exact analytical 
relation under thermal linear expansion coefficient, thermal conductivity coefficient, Poisson’s 
ratio of the material, force loading and temperature field providing the absence of radial and 
circumferential stresses is obtained. The numerical calculations of the thermo-mechanical 
characteristics for real existing material using the simple mixed Voigt model are carried out.  
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