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Численно смоделировано напряженно-деформированное состояние плоского эле-
мента упругой неоднородной среды с протяженными эллипсообразными и прямо-
угольными включениями при использовании стандартного пакета конечноэлемент-
ного анализа ANSYS. Исследовано взаимовлияние включений в зависимости от их 
ориентации, формы, размеров и жесткости. Установлены наиболее безопасные ва-
рианты их взаиморасположения.  
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Изучение напряженно-деформированного состояния (НДС) тел с включения-
ми важно для оптимизации технологических процессов изготовления материалов 
(порошковая металлургия, керамическое производство, литье и др.) [1–4]. Вклю-
чениями могут моделироваться полосчатые образования в микроструктуре ме-
таллов, возникающие при предварительном пластическом деформировании [5]. 
Одно из направлений исследований НДС элементов конструкций с особого вида 
включениями – дискретное упрочнение материала [6]. 

Включения существенно влияют на процессы деформирования, приводят к 
концентрации напряжений и появлению дефектов формы или вызывают локаль-
ные разрушения [7–9]. При деформировании в материалах возможны фазовые 
превращения, например, формирование мартенситных структур [10]. Особенно 
важно изучить образование трещин при фазовых превращениях, определяющих 
начало разрушения материала [11, 12]. Протяженные включения могут модели-
ровать также подкрепляющие элементы тонкостенных конструкций. 

Включения и нарушения сплошности в виде трещин и пор являются локальны-
ми концентраторами напряжений. При исследовании НДС сред, содержащих их, це-
лесообразны численные методы. Они достаточно универсальны и пригодны для 
объектов разных формы, размеров, а также видов нагружения, в отличие от зачастую 
громоздких и в некоторых случаях (неканонические формы включений, усложнен-
ные схемы деформирования и пр.) неприемлемых аналитических методов. Среди 
них наиболее распространены методы конечных разностей, граничных элементов, 
метод конечных элементов (МКЭ) [13–15]. Отметим актуальность разработки проек-
ционно-итерационных схем реализации сеточных методов, существенно сокращаю-
щих компьютерный расчет для многих задач механики деформируемого твердого 
тела [16–18]. Такие схемы на основе МКЭ использовали также для сред с включе- 
ниями [19–22]. Укажем на возможность их построения для метода локальных вариа-
ций – численного метода решения вариационных задач [23]. 
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В проектных организациях используют МКЭ в составе различных пакетов 
прикладных программ, в частности ANSYS, NASTRAN, ABAQUS и др. В настоя-
щей работе с помощью программы ANSYS [24] проанализировано влияние на 
НДС формы, параметров и взаимного расположения протяженных эллипсообраз-
ных и прямоугольных включений в плоском элементе упругой среды, моделиру-
ющем ее поведение в указанных выше технологических процессах изготовления 
элементов конструкций или при эксплуатации. Исследовали два включения, что 
позволило выявить основные особенности их взаимодействия. 

Расчетная модель. Рассмотрим 
неоднородный плоский элемент Ω уп-
ругой среды с двумя произвольно 
ориентированными упругими включе-
ниями Ω2, Ω3 (Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3) 
(рис. 1). Размеры элемента таковы, 
что граничные условия не влияют на 
НДС вблизи включений. Через L1, L2 
обозначены длины сторон плоского 
элемента; ai, bi – размеры сторон i-го 
включения; s – расстояние между цен-
трами включений; α – угол поворота 
одного включения относительно дру-
гого; ni – расстояние от края плоского 
элемента до i-го включения; А–А,  
В–В – сечения элемента, в которых 
анализировали НДС. На границе γ об-
ласти Ω (y = 0, 0 ≤ x ≤ L1 и y = L2,  
0 ≤ x ≤ L1) заданы растягивающие 
усилия P(x, y) = (Px(x, y), Py(x, y))T 
(Px(x, y) = 0, Py(x, y) = const). На 
остальной ее части (x = 0, 0 ≤ y ≤ L2 и 
x = L1, 0 ≤ y ≤ L2) они отсутствуют. 

Необходимо найти поля перемещений и напряжений в элементе (матрице) с 
включениями при их различной ориентации друг относительно друга; исследо-
вать влияние механических характеристик и геометрических параметров вклю-
чений на НДС элемента; определить наиболее безопасные конфигурации их 
взаиморасположения. Как известно, с помощью моделей плоских задач можно 
выявить главные особенности НДС, в частности при деформировании сред, с 
учетом их взаимодействия с включениями разной формы [9, 12, 20–22]. 

В вариационной постановке исходная задача приводит к минимизации функци-
онала потенциальной энергии деформации [25]. При изучении полей деформаций и 
напряжений вблизи включений рассматривают задачи, в которых области возмуще-
ния НДС значительно меньше, чем характерные размеры тела. При численном ана-
лизе размеры тела считают бесконечными. Классические вариационные принципы 
разработаны для конечных областей, и чтобы их распространить на бесконечные, 
необходимо изменить формулировку [21, 26]. 

Задачу решали МКЭ с использованием стандартного пакета прикладных 
программ ANSYS (лицензионной версии) [24]. Как известно [14, 15], основная 
идея МКЭ – дискретизация области непрерывного изменения аргументов иско-
мой функции (перемещение, температура, давление и т. п.) совокупностью ко-
нечного числа подобластей – конечных элементов и аппроксимация непрерывной 
функции в пределах каждого конечного элемента некоторым полиномом. В ре-

 
Рис. 1. Плоский элемент, моделирующий 

поведение среды с включениями.  

Fig. 1. A plane element, modeling behavior  
of the medium with inclusions.  
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зультате исходную вариационную задачу заменяют дискретной моделью – сис-
темой линейных или нелинейных алгебраических уравнений с неизвестными 
значениями искомой функции в узлах конечноэлементной сетки. 

При расчетах использовали треугольные (шестиузловые) лагранжевые ко-
нечные элементы второй степени, при этом неизвестные функции перемещений 
внутри каждого конечного элемента аппроксимировали квадратичным полиномом. 

Результаты численного анализа. Расчет выполняли для плоского элемента 
размерами 0,4×0,4 m с двумя протяженными эллипсообразными и прямоугольны-
ми включениями a1×b1 и a2×b2 из одинакового материала; относительную жест-
кость включений k = G2/G1 (G1, G2 – модули сдвига материалов матрицы и вклю-
чений соответственно) выбирали больше, либо меньше единицы. Расстояние 
между включениями s = 0,02 m, внешняя растягивающая нагрузка P = 10 MPa. В 
качестве материала для включений и среды (матрицы) можно использовать алю-
миний, различные стали, в частности, для упрочняющих покрытий – стали Ст3, 
Р6М5 и др. Более “мягкие” в сравнении с матрицей включения целесообразны 
для придания некоторых функциональных свойств бинарным системам (про-
водимость, порообразование). 

Рассчитывали на ПК Intel Inside с тактовой частотой Dual–Core 2.10 GHz, 
оперативной памятью 3 GB, разрядностью системы Х32. Количество конечных 
элементов 67308. Время расчета в среднем 18 s. 

Рис. 2 и 3 иллюстрируют распределение относительной интенсивности нап-
ряжений σi/P в плоском элементе в зависимости от угла поворота одного включе-
ния относительно другого при k > 1 (рис. 2; k = 3,2) и k < 1 (рис. 3; k = 0,31). На 
всех рисунках на отрезках осей [0; 0,2] и [0,8; 1] значения σi/P постоянны и рав-
ны соответствующим при L = 0,2 и L = 0,8 (L – безразмерная величина: L = x/L1,  
0 ≤ x ≤ L1, L1 = L2), поэтому не приведены. 

На рис. 2а–d приняты следующие размеры включений: a1 = 0,03 m; b1 = 
= 0,01 m; a2 = 0,01 m; b2 = 0,005 m; n1 = n2 = 0,0185 m. В сечении А–А максималь-
ные по абсолютному значению напряжения возникают при угле поворота вклю-
чения α = 135°, а в сечении В–В – при 45°. На рис. 3a, b указано распределение 
величины σi/P в этих сечениях для более “мягких” включений в зависимости от 
изменения угла между ними. 

Максимальные напряжения σi в сечении А–А возникают при α = 90°, а в В–В 
– при 135°. Следовательно, для двух прямоугольных включений разной длины с 
большей относительной жесткостью напряжения больше, а более “мягкие” сни-
жают их концентрацию приблизительно на 25%. Угол поворота α = 135° остается 
опасным и для “мягкого”, и “жесткого” включений, однако для “мягких” всплес-
ки напряжений наблюдаются также при угле поворота 90°. 

Изучали (рис. 2c, d и 3с, d) эллипсообразные включения, полуоси которых 
такие же, как соответствующие размеры включений на рис. 2а, b и 3 а, b. Иссле-
довали влияние их формы на изменение НДС пластины. Максимальные по абсо-
лютному значению напряжения σi в сечении А–А возникают при угле поворота 
135° и 45°, а в В–В – при 45° и 180° (рис. 2c, d). Для “мягкого” включения в сече-
нии А–А зафиксирован их всплеск при α = 90° и 45°, в сечении В–В – при 90° 
(рис. 3с, d). Пики напряжений в сечении В–В при остальных углах практически 
одинаковые (разница ∼6%). Таким образом, при разных сочетаниях материалов 
эллипсообразные включения обусловливают меньшие пики напряжений, нежели 
прямоугольные. 

Отклонение между максимальными скачками напряжений, если α = 135°, 
увеличивается в ∼2 раза (эллипсообразные включения значительно уменьшают 
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пики напряжений) (рис. 2а, с), а при 90° – на  ∼30% (рис. 3a, с). При 90° (рис. 3d) 
и 135° (рис. 3b) различия в пиках напряжений несущественные (∼2%). 

 

Рис. 2. Распределение относительной интенсивности напряжений σi/p в плоском элементе 
с двумя прямоугольными (a, b) и эллипсообразными (c, d, e, f) включениями при k > 1:  

а, с, e – для сечения А–А (0 ≤ L ≤ L2 / L2); b, d, f – для сечения В–В (0 ≤ L ≤ L1 / L1); 
1 – α = 0°; 2 – 45°; 3 – 90°; 4 – 135°; 5 – 180°. 

Fig. 2. Relative stress distribution σi/p in the plane element with two rectangular (a, b)  
and ellipsoidal (c, d, e, f) inclusions at k > 1: а, с, e – for cross-section А–А (0 ≤ L ≤ L2 / L2);  
b, d, f – for cross-section В–В (0 ≤ L ≤ L1 / L1); 1 – α = 0°; 2 – 45°; 3 – 90°; 4 – 135°; 5 – 180°. 

Приведены (рис. 2e, f и 3e, f) результаты исследований двух эллипсообраз-
ных включений, одно из которых сильно вытянуто; сочетание материалов то же, 
что и в предыдущих случаях; размеры включений: a1 = 0,07 m, b1 = 0,017 m,  
a2 = 0,02 m, b1 = 0,023 m, n1 = 0,0165 m, n2 = 0,019 m. 
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Максимальные по абсолютному значению напряжения в сечении А–А воз-
никают при α = 135°, а в сечении В–В – при всех исследуемых углах поворота 
(рис. 2e, f). Для “мягкого” включения максимальные напряжения в сечении А–А 
зафиксировали при α = 90°, а в сечении В–В – как и для “жесткого“, при всех зна-
чениях угла α (рис. 3e, f). Более “мягкое” включение вызывает большую концент-
рацию напряжений (∼20%), наиболее опасен угол ориентации для обоих случаев 
90°, а для более “жесткого“ – еще и 135°. 

 

 

Рис. 3. Распределение относительной интенсивности напряжений σi / p  
в плоском элементе при k < 1 (обозначение см. рис. 2). 

Fig. 3. Relative stress intensity distribution σi / p in the plane element at k < 1  
(designations as in Fig. 2). 
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ВЫВОДЫ 
Компьютерное моделирование НДС плоского элемента упругой среды с 

протяженными эллипсообразными и прямоугольными включениями разных раз-
меров, ориентации и жесткости показало, что при росте их относительной жест-
кости включений (если k > 1) коэффициент концентрации напряжений увеличи-
вается, что может привести к появлению пластических деформаций и очагов раз-
рушения. С помощью стандартных пакетов конечноэлементного анализа можно 
исследовать НДС, варьируя в широком диапазоне жесткостные и геометрические 
характеристики включений, их форму, количество, ориентацию, и при других 
видах нагружения (двухосное растяжение – сжатие, кручение в сочетании с ним). 
Результаты исследования можно применить при моделировании технологичес-
ких процессов порошковой металлургии и керамического производства, изуче-
нии влияния дискретного упрочнения и дискретизации микроструктуры материа-
ла при фазовых превращениях, НДС подкрепленных пластинчатых элементов 
конструкций. C помощью пакетов прикладных программ можно исследовать об-
разование нарушений сплошности в виде трещин в зоне расположения включе-
ний и особенности возникающего при этом локального нагружения между вклю-
чением и трещинами. 

РЕЗЮМЕ. Числово змодельовано напружено-деформований стан плоского елемента 
пружного неоднорідного середовища з витягнутими еліпсоподібними та прямокутними 
включеннями з використанням стандартного пакета скінченноелементного аналізу 
ANSYS. Досліджено взаємовплив включень залежно від їх орієнтації, форми, розмірів і 
жорсткості. Встановлено найбезпечніші варіанти їх взаєморозташування. 

SUMMARY. The stress-strain state of a plane element of elastic inhomogeneous medium 
with long ellipsoidal or rectangular inclusions, when using standard finite element analysis 
software ANSYS, is numerically modeled. The interaction of inclusions depending on their 
orientation, shape, size and rigidity is investigated. The most secure options for their relative 
positions are established. 
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