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Виконано порівняння розподілів деформацій у зоні передруйнування хрестоподіб-
них зразків за двовісного навантаження, одержаних методами скінченних елементів 
і цифрової кореляції зображень. Показано, що використання істинної діаграми де-
формування в алгоритмі розрахунку методом скінченних елементів забезпечує ко-
ректність числових розв’язків. Встановлено вплив двовісного навантаження та от-
римано добру збіжність розрахункових і експериментальних результатів визначення 
локальних деформацій в околі вершини тріщини. 

Ключові слова: двовісне навантаження, метод скінченних елементів, істинна діа-
грама деформування, цифрова кореляція зображень, розподіл деформацій, локальна 
деформація, зона передруйнування. 

Теоретичний аналіз напружено-деформованого стану (НДС) елементів кон-
струкцій за двовісного навантаження і значних пластичних деформацій досить 
складний через нелінійний характер деформування в околі концентраторів нап-
ружень. Тому його здійснюють, зазвичай, шляхом комп’ютерного моделювання 
із застосуванням методу скінченних елементів (МСЕ) [1–3]. Цей метод широко 
застосовують як в інженерній практиці, так і для розв’язування фундаментальних 
задач механіки матеріалів. Коректність розрахунків МСЕ залежить від точності 
відтворення в моделі геометричної форми та схеми навантаження реального еле-
мента конструкції чи зразка, розбиття моделі на скінченні елементи і закладених 
у алгоритм розрахунку механічних характеристик матеріалу. Здебільшого про-
грамні комплекси МСЕ містять бази даних механічних характеристик конструк-
ційних матеріалів, визначених за стандартною методикою. Однак для точного 
аналізу НДС конструкцій з пружно-пластичних матеріалів за дії зовнішніх наван-
тажень, близьких до критичних (руйнуючих), доцільно використовувати у алго-
ритмі розрахунку графік залежності деформацій від істинних напружень, тобто 
істинну діаграму деформування [4]. Нижче для експериментальної перевірки ре-
зультатів, отриманих МСЕ, використано безконтактний оптико-цифровий метод 
вимірювання поверхневих переміщень – цифрову кореляцію зображень (ЦКЗ) [5, 
6]. Цей метод дає можливість отримати поля розподілу переміщень і деформацій 
на поверхні об’єкта дослідження, які можна порівнювати з аналогічними полями, 
одержаними МСЕ. В основу експериментальних і теоретичних досліджень по-
кладено силові схеми одно- та двовісного навантажень пластини з центральною 
втомною тріщиною. Вибір таких силових схем зумовлений тим, що вони іміту-
ють роботу магістральних нафтопроводів, посудин тиску, паливних баків ракет-
носіїв тощо. 
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Мета роботи – експериментальна перевірка результатів визначення парамет-
рів НДС пластини з центральної тріщиною за двовісного навантаження, одержа-
них за допомогою МСЕ. 

Обладнання та методика досліджень. Схема двовісного навантаження реа-
лізується на хрестоподібному зразку з центральною тріщиною (рис. 1) за розтягу 
зусиллям Р1, прикладеним перпендикулярно до тріщини, і зусиллям Р2, прикла-
деним вздовж лінії тріщини. Зразки виготовляли із листової сталі 65Г (t = 2 mm) 
в стані постачання так, щоб напрямок текстури вальцювання був перпендикуляр-
ним до лінії дії зусилля Р1 під час випробувань. Технологія виготовлення зразків 
відповідає вимогам [7]. 

У центрі робочої частини зразка 
виконували технологічний отвір ∅2 mm 
і наскрізний паз шириною 0,2 mm та 
довжиною 22 mm, який служить кон-
центратором напружень під час утво-
рення втомної тріщини за циклічного 
навантаження. Зусилля Р1 і Р2 прикла-
дали через спеціальні перехідні плас-
тини завтовшки 12 mm, які кріпляться 
до зразка болтами М10 через отвори в 
захватних частинах зразка. На поверхні 
пластин, які контактують з поверхнею 
зразка, виконали насічку, яка за-
безпечує надійне з’єднання і рівномір-
ний розподіл навантаження по перерізу 
захватних частин зразка. 

Навантажували зразок і наводили 
втомні тріщини абсолютною довжиною 
3 mm кожна на універсальній гідравлічній випробувальній машині EUS-40. 
Тріщини утворювали за асиметрії циклу R = 0,3 і частоти навантаження n = 12 Hz 
відповідно до вимог методики [8]. Для двовісного навантаження зразків на маши-
ну EUS-40 встановлювали додаткове пристосування [9]. Його конструкція дає 
можливість випробовувати сталеві зразки товщиною 1…2 mm за відношення зу-
силь Р2 / Р1 = æ в межах 1,5 ≥ æ ≥ –0,5. Додатні значення жорсткості двовісного 
навантаження æ відповідають силовій схемі “розтяг–розтяг”, а від’ємні – силовій 
схемі “розтяг–стиск”. За æ < –0,5 зразок вказаної товщини втрачає стійкість. 

Для теоретичного аналізу НДС хрестоподібного зразка створювали повно-
масштабну тривимірну модель (рис. 2а), яка відтворює форму зразка, а саме: цент-
ральний надріз, втомні тріщини (у вигляді математичних розрізів) (рис. 2b) із зо-
нами передруйнування (рис. 2c), захватні частини і перехідні пластини для забез-
печення двовісного навантаження зразка розподіленими силами. Для побудови 
моделі використали паралелепіпедні (20 вузлів), пірамідальні (13 вузлів) та приз-
матичні (15 вузлів) тривимірні елементи. Їх загальна кількість у моделі становила 
4152. Під час її побудови елементи згущували в напрямку від захватних частин до 
центрального надрізу. Окіл вершини тріщини моделювали фрагментом у вигляді 
циліндра [3], основою якого був полігон з 16-ма вершинами, а віссю – лінія 
фронту тріщини. 

Починаючи від осі в напрямку стінок циліндра, розмір елементів збільшува-
ли. По твірній циліндра (по фронту тріщини) створювали 8 шарів елементів, що 
оптимально за характерного розміру призматичних елементів а = 20 µm. 

 
Рис. 1. Схема хрестоподібного зразка. 

Fig. 1. Scheme of a cruciform specimen. 
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Рис. 2. Тривимірна модель 
хрестоподібного зразка: a – загальний 

вигляд; b – центральний надріз з втомними 
тріщинами (1 – надріз, 2 – втомні 

тріщини); с – зона передруйнування (3). 

Fig. 2. Three-dimensional model  
of the cruciform specimen: a – general view;  

b – central notch with fatigue cracks  
(1 – notch, 2 – fatigue cracks);  

c – process zone (3). 

 
Для реалізації пру-

жно-пластичного дефор-
мування моделі, згідно з 
теорією Гіла [10], для 
недеформованого об’єму 
матеріалу та матеріалу зо-
ни передруйнування в 
околі вершини тріщини 
(рис. 2c) використовували 
апроксимовані істинні ді-
аграми розтягу сталі 65Г 
за вихідного та циклічно 
зміцненого станів (рис. 3b). 
Істинні діаграми дефор-
мування будували згідно 
з методикою [4]. Для пру-
жних ділянок цих діаграм 
закладали модуль Юнґа 
Е = 210 GPa і коефіцієнт 
Пуассона µ = 0,3. Статич-
не двовісне навантаження 
моделі за умови плоского 

напруженого стану здійснювали рівномірно розподіленим тиском, прикладеним 
до торців верхньої та бічних перехідних пластин, що еквівалентно експеримен-
тально встановленому зусиллю руйнування P1с. При цьому торець нижньої плас-
тини защемлювали. Значення складових деформації exx, eyy та ezz визначали в зоні 
передруйнування у характерній точці на продовженні тріщини на відстані 80 µm 
від її вершини. 

Зображення поверхні зразка для розрахунків методом ЦКЗ реєстрували з 
частотою 0,5 Hz цифровою камерою Olympus E-300 з роздільною здатністю  

 
Рис. 3. Експериментальні [11] (a) і апроксимовані (b) 

істинні діаграми деформування сталі 65Г:  
1 – стан постачання; 2 – після циклічного зміцнення. 

Fig. 3. Experimental [11] (a) and approximated (b)  
true stress-strain curves of 65Г steel:  

1 – as-delivery state; 2 – after strain hardening. 
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8⋅106 pixels (3264×2448), приєднаною до мікроскопа МБС-10 із штатним дже-
релом світла. Ця оптична система забезпечує розмір пікселя зображення від 1,2 
до 6 µm. Для коректності вимірювань методом ЦКЗ на ділянці поверхні зразка 
перед вершиною тріщини створювали анізотропний крапковий малюнок еластич-
ною аерозольною фарбою. 

Результати досліджень та їх аналіз. Результати експериментальних та тео-
ретичних досліджень НДС хрестоподібного зразка у вигляді ізополів деформацій 
в умовах одно- та двовісного навантажень наведено на рис. 4. 

 
Рис. 4. Поля деформацій eyy, одержані методом МСЕ (a, b, c) та ЦКЗ (d, e, f)  

за жорсткості навантаження æ = –0,5 (a, d); æ = 0 (b, e); æ = 0,7 (c, f). 

Fig. 4. Maps of eyy component of strain, obtained by finite element method (FEM) (a, b, c)  
and digital image correlation (DIC) (d, e, f)  

at loading ratio æ = –0.5 (a, d); æ = 0 (b, e); æ = 0.7 (c, f). 

Встановлено, що зі зміною жорсткості навантаження від 0,7 до –0,5 критич-
не значення складової деформації exx c зростає, причому ця деформація завжди 
від’ємна (стиск), складової eyy c також зростає, а складової ezz c знижується і, як і 
exx c, є від’ємним. Оскільки деформацію ezz неможливо визначити методом двови-
мірної ЦКЗ, то її критичні значення встановлювали за результатами вимірювань 
зміни товщини зразка в зоні передруйнування тензометричним профілографом 
[12]. Як видно, залежності складових деформації, одержаних експериментально і 
за допомогою МСЕ, від жорсткості навантаження якісно подібні. Щодо їх число-
вих значень, то розбіжність для визначальних деформацій eyy c у вищезгаданій 
характерній точці на продовженні тріщини не перевищує 10% для æ = –0,5, 18% 
для æ = 0 і 22% для æ = 0,7. Отже, результати аналізу НДС хрестоподібного зраз-
ка в умовах одно- та двовісного навантажень засвідчують достовірність дослід-
жень. У таблиці наведено критичні значення складових деформації у характерній 
точці на продовженні тріщини на базі 16 µm. 

Щоб проаналізувати співвідношення критичних значень компонентів дефор-
мації, визначених експериментально, до відповідних розрахункових значень, вве-
ли параметр β = edd c

(DIC) / edd c
(FEM), де нижній індекс d може набувати значень x, y 

або z та вказує на напрям вимірювання деформації (див. таблицю). На основі 
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отриманих результатів побудували гістограму (рис. 5), яка показує залежність 
параметра β від жорсткості навантаження æ. Як бачимо, більшість значень задо-
вольняють умову β < 1. Це свідчить про те, що розрахунок критичних зовнішніх 
навантажень елементів металоконструкцій чи деталей машин методом МСЕ за 
відомими деформаційними характеристиками матеріалу (локальної критичної 
деформації ес або її складових, критичного розкриття тріщини δс, питомої енергії 
пружно-пластичного деформування Wс тощо) дасть значення нижчі за реальні, 
що, своєю чергою, забезпечить запас міцності конструкції. 

Критичні значення деформацій біля вершини тріщини  
за двовісного навантаження 

Компоненти деформації 
æ 

exx c eyy c ezz c 

Критичні зусилля  
P1c, kN 

0,7 –0,025 / –0,028 0,140 / 0,179 –0,190 / –0,120 70000 

0 –0,070 / –0,045 0,280 / 0,237 –0,110 / –0,085 77300 

–0,5 –0,072 / –0,051 0,310 / 0,282 –0,050 / –0,050 55000 

Примітка: значення компонентів деформації у чисельнику одержані з використанням 
МСЕ, a в знаменнику – методом ЦКЗ або тензометричним профілографом. 

 

 

Рис. 5. Залежність параметра  
β від жорсткості навантаження æ:  

1 – exx c; 2 – eyy c; 3 – ezz c . 

Fig. 5. Dependence of parameter  
β on loading ratio æ:  

1 – exx c; 2 – eyy c; 3 – ezz c.  

ВИСНОВКИ 
Завдяки коректно побудованій моделі, а саме: відтворенню геометрії зразка, 

врахуванню пластичної зони перед вершиною тріщини і використанню істинної 
діаграми деформування під час розрахунків вдалося досягнути доброї збіжності 
експериментальних і розрахункових результатів. Встановлено, що поля деформа-
цій, одержані методами МСЕ та ЦКЗ, якісно подібні, тенденції зміни складових 
деформації зі зміною жорсткості зовнішнього навантаження ідентичні, а розбіж-
ність між критичними значеннями визначальних складових деформації не пере-
вищує 22% і вказує на запас міцності під час розрахунків. 

РЕЗЮМЕ. Проведено сравнение распределений деформации в зоне предразрушения 
крестообразных образцов при двухосном нагружении, полученных методами цифровой 
корреляции изображений и конечных элементов. Показано, что использование истинной 
диаграммы деформирования в алгоритме расчета методом конечных элементов значи-
тельно повышает точность моделирования. Установлено влияние двухосного нагружения 
на распределение деформаций и получена хорошая сходимость экспериментальных и рас-
четных результатов определения локальных деформаций перед вершиной трещины. 

SUMMARY. Comparison of strain maps in the process zone of a cruciform specimen under 
biaxial loading obtained by digital image correlation technique and finite element analysis is 
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performed. It is shown that the use of true stress-strain curve in the algorithm of the finite ele-
ment method significantly improves the accuracy of the simulation. The influence of biaxial 
loading ratio on local strain distribution is established. Good convergence between experimental 
and simulation results of local strains determining at the crack tip is obtained. 

Робота виконана за підтримки Національного фонду природничих наук 
Китаю, згідно з проектом № 61170135. 
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