
 49

Ô³çèêî-õ³ì³÷íà ìåõàí³êà ìàòåð³àë³â. – 2018. – ¹ 3. – Physicochemical Mechanics of Materials 

УДК 517.958: 536.12: 620.198  

НЕСТАЦІОНАРНА ТЕМПЕРАТУРНА ЗАДАЧА ДЛЯ ЦИЛІНДРИЧНОЇ 
ОБОЛОНКИ З БАГАТОШАРОВИМИ ТОНКИМИ ПОКРИВАМИ 

JING-LIANG CHEN 1, Н. О. ГЕМБАРА 2, М. М. ГВОЗДЮК 3 
1 School of Computer Science, Hubei University of Technology, Wuhan, China; 

2 
Українська академія друкарства, Львів; 

3 
Фізико-механічний інститут ім. Г. В. Карпенка НАН України, Львів 

Побудовано математичну модель для визначення нестаціонарного температурного 
поля в циліндричній оболонці з односторонніми тонкими багатошаровими покрива-
ми, які знаходяться у середовищах з різними температурами. Отриманий аналітич-
ний розв’язок порівняно з числовими та експериментальними результатами на при-
кладі визначення нестаціонарного температурного поля у циліндричному корпусі 
реактора, стінка якого захищена від корозії двошаровим покривом. Відносна похиб-
ка між теоретичними розрахунками та результатами експерименту не перевищує 5%. 

Ключові слова: багатошаровий покрив, циліндрична оболонка, нестаціонарне тем-
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Актуальною проблемою сучасного машинобудування є забезпечення захис-
ту поверхні елементів конструкцій від впливу агресивного середовища та низь-
ких або високих температур [1–3]. Ефективним інженерним вирішенням цього 
завдання є нанесення захисного покриву. За нерівномірного нагрівання в основ-
ному матеріалі оболонки та шарах покриву встановлюється нерівномірний розпо-
діл температури, що призводить до появи температурних напружень, які руйну-
ють шари покриву та оболонки. Очевидно, що розподіл температурних напру-
жень залежить від температурного поля. Для аналізу і прогнозування роботоздат-
ності конструкційних елементів з покривами важливого практичного значення 
набуває побудова відповідних математичних моделей і методів їх реалізації. 

У науково-технічній літературі [4–13] відомі різні підходи, які дають можли-
вість брати до уваги малість товщини покриву відносно товщини основи під час 
розрахунку температури в системі тіло–покрив. Одним з таких ефективних спо-
собів є моделювання впливу покриву спеціальними крайовими умовами.  

Формулювання задачі та її розв’язок. Нижче запропоновано підхід до мо-
делювання теплопровідності оболонок з односторонніми багатошаровими тонки-
ми покривами, які контактують зі зовнішнім середовищем за різних температур. 
Він ґрунтується на моделюванні покривів фізичними поверхнями з відповідними 
теплофізичними характеристиками. Це дало змогу звести розв’язування крайової 
задачі математичної фізики для неоднорідного тіла до однорідного з певними 
ускладненими нелінійними крайовими умовами, які враховують вплив тонких 
багатошарових покривів на теплообмін з робочим середовищем. 

Розглянемо оболонку довільної форми товщиною 2h0 в ортогональній систе-
мі координат 0 0 0, ,α β γ . На поверхню 0 0hγ =  оболонки нанесено багатошаровий 

покрив з різними товщинами 1 22 , 2 , ..., 2 nh h h  і теплофізичними характеристика-

ми. Кожний шар покриву вважаємо тонкою оболонкою.  
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Задачу теплопровідності для оболонки і шарів покриву зводять до розв’язан-
ня системи диференціальних рівнянь: 
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; i∆  – оператор Лапласа в ортогональних координатах ( , )α β ; 

i i ia c= λ  – коефіцієнт температуропровідності, ic  – теплоємність, iλ  – коефіці-

єнти теплопровідності оболонки і шарів покриву, τ – час, 0, 1, 2, ...,i n= . 

Приймаємо, що на контактних поверхнях оболонки і захисного шару та між 
шарами виконуються умови ідеального теплового контакту: 
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На поверхнях контакту оболонки зі зовнішнім середовищем і n-го шару по-
криву зі зовнішнім середовищем відбувається теплообмін за законом Ньютона 

 ( )0 0
0 0

0
0ct

t t
∂ α− − =
∂γ λ

 при 0hγ = − , 

 ( ) 0cn n
n n

n

t
t t

∂ α+ − =
∂γ λ

 при nhγ = , (3) 

де nα  і 0α  – коефіцієнти тепловіддачі з поверхонь; c
nt  і 0

ct  – температури сере-

довищ. 
Крайові умови на торцевих поверхнях, які обмежують оболонку і покрив, 

приймаємо І–ІІІ роду. 
Для нестаціонарної задачі теплопровідності задаємо початкову умову 

 ( ), ,i it t= α β γ  при 0τ = . (4) 

Використовуючи операторний метод [14] розв’язування диференціальних 
рівнянь теплопровідності, умови ідеального теплового контакту між шарами та 
зробивши відповідні математичні перетворення, отримали узагальнену крайову 
умову теплообміну оболонки зі зовнішнім середовищем через тонкі багатошарові 
покриви:  
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де 0 0,n nλ α  – відповідно узагальнені операторні коефіцієнти теплопровідності і 

тепловіддачі на поверхні оболонки. 
Шляхом граничного переходу, коли товщина шару покриву прямує до нуля 

0( 1, ..., )ih i n→ = , та введенням приведених теплопровідностей 2i i ih
∗λ = λ ⋅  і 

термоопору шарів покриву 2i i ir h= λ , отримали наближені формули для 

0 0,n nλ α : 
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Таким чином, задача теплопровідності для оболонки з одностороннім бага-
тошаровим покривом зведена до розв’язання одного диференціального рівняння 
теплопровідності для оболонки  
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з узагальненою крайовою умовою (5).  
Розв’язок рівняння (7) шукали у вигляді 

 ( ) ( )0 0 0cos( ) , , sin ( ) , ,1 1t p A p B= γ ⋅ α β τ + γ ⋅ α β τ , (8) 

де невідомі коефіцієнти А1, В1 виразили через інтегральні характеристики темпе-
ратури: 
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Підставивши розв’язок (8), виражений через інтегральні характеристики 
температури Т1 і Т2, у крайові умови задачі, отримали зв’язану систему рівнянь 
для визначення величин Т1 і Т2:  
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З рівнянь (10) отримаємо аналогічні рівняння для задачі теплопровідності 
оболонки без покриву [14]. 

Розв’язати таку систему дуже складно. Тому для практичних цілей достат-
ньо в рівняннях (10) обмежитись скінченною кількістю членів розкладу в ряд ди-

ференціальних операторів 0 0ctg p h  і 1
0 0 0 0(1 ctg )p h p h −− . Наприклад, коли обме-

жились першими членами, то отримали наближену систему рівнянь 
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з крайовими умовами 
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Якщо коефіцієнти теплообміну однакові, тобто 0 0nα = α , система рівнянь 

розділяється на два незалежні рівняння.  
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У загальному випадку, коли система взаємозв’язана, виразивши інтегральні 
характеристики температури через температурні функції F1 і F2: 
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,   2 2 1
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F F
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, (13) 

звели систему до двох незалежних диференціальних рівнянь для визначення Fi: 
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Якщо 1T  і 2T  знайдені, то температуру визначаємо за формулою [14] 

 1 2( , , ) ( , ) ( , )t T Tα β γ = α β + γ α β . (15)  

Нестаціонарне температурне поле у напівобмеженій циліндричній обо-
лонці з одностороннім багатошаровим покривом. Далі розглядали напівобме-
жену циліндричну оболонку з одностороннім багатошаровим покривом (рис. 1). 
Між боковою поверхнею оболонки і навколишніми зовнішнім та внутрішнім се-
редовищами відбувається конвективний теплообмін за законом Ньютона. Причо-
му, 0 nα ≠ α . Температуру зовнішнього середовища приймаємо сталою і рівною 

початковій температурі 0
ct  оболонки. Температура внутрішнього середовища c

nt . 

На торці оболонки підтримуємо сталу температуру t1. 
Початкові і крайові умови можна записати так: 
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Рис. 1. Розрахункова схема  
напівобмеженої циліндричної  
оболонки з одностороннім  
багатошаровим покривом  
(h = h0 + h1 + h2 + … + hn). 

Fig. 1. Сalculation scheme  
of a semi-limited cylindrical shell  
with one-sided multilayer coating  

(h = h0 + h1 + h2 + … + hn). 

Оскільки коефіцієнти теплообміну на поверхнях різні 0 nα ≠ α , то задачу 

про визначення температурного поля в оболонці з покривом зводять до розв’язу-
вання незалежних рівнянь (14), які тут набудуть вигляду 
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за крайових умов: 
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Застосувавши інтегральне перетворення Лапласа, отримали розв’язок цієї 
задачі у вигляді 
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Визначення розподілу температури по товщині стінки корпусу реактора 
під час нагрівання зі сторони наплавлення. Розглядали задачу розподілу тем-
ператури у стінці корпуса реактора гідрокрекінгу нафти (РГК), а саме: циліндрич-
ний корпус реактора, виготовлений зі сталі 15Х2МФА-А товщиною xα = 0,2 m і 
захищений двошаровим наплавленням з нержавних аустенітних сталей 07Х25Н13 
і 04Х20М10Г2Б зі сумарною товщиною xγ = 0,006 m.  

Реактор наводнювався внаслідок контакту з воднем зі сторони наплавлення 
за тиску P = 150 МPа і температури T = 450°C (723 K), протилежна сторона стін-
ки корпусу РГК контактує з навколишнім середовищем з температурою 20°C 
(293 K). У результаті контакту з водневмісним середовищем високої температури 
стінка корпусу нерівномірно нагрівається. Під час розрахунку температурного 
поля корпус реактора моделювали циліндричною оболонкою з одностороннім 
двошаровим покривом. 

Раніше отримано [15–23] розв’язок відповідної задачі теплопровідності ме-
тодом скінченних елементів (МСЕ). Розглядали інтервал 0,006 0,2x− ≤ ≤  за тов-
щиною стінки корпусу, який розбивали на скінченні елементи (СЕ) нерівномір-
ною сіткою, в якій вони подрібнюються в околі краю матеріалів x = 0. А саме, 
наплавку розбивали на 29 СЕ, серед яких найменший межує з границею розділу x 
= 0 і має довжину 0,5 µm. Інтервал, який займає основний метал товщиною x2, 
розбивається на 60 елементів, з яких найменший також прилягає до границі 
розділу матеріалів x = 0 і має довжину 5 µm.  

Аналогічну задачу розв’язали, використавши аналітичний розв’язок (20), 
прийнявши такі крайові умови. Через циліндричні поверхні відбувається тепло-

передача у внутрішнє (α2 = 1000 W/m2⋅°C, c
nt  = 450°C) і зовнішнє (α0 = 45 W/m2⋅°C, 

0
ct = 20°C) середовища. На торцевій поверхні знизу задана температура t1 = 450°C. 

Коефіцієнти теплопровідності приймали: λ0 = 46,5 W/m⋅°C; λ1 = 23 W/m⋅°C;  
λ2 = 18 W/m⋅°C; h1 = h2 = 3⋅10–3 m.  



 54

На рис. 2 порівняно розподіл температури по товщині корпусу, розраховано-
го МСЕ [15–23] (штрихові лінії) і обчисленого з використанням лінійного набли-
ження температури по товщині (суцільні). Як бачимо, суттєве відхилення резуль-
татів є тільки за малих часів τ < 0,2 h. З часом відхилення зменшується, і за 
τ > 3 h результати практично збігаються.  

 

Рис. 2. Розподіл температури по товщині 
стінки у різні моменти часу: 1 – τ = 0,14 h;  

2 – 0,6 h; 3 – 1,5 h; 4 – 3 h; 5 – 30 h 
(штрихові лінії – МСЕ,  

суцільні – розраховані результати,  
точки – експериментальні). 

Fig. 2. Distribution of temperature  
across the thickness of the wall at different 

moments of time: 1 – τ = 0.14 h;  
2 – 0.6 h; 3 – 1.5 h; 4 – 3 h; 5 – 30 h  

(dashed lines – FEM,  
solid – our results,  

points – experimental data). 

Експериментальне визначення зміни температури по товщині зразка 
під час нагрівання зі сторони наплавлення. Для перевірки створеної моделі 
виконували експериментальні дослідження з визначення розподілу температури 
по товщині зразків з протикорозійним наплавленням. Для випробувань виготови-
ли серію із чотирьох тришарових зразків. Циліндричні зразки діаметром 72 mm і 
висотою 66 mm з наплавленнями загальною товщиною 6 mm виготовляли відпо-
відно до стандарту ASTM G146-01 (рис. 3).  

Як основний метал використовували сталь 15Х2МФА-А. Перший захисний 
протикорозійний шар наносили одношаровим ручним електрошлаковим наплав-
ленням із нержавної аустенітної сталі 07Х25Н13, а другий – з 04Х20М10Г2Б.  

Після наплавлення зразки піддали відпуску за температури 700…715°С 
упродовж 7 h.  

 

Рис. 3. Загальний вигляд установки (а) для нагріву зразків (b)  
та схема зразка з центральним отвором для термопари (c). 

Fig. 3. General view of the installation (a) for heating the samples (b)  
and the scheme of the sample with the central hole for the thermocouple (c). 

Для контролю температури по товщині зразка зі сторони основного металу в 
центрі висвердлювали отвір діаметром 4 mm (рис. 3с). Глибина отвору l i для кож-
ного зразка різна: l1 = 60 mm; l2 = 40 mm; l3 = 20 mm; l4 = 2 mm. 

Нагрівали зразок з можливістю контролю і реєстрації робочих параметрів у 
спеціальній камері у вигляді товстостінної керамічної труби з відкритими торця-
ми, яку вставляли в електропіч СНОЛ-1, 6.2,5/9-ИЗ УХЛ4.2 через отвір у термо-
ізолюючій кришці (рис. 3а). Швидкість нагріву зразка становила 80…100°С/h, 
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температура витримки 450°С, час витримки 30±1 h. Контролювали температуру 
нагріву за допомогою регулятора-вимірювача типу РТ-0102 (рис. 4а) з подаль-
шим записом діаграми температурного впливу на комп’ютері. 

Графік контролю у реальному часі параметрів нагріву і витримки досліджу-
ваних зразків подано на рис. 4b. 

 

Рис. 4. Загальний вигляд блока вимірювання температури (a)  
та діаграма зміни температури за нагрівання та охолодження зразків (b). 

Fig. 4. General view of the temperature measurement unit (a)  
and temperature control when heating and cooling the samples (b). 

Сигнал від термопари поступав на прилад РТ-0102, який дає можливість ві-
зуального контролю температури на цифровому індикаторі. Температуру вимі-
рювали по товщині зразка залежно від часу витримки за допомогою термоелек-
тричного перетворювача типу ТХА-1007, який поміщали у центральний отвір. 

Щоб перенести результати експериментальних вимірювань температури у 
зразках висотою 66 mm на реальний корпус реактора, стінка якого має товщину 

206 mm, використали критерій подібності Фур’є: 2/OF a h= τ , де h – характерний 

лінійний розмір. У результаті отримали, що глибині отвору l1 = 60 mm відповідає 
точка на графіку x = 0,001 m; l2 = 40 mm – x = 0,07 m; l3 = 20 mm – x = 0,13 m;  
l4 = 2 mm – x = 0,19 m (точки на рис. 2).  

Відносна похибка між теоретичними розрахунками і експериментальними 
результатами становить не більше 5%. Це дає підстави вважати, що отримані в 
першому наближенні співвідношення для визначення температурного поля задо-
вільно описують зміну температури в оболонках з багатошаровими покривами і 
їх можна застосовувати в інженерній практиці. 

ВИСНОВКИ 
Побудовано математичну модель для визначення нестаціонарного темпера-

турного поля в циліндричній оболонці з односторонніми тонкими багатошарови-
ми покривами, яка знаходиться в середовищах з різними температурами. Вплив 
покривів на розподіл температури враховано через узагальнені умови теплообмі-
ну зі зовнішніми середовищами. Матеріали оболонки та покривів мають різні 
теплофізичні характеристики. На контактних поверхнях оболонки і шарів та між 
шарами виконуються умови ідеального теплового контакту. За допомогою опера-
торного методу розв’язок рівняння теплопровідності для циліндричної оболонки 
записано через інтегральні характеристики температури, які визначено зі системи 
двох диференціальних рівнянь. Апробовано отриманий розв’язок за допомогою 
МСЕ та експериментально на прикладі визначення нестаціонарного температур-
ного поля у циліндричному корпусі реактора з переробки нафти, стінка якого 
захищена від корозії двошаровим покривом. Відносна похибка теоретичних роз-
рахунків і експериментальних результатів становить не більше 5%. 
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РЕЗЮМЕ. Построена математическая модель для определения нестационарного 
температурного поля в цилиндрической оболочке с односторонними тонкими многослой-
ными покрытиями, которую окружают среды с различными температурами. Проведена 
апробация полученного аналитического решения с численными результатами и экспери-
ментально на примере определения нестационарного температурного поля в цилиндриче-
ском корпусе реактора, стенка которого защищена от коррозии двухслойным покрытием. 
Относительная погрешность между теоретическими расчетами и экспериментальными 
результатами составляет не более 5%. 

SUMMARY. A mathematical model for the determination of a non-stationary temperature 
field in a cylindrical shell with one-sided thin, multilayer coating, surrounded by media with 
different temperatures, was constructed. The obtained analytical solution is compared with 
numerical and experimental results on an example of determining the non-stationary temperature 
field in a cylindrical reactor vessel, the wall of which is protected from corrosion by a two-layer 
coating. Relative error of theoretical calculations and experimental data does not exceed 5%. 
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