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Методом сингулярних інтегральних рівнянь розглянуто плоску періодичну задачу 
теорії пружності для квазіортотропної півплощини з нескінченним рядом крайових 
кутових закруглених вирізів. За використання єдиного підходу до розв’язування 
задач концентрації напружень біля вирізів з гострими та закругленими вершинами 
отримано коефіцієнти інтенсивності напружень у гострих вершинах відповідних 
крайових вирізів. Цим же методом розв’язано задачу про розподіл напружень у ква-
зіортотропній півплощині зі синусоїдним краєм.  

Ключові слова: квазіортотропний матеріал, періодична система крайових вирізів, 
метод сингулярних інтегральних рівнянь, коефіцієнт інтенсивності напружень. 

Вступ. Вплив вільної поверхні тіла на розподіл напружень біля крайових 
вирізів здебільшого вивчають на пружній півплощині. Плоску періодичну задачу 
для пружної ізотропної півплощини вивчали, в основному, коли півплощина міс-
тила систему тріщин, отворів або включень [1, 2]. 

Нижче розглянуто періодичну задачу для квазіортотропної півплощини з 
криволінійним краєм. Крайову задачу для такої області, подібно до ізотропного 
випадку [1–5], зведено до сингулярного інтегрального рівняння (СІР) з ядром 
Гільберта на частині межі півплощини, що міститься в основній смузі періодів. 
Числовим методом квадратур знайдено розв’язок інтегрального рівняння для 
півплощини зі синусоїдним та пилкоподібним краями. 

Квазіортотропна площина з періодичною системою криволінійних трі-
щин. Нехай пружна квазіортотропна площина [6–10], яка належить до декартової 
системи координат xOy , послаблена періодичною системою тріщин вздовж 

гладких криволінійних контурів. У смузі періодів шириною d розташована одна 
тріщина. Осі Ox  і Oy  вибрано вздовж головних осей ортотропії. Контур тріщи-

ни в основній смузі періодів ( | | ,x d y≤ − ∞ < < ∞ ) позначимо через L. Вважати-

мемо, що на берегах всіх тріщин діє таке ж самозрівноважуване навантаження, як 
і на контурі L: 

 0( ) ( ) ( ), ,N t iT t p t t x iy L± ±+ = = + ∈  (1) 

де ( )N t±  і ( )T t±  – нормальна і дотична компоненти вектора напружень, а на 

нескінченності заданий одновісний розтяг напруженнями x q∞σ = . 

Напружено-деформований стан площини задовольняє умови періодичності 
(напруження – періодичні функції x з періодом d).  

Задачу розв’язуватимемо методом СІР [1, 2]. Застосуємо метод суперпозиції, 
шукаючи комплексні потенціали напружень для квазіортотропного тіла у вигляді  
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 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) = ( ) ( ), ( ) = ( ) ( ),z z z z z z∗ ∗Φ Φ + Φ Ψ Ψ + Ψ  

де 0 2
1 1( ) 4,z q−Φ = γ  0 2

1 1( ) 2z q−Ψ = −γ . 

Тут і надалі індекс “1” біля всіх комплексних величин вказує на їх пов’яза-
ність з площиною 1z x i y= + γ , де γ – параметр ортотропії (для плоско-напруже-

ного стану 4 x yE Eγ = , ,  x yE E  – модулі пружності вздовж осей Ox  і Oy ). Інте-

гральні зображення комплексних потенціалів напружень Колосова–Мусхелішвілі 
*
1 1( )zΦ  і *

1 1( )zΨ  для такої задачі мають вигляд подібний як у ізотропному випад-

ку [11]: 
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∫

∫  (2) 

де 1 1( )g t′  – невідома густина, яку виражають через похідну стрибка вектора пере-

міщень u  і v  за переходу через контур L, якому у площині 1z x i y= + γ  відпові-

дає контур 1L . 

Використовуючи вирази компонент тензора напружень , ,x y xyσ σ τ  через 

комплексні потенціали *
1 1( )zΦ  і *

1 1( )zΨ  та задовольняючи за допомогою потенці-

алів (2) крайову умову (1), отримаємо СІР [2, 7] 
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1[ ( , ) ( ) ( , ) ( ) ] ( ),
L

K t t g t dt L t t g t dt P t t L′ ′ ′ ′ ′ ′+ = π ∈∫ ɶ , (3) 

в якому ядра та праву частину визначають співвідношення 
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де 2
0( ) ( ) (1 ) 2p t p t q dt dt′ ′ ′ ′= − − γ . 

Інтегральне рівняння (3) для довільної неперервної правої частини ( )p t′  має 

єдиний розв’язок у класі функцій з інтегровною особливістю на кінцях контуру L 
за додаткової умови 

 0'( ) 0
L

g t dt a= =∫ , (4) 

яка забезпечує однозначність переміщень за обходу контуру L. 

Періодична крайова задача теорії пружності для півплощини з криволі-
нійним краєм. Розглянемо пружну півплощину з гладким періодичним криволі-
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нійним краєм, частину контуру якого в основній смузі періодів (| |x d≤ ) позначи-

мо через L. Вважатимемо, що на краю півплощини діє періодичне навантаження 

 0( ),N iT p t t L+ = ∈ . 

Комплексні потенціали напружень та інтегральне рівняння сформульованої 
задачі отримаємо з вищенаведених результатів для періодичної системи криволі-
нійних розрізів у пружній площині, вважаючи, що контур L повністю перетинає 
основну смугу періодів і межі утворених півплощин є гладкими лініями. Тоді 
рівняння (3) зводимо до повного СІР з ядром Гільберта [12]. Таке рівняння має 
розв’язок, який залежить від довільної сталої, лише за умови  

 0( ) 0
L

p t dt =∫ , (5) 

що забезпечує рівність нулю головного вектора зовнішніх зусиль, які діють на 
контурі L. Надалі вважатимемо, що зовнішнє навантаження задовольняє умову 
(5). Єдиний розв’язок рівняння (3) отримаємо за додаткової умови (4), яка вже 
має іншу фізичну інтерпретацію. Ця умова тепер забезпечує періодичність векто-
ра стрибка переміщень стосовно змінної x. 

Подібно до інтегрального рівняння для багатозв’язної області [8], додамо до 
лівої частини рівняння (3) регуляризувальний оператор. У результаті отримаємо 
модифіковане інтегральне рівняння 
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1
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1
[ ( , ) ( ) ( , ) ( ) ] ( ),
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ds
K t t g t dt L t t g t dt a P t t L

d dt

′δ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + = π ∈
′∫ ɶ , (6) 

яке має єдиний розв’язок для довільної правої частини 1 1( )P t′ɶ . Коли зовнішнє 

навантаження задовольняє умову (5), оператор 0a  (4) дорівнює нулю і рівняння 

(6) визначає розв’язок сформульованої задачі. Тут 1s′  – дугова абсциса, яка відпо-

відає точці 1t′  на контурі 1L , 0δ ≠  – довільне дійсне число. 

Параметричне рівняння контуру 1L  запишемо у вигляді 

 ( ) [ ]1 1 (1 ) (1 ) / 2, ,t l t t= ω ξ = + γ + − γ − π ≤ ξ ≤ π  

де l – вибраний параметр розмірності довжини, а рівняння 

 ( ) ,t l= ω ξ π ≤ ξ ≤ π   (7) 

описує контур L у площині z x iy= + . 

 Тепер інтегральне рівняння (9) подамо у безрозмірному вигляді  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1

, , , ,M u N u d P
π

−π

 ξ η ξ + ξ η ξ ξ = η − π ≤ η ≤ π
 π ∫

ɶ  (8) 

де  
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| '( ) |
, , ,  , , ;

' ( )

' ' , ( ) ( ( )) .

l
M lK l l N lL l l

d

u g l q P P l q

ω ηδξ η = ω ξ ω η + ξ η = ω ξ ω η
ω η

ξ = ω ξ ω ξ η = ω ηɶ ɶ

 

Таким чином, задачу зведено до знаходження 2π-періодичної неперервної 
функції із СІР (8), що має єдиний розв’язок для довільної правої частини. Число-
вий розв’язок такого рівняння можна отримати методом квадратур. 

Квазіортотропна півплощина зі синусоїдним краєм. Розглянемо розтяг на 
нескінченності пружної півплощини зі синусоїдним краєм, вільним від наванта-
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ження ( 0( ) 0p t = ). Тут і далі виберемо за параметр l максимальну глибину крайо-

вих вирізів (рис. 1). Функцію ( )ω ξ  у параметричному рівнянні (7) для синусоїди 

запишемо у вигляді 

 ( ) ( ) (1 cos ) 2,iω ξ = ξ πγ − + ξ − π ≤ ξ ≤ πɶ , 

де параметр 2 /l dγ =ɶ . 

 

Рис. 1. Квазіортотропна півплощина  
з періодичним криволінійним краєм. 

Fig. 1. А quasi-orthotropic half-plane  
with а periodic curvilinear edge. 

 

 
Значення напружень на краю півплощини знайдемо за формулою [14]  

 * 2
1 1 1( ') 4Re[ (4 ) ( )],s t q t t L− ′ ′σ = γ + Φ ∈ , 

де 
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d d
− π′ ′ ′ ′ ′Φ = − + −∫ .  

Коефіцієнт концентрації напружень (ККН) *
t sk q= σ  у вершині вирізу  
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∑ . (9) 

Тут ( )2 1 (2 ) , 1,2k k n k nξ = π − − π = . Значення u(0) визначаємо на основі інтерпо-

ляційної формули Лагранжа на рівномірних вузлах  
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− ξ = ξ − ξ  
 

∑ . 

Числові розрахунки ККН (9) виконано для параметра 2 /l dγ =ɶ  у межах 

0,01 100≤ γ ≤ɶ  (рис. 2).  

Рис. 2. Залежність коефіцієнта 
концентрації напружень kt  

у вершині вирізу від параметра 2l/d  
для квазіортотропної півплощини  

зі синусоїдним краєм. 

Fig. 2. Stress concentration factor kt  
at the notch tip vs. parameter 2l/d  
for a quasi-orthotropic half-plane  

with a sinusoidal edge. 
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Зі зменшенням радіуса кривини до нуля ККН tk  прямує до нескінченності, а 

зі збільшенням віддалі між вершинами вирізів, тобто зі зменшенням параметра 
γɶ , значення tk  наближається до одиниці (півплощина з прямолінійним краєм). 

Закруглені крайові кутові вирізи. Нехай пружна півплощина послаблена 
періодично розміщеними кутовими вирізами зі закругленими вершинами. Край 
півплощини вільний від навантаження ( 0( ) 0p t = ), а на нескінченності задане 

розтягувальне напруження x qσ = . Контур вирізу складається з прямолінійних 

ділянок, розміщених під кутом 2β  і сполучених дугою кола радіуса 1ρ = ρ , а 

також плавно з’єднаних по дузі кола радіуса 2ρ  з прямолінійним краєм півпло-

щини. Довжина прямолінійної ділянки краю півплощини між сусідніми вирізами 
рівна 2a  (рис. 3) 

 

Рис. 3. Квазіортотропна півплощина з періодичною системою  
закруглених кутових вирізів. 

Fig. 3. A quasi-orthotropic half-plane with a periodic system of rounded V-notches. 

Введемо безрозмірні параметри 1 lε = ε = ρ , 2 2 lε = ρ , 3 a lε = , 2l dγ =ɶ , 

які зв’язані між собою залежністю  

 [ ]{ }1 2 1 2 31 1 ( )(1 sin ) tg ( )cosγ = − ε + ε − β β + ε + ε β + εɶ . 

Беручи до уваги симетричність контуру L стосовно осі Oy, запишемо його 
параметричне рівняння у вигляді 
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де 
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( )( 2 ) 1 ( )(1 sin ) cos .
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c

ξ = ε π − β ξ = ξ + − ε + ε − β β
ξ = ξ + ε π − β

= ε + ε + ε π − β + − ε + ε − β β π

  

 Числові розрахунки для ККН виконали за різних значень параметрів 1ε , 3ε  

та кута β, коли 2 0ε → . Поклавши 0β = , отримуємо періодичну систему кра-

йових U-подібних вирізів (рис. 4).  

 

Рис. 4. Залежність ККН у вершині U-подібного вирізу (β = 0) від відносної віддалі  
між вирізами для різних їх відносних глибин, коли параметр ε = 1 (a) та ε = 0,5 (b). 

Fig. 4. Stress concentration factor (SCF) at the tip of the U-notch (β = 0) vs. dimensionless 
notch spacing for various relative notch depths for parameter ε = 1 (a) and ε = 0.5 (b). 

Розглянемо також пилкоподібний край півплощини, коли кутові закруглені 
вирізи з’єднуються ( 3 0ε = ). Обчислили залежності ККН від кута розхилу 2β 

(рис. 5) для різних відносних радіусів кривини вершини вирізу. Як бачимо, ККН 
досягають максимальних значень у внутрішніх точках інтервалу 0 2< β < π .  

Рис. 5. Залежність ККН  
для квазіортотропної півплощини  

з пилкоподібним краєм від кута розхилу 
вирізу для відносного радіуса 
закруглення 2β його вершини,  

коли параметр ρ/l = 0,5. 

Fig. 5. SCF at the tips of а saw-tooth  
quasi-orthotropic half-plane edge  

vs. the vertex angle 2β  
for parameter ρ/l = 0.5. 

 

ККН у вершинах закруглених кутових вирізів у квазіортотропній площині 
досягають більших значень, коли параметр ортотропії 1γ > , тобто ККН більший 

тоді, коли вісь більшого модуля пружності збігатиметься з віссю розтягу пло-
щини. 
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Гострі кутові вирізи у квазіортотропній півплощині. Для обчислення уза-
гальнених коефіцієнтів інтенсивності напружень (КІН) у вершинах гострих кра-
йових кутових вирізів використаємо залежність [1, 2] 

 IV
I

0I

1
[lim 2 ) ( )]( 0sK

R
λ ∗

ρ→
= πρ σɶ . 

Для цього у вершині гострого кутового вирізу необхідно знати як коефіцієнт 
впливу закруглення вирізу IR , так і показник особливості напружень Ιλ . Для 

квазіортотропного матеріалу маємо [11, 12]: 

 2 3 4
1 1 1 11,247cos ( ) 1,312cos ( ) 0,8532cos ( ) 0,2882cos( ),Ιλ = β α − β α + β α − β α  

де 1( ) arctg( tg )β α = π + γ α , α = π − β . Побудовано залежність безрозмірного КІН 
V V
I I= /( ( ) )F K p l Ιλπɶ ɶ  від кута розхилу вирізу 2β  (рис. 6).  

 

Рис. 6. Залежність безрозмірного КІН VFΙ
ɶ  від кута розхилу 2β для відносних віддалей  

між крайовими кутовими вирізами a/l = 0 (a) та a/l = 2 (b) у квазіортотропній півплощині. 

Fig. 6. Dimensionless stress intensity factor VFΙ
ɶ  vs. the notch vertex angle 2β  

for relative distances between boundary notches a/l = 0 (a) and a/l = 2 (b)  
in a quasi-orthotropic half-plane. 

Коли кут 2β = 180°, особливість поля напружень у вершині вирізу зникає, а 

тому 1VFΙ =ɶ , що є наслідком прийнятого означення узагальненого КІН.  

ВИСНОВКИ 
Розглянуто періодичну задачу теорії пружності для квазіортотропної півпло-

щини з криволінійним краєм періодичної форми. Крайову задачу для такої облас-
ті зведено до СІР. Знайдено ККН у вершинах синусоїдного, U-подібного та за-
кругленого кутового вирізів у квазіортотропній півплощині за одновісного розтя-
гу на нескінченності. Обчислено КІН у гострих вершинах крайових кутових вирі-
зів у квазіортотропній півплощині залежно від кута розхилу вирізу.  

РЕЗЮМЕ. Методом сингулярных интегральных уравнений рассмотрена плоская 
периодическая задача теории упругости для квазиортотропной полуплоскости с бесконеч-
ным рядом краевых угловых закругленных вырезов. При использовании единого подхода 
к решению задач концентрации напряжений у вырезов с острыми и закругленными вер-
шинами получены коэффициенты интенсивности напряжений в острых вершинах крае-
вых вырезов. Этим же методом решено задачу о распределении напряжений в квазиорто-
тропной полуплоскости с синусоидальным краем. 
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SUMMARY. The method of singular integral equation in application to solving the periodic 
problem of elasticity theory for a quasi-orthotropic plane containing an infinite row of edge 
rounded notches is considered. Stress intensity factors at the sharp tips of the edge notches are 
calculated using the unified approach to solving the problems on stress concentration at sharp or 
rounded notch vertexes. The same method is used for solving the problem on stresses distribu-
tion in a quasi-orthotropic half-plane with a sinusoidal boundary.  
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