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Вивчено локальне розшарування за круговою областю між пружним теплопровід-
ним півпростором та жорсткою термоізольованою основою під дією розподілених 
по колу стоків тепла. Відповідну осесиметричну контактну задачу термопружності 
зведено до інтегрального рівняння типу Абеля та отримано замкнутий його розв’я-
зок. Проаналізовано залежності форми зазору між тілами і нормальних контактних 
напружень ззовні зазору від інтенсивності стоків тепла та відстані від них до по-
верхні півпростору. 

Ключові слова: пружний півпростір, жорстка основа, коловий стік тепла, кругове 
розшарування. 

Вступ. Під час взаємодії тіл з узгодженими поверхнями між ними може від-
буватися розшарування і виникнення зазорів під дією силових і термічних наван-
тажень, зосереджених у приповерхневих областях. Зроблено огляд публікацій, у 
яких порушення контакту тіл досліджено за механічних навантажень [1]. Розв’я-
зано плоску [2] і осесиметричну [1, 3] задачі про порушення контакту тіл, зумов-
лене зосередженими стоками тепла. Розшарування між пружними півплощинами, 
одна з яких має кругове включення, за нагрівання до сталої температури вивчено 
за умов гладкого їх контакту [4] та зі зчепленням і проковзуванням [5]. Дослідже-
но [6–9] термомеханічне порушення контакту півпросторів внаслідок неідеально-
го теплового контакту з термоопором на локальних ділянках. Розглянуто [10] 
контакт пружного півпростору з жорсткою термоізольованою основою за дії 
стоку тепла, рівномірно розподіленого вздовж кола радіуса R, розташованого на 
відстані d від межі півпростору. Аналіз нормальних контактних напружень, які 
виникають при цьому, показав, що зі збільшенням інтенсивності стоку тепла, 
коли d менше за певну критичну відстань dcr (dcr ≈ 1,1 R), може відбуватися як 
кільцеве, так і кругове розшарування тіл; якщо ж d > dcr, то відбуватиметься лише 
кругове. Кільцеве розшарування при d < dcr вивчено раніше [11], тут дослідили 
кругове. 

Формулювання задачі. Розглянемо односторонній контакт пружного теп-
лопровідного півпростору та жорсткої термоізольованої основи під дією прикла-
деного до півпростору на нескінченності тиску p і розподіленого по колу радіуса 
R стоку тепла сталої інтенсивності ω. Вважаємо, що відстань d від стоку тепла до 
поверхні контакту більша за критичну відстань dcr ≈ 1,1 R [10] і між тілами внас-
лідок локального охолодження виникає кругове розшарування (рис. 1). Його ра-
діус a заздалегідь невідомий і залежить від тиску p та інтенсивності стоку тепла 
ω. Вважаємо, що поверхня утвореного зазору термоізольована і вільна від наван-
таження. 
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Гранично-контактні умови сформу-
льованої осесиметричної задачі матимуть 
вигляд: 

– на нескінченності (z = ∞, r∈(0; ∞)): 

              0T = , 0rzσ = ; zz pσ = − ;          (1) 

– на ділянці контакту (z = 0, a < r < ∞): 

      0zq = ; ( ,0) 0rz rσ = ; ( ,0) 0zu r = ;   (2) 

– на ділянці зазору (z = 0, 0 < r < a): 

  0zq = ; ( ,0) 0rz rσ = ; ( ,0) 0zz rσ = .       (3) 

Тут T  – температура, z
T

q
z

∂= −λ
∂

 – ком-

понента вектора теплового потоку; rzσ , 

zzσ  – компоненти тензора напружень; zu  

– компонента вектора переміщень; λ  – 
коефіцієнт теплопровідності півпростору. 

На контурі зазору повинна виконува-
тися умова неперервності нормальних 
контактних напружень 

 ( ,0) 0zz aσ = . (4) 

Метод розв’язування задачі. Розв’язок сформульованої контактної задачі 
термопружності подамо [1] у вигляді 

 0 1
ij ij ijσ = σ + σ ,     0 1u u u= + ,     , ,i j r z= , 

де індексом “0” позначено розв’язок задачі про взаємодію півпростору з основою 
за припущення про повний контакт між ними, індексом “1” – збурення, зумовле-
ні круговим розшаруванням. 

Термонапружений стан півпростору за повного контакту з жорсткою осно-
вою під дією заданого на нескінченності тиску p та розподіленого по колу радіу-
са R стоку тепла отримано у праці [10]. Зокрема, нормальні контактні напружен-

ня 0( ,0)rσ  мають вигляд 

 0 (1 )
( ,0) ( ,0)

(1 )zz

R tr p F r
α + ν

σ = − + ωµ
πλ − ν

, (5) 

де 

2

2 2 2 2 2 22 2

2 4 4
( ,0)

( ) (( ) ) ( )( )

rR d rR
F r K E

r R d r R d r R dr R d

    
= +       + + − + + +    + +  

, (6) 

ν  – коефіцієнт Пуассона; µ  – модуль зсуву; tα  – коефіцієнт лінійного теплового 

розширення; 
/ 2

2
0

( )
1 (cos )

dx
K m

m x

π
=

−
∫ , 

/ 2
2

0

( ) 1 (sin )E m m x dx
π

= −∫  – повні еліп-

тичні інтеграли I і II роду відповідно. 
Для визначення зумовлених розшаруванням локальних збурень полів векто-

ра переміщень і тензора напружень використовуємо інтегральне подання цих по-
лів у півпросторі, межа якого вільна від дотичних напружень [12]. Використову-
ючи методику розв’язування задачі про локальне розшарування пружного пів-

 
Рис. 1. Схема контакту пружного 
півпростору та жорсткої основи  

з круговим розшаруванням між ними. 

Fig. 1. Contact of a half-space and rigid 
base with circular delamination between 

them (schematically). 
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простору і жорсткої основи під дією точкового стоку тепла [1], нормальну компо-
ненту вектора переміщень ( ,0)zu r  та нормальне контактне напруження ( ,0)z rσ  

ззовні зазору подаємо через деяку функцію ( )xϕ : 

 
2 2

( )
( )

a

z
r

t dt
u r

t r

ϕ=
−

∫ ,     0 r a< < , (7) 

 
2 2

0

(1 ) 1 ( )
( ) ( ,0)

(1 ) 1

a

z

R t t dttr p F r
r r r t

 α + ν µ ∂ ϕ
 σ = − + ωµ −
 πλ − ν − ν ∂ − 
∫ ,    r a> , (8) 

для визначення якої отримано інтегральне рівняння типу Абеля: 

 
2 2

0

(1 )1 ( ) 1
( ,0)

r Rt t dt tp F r
r r r t

α + ν∂ ϕ − ν= − + ω
∂ µ πλ−
∫ . (9) 

Використавши формулу обернення інтегрального рівняння Абеля [13], отри-
маємо: 

 
2 2

0

(1 )2 1 ( ,0)
( )

rR tF t dttr pr
r t

 α + ν− ν
 ϕ = − − ω
 π µ πλ − 

∫ . (10) 

Для визначення замкнутого наближеного розв’язку задачі парну функцію 
( ,0)F t  апроксимуємо скінченним степеневим рядом 

 2

0

( ,0)
M

m
m

m

F t X t
=

≈ ∑ . (11) 

Коефіцієнти Xm ряду (11) визначаємо зі системи лінійних алгебраїчних рів-
нянь, яку отримаємо, прирівнявши у точках /kx ka M= , 0,...,k M= , відрізка 

(0, )a  праву частину виразу (11) і функцію (6). Кількість M членів ряду (11) ви-
значаємо під час числового експерименту з умови, що відносна похибка апрокси-
мації (11) функції ( ,0)F t , визначеної формулою (6), не перевищує 10–5. 

Підставивши функцію (11) у формули (10), (7), (8), знайдемо: 

 2 1

0

(1 )(1 ) (2 )!!
( ) 2

(2 1)!!

M
mt

m
m

p m
r r X r

R m
+

=

 ωα + ν− νϕ = − + µ πλ + 
∑ , (12) 

2 2 2 2
2

0

2 (1 ) (2 )!!2 (1 )
( ,0) ( )

(2 1)!!

M
t m

z m
m

R m Xp
u r a r A r a r

m=

ωα + ν− ν= − − + −
πµ +π λ

∑ , (13) 

2
2

0

(1 ) 2 (1 )2
( ,0) ( ,0) arcsin

(1 ) (1 )

M
mt t

z m
m

R Rp a
r p F r X r

r=

 ωµ α + ν ωµ α + ν  σ = − + + − −    πλ − ν π  π λ − ν 
∑  

 
2 2 0

(1 )2
( )

(1 )

M
t

m m
m

R
pa X D r

r a =

 ωµα + ν
− − πλ − ν π −

∑ , (14) 

де  0( ) 1A r = ,       
22
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Задовольнивши за допомогою (14) умову (4), отримаємо співвідношення  

 
2

0

(1 )

(2 )!!
(1 )

(2 1)!!

M
m

t m
m

p

m
R X a

m=

− ν λπω =
µα + ν

+∑
, (15) 

що дає зв’язок радіуса зазору зі силовим і термічним навантаженням. 

Числові результати. Обчислювали, використовуючи безрозмірні величини 
/d d R= ; /a a R= ; /r r R= ; (1 ) /a Rtω = ω + ν λ ; (1 ) /p p= − ν µ ; /z zu u R= ; 

(1 ) /zz zzσ = σ − ν µπ  за фіксованого заданого на нескінченності тиску 0,001p = . 
Зображено (рис. 2) залежність радіу-

са зазору a  від інтенсивності стоку тепла 
ω  за фіксованої відстані від стоку тепла 

до поверхні півпростору 2d = . Бачимо, 
що радіус зазору a  монотонно зростає зі 
збільшенням інтенсивності стоку тепла 
ω , причому залежність a  від ω  є нелі-
нійною. Точка перетину кривої з віссю ω  
визначає критичне значення інтенсивнос-
ті стоку тепла cr 0,00123ω = , за якого по-

чинається розшарування при 2d = . 
На рис. 3a проілюстровано зміну ви-

соти зазору h  вздовж радіальної коорди-
нати r  для різних інтенсивностей стоку 

тепла ω , розташованого на відстані 2d =  
від поверхні. Бачимо, що зі збільшенням 
інтенсивності стоку ω  висота зазору h  і 
його радіус a  синхронно зростають. Зо-
бражено (рис. 3b) зміну висоти зазору 

( )h r  за фіксованої інтенсивності стоку тепла 0,00135ω =  для різних відстаней 

від нього до поверхні півпростору d . За зміни d  максимальна висота зазору 

(0)h  змінюється значно більше, ніж його радіус. Так, якщо d  збільшується від 2 

до 2,2, то a  зменшується приблизно у два рази, а (0)h  – приблизно в шість разів. 

На рис. 4 зображено розподіл нормальних контактних напружень ( ,0)zz rσ  

для різних інтенсивностей стоку тепла 0,00124ω = ; 0,00127ω = ; 0,00135ω =  за 

фіксованої відстані від стоку до поверхні півпростору 2d = . Вертикальні штри-
хові лінії позначають радіуси зазорів 0,2a = ; 0,6a = ; 1a = , які відповідають 
цим стокам. 

 
Рис. 2. Залежність радіуса зазору a  від 

інтенсивності стоку тепла ω . 

Fig. 2. Dependence of the gap radius a  
on the intensity of the heat sink ω . 
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Рис. 3. Висота зазору ( )h r  для різних інтенсивностей стоку тепла ω  (a)  

та відстаней від стоку тепла до поверхні півпростору d  (b). 

Fig. 3. Height of the gap ( )h r  for various intensity of the heat sink ω  (a)  

and the distance from the heat sink to the half-space d  (b). 

На ділянці зазору нормальні контактні напруження дорівнюють нулю (гори-
зонтальні лінії на ділянках 0 r a< < ). Поза зазором за віддалення від нього на-
пруження zzσ  монотонно знижуються, асимптотично прямуючи до заданих на 

нескінченності стискальних напружень 0,001zz pσ = − = − . Збільшення інтенсив-

ності стоку тепла ω  призводить до стрімкішого зменшення нормальних напру-
жень zzσ . Що більший зазор, то швидше контактні напруження наближаються до 

заданих на нескінченності. 

 

Рис. 4. Розподіл нормальних контактних 
напружень zzσ  вздовж радіальної 

координати r  для різних інтенсивностей 
стоку тепла ω . 

Fig. 4. Distribution of normal contact 
stresses zzσ  along the radial coordinate r  

for various intensity  
of the heat sink ω . 

 

ВИСНОВКИ 
Розв’язано задачу термопружності про взаємодію пружного півпростору і 

жорсткої термоізольованої основи з урахуванням кругового зазору внаслідок ло-
кального порушення контакту під дією стоку тепла, розподіленого по колу, яке 
розташоване на певній відстані від поверхні півпростору. Сформульовану задачу 
зведено до парних інтегральних рівнянь, які трансформовано в інтегральне рів-
няння типу Абеля, розв’язаного аналітично. З умови неперервності нормальних 
контактних напружень визначено радіус кругового зазору. Проаналізовано за-
лежності форми зазору і нормальних контактних напружень від інтенсивності 
стоку тепла та відстані від нього до поверхні півпростору. Показано, що висота і 
радіус зазору зростають з підвищенням інтенсивності стоку тепла та зменшують-
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ся зі збільшенням відстані від стоку до поверхні півпростору. Нормальні контакт-
ні напруження ззовні зазору за віддалення від нього монотонно знижуються до 
напружень, прикладених на нескінченності. 

РЕЗЮМЕ. Изучено локальное расслоение по круговой области между упругим теп-
лопроницаемым полупространством и жёстким теплоизолированным основанием при 
действии распределённых по окружности стоков тепла. Соответствующую осесимметрич-
ную контактную задачу термоупругости сведено к интегральному уравнению типа Абеля 
и получено замкнутое его решение. Проанализированы зависимости формы зазора между 
телами и нормальных контактных напряжений вне зазора от интенсивности стоков тепла 
и расстояния от них к поверхности сопряжения полупространства и основания. 

SUMMARY. Delamination along a circular region between an elastic thermo-permeable 
half-space and a rigid thermo-insulated base under the action of heat sink distributed along a 
circle is studied. The corresponding axisymmetric contact problem of thermoelasticity is reduced 
to an integral equation of Abel type and its closed solution is obtained. Dependences of the gap 
shape between the bodies and normal contact stresses outside the gap on the intensity of the heat 
sink and the distance from them to the interface of the half-space and the base are analyzed. 
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