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Расчет тепЛОВыХ эффеКтОВ пРи ОХЛажДении и 
наГРеВании спЛаВОВ системы Pb-Sn 

Продемонстрировано применение методики определения температурных зависимостей 
тепловых эффектов, сопровождающих охлаждение (нагревание) сплава. Методика позво-
ляет получать температурные зависимости тепловых эффектов по данным о температур-
но-концентрационных зависимостях свободных энергий фаз без привлечения результатов 
прямых калориметрических исследований. Аналитические зависимости тепловых эффектов 
необходимы для моделирования процессов кристаллизации сплавов.

Ключевые слова: тепловой эффект, теплоемкость, свободная энергия, параметр стабиль-
ности решетки.

Продемонстровано застосування методики визначення температурних залежностей те-
плових ефектів, які супроводжують охолодження (нагрівання) сплаву. Методика дозволяє 
отримати температурні залежності теплових ефектів за даними про температурно-концен-
траційні залежності вільних енергій фаз без залучення результатів прямих калориметричних 
досліджень. Аналітичні залежності теплових ефектів необхідні для моделювання процесів 
кристалізації сплавів.

Ключові слова: тепловий ефект, теплоємність, вільна енергія, параметр стабільності гратки.

It is demonstrated the practical application of the technique for determining temperature 
dependence of thermal effects accompanying cooling (heating) alloy according to the temperature 
and concentration dependence of free energy of phases. This technique provides temperature 
dependence of thermal effects by calculation results without involving direct calorimetric 
measurements. Availability of analytical dependences for thermal effects allows to model processes 
that occur during solidification of alloys.

Keywords: thermal effects, heat capacity, free energy, lattice stability parameters.

Во многих случаях в ходе оптимизации литейных процессов определяют про-
должительность полного затвердевания отливки в форме. Такая постановка за-

дачи позволяет использовать при расчете средние значения тепловых эффектов в 
соответствующих интервалах температур. Однако для случая получения отливок 
методом намораживания из расплава, когда кристаллизуется только часть объема 
жидкого металла, а сам процесс характеризуется значительной интенсивностью, 
при таком подходе затруднительно получить адекватные результаты. Ведь для обе-
спечения необходимой точности нужны четкие температурно-временные зависи-
мости тепловых эффектов. При намораживании чистых металлов решение данной 
задачи не представляет значительной сложности [1], ведь они кристаллизуются при 
постоянной температуре, а температурные зависимости теплоемкостей и теплот 
кристаллизации известны и широко представлены в справочной литературе. Когда 
речь идет о намораживании сплавов (что представляет гораздо больший практиче-
ский интерес), расчет усложняется тем, что превращения происходят в интервале 
температур, а функциональные зависимости тепловых эффектов от температуры, в 
большинстве случаев, неизвестны. В литературных источниках обычно приводятся 
только усредненные по температуре и составу теплоемкости сплавов.
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Однако для многих металлических систем в литературе широко представлены 

сведения о температурно-концентрационных зависимостях свободных энергий 
каждой из фаз, образующих данную систему. Поэтому задачу можно решить путем 
расчета изменений энтальпии по данным о температурно-концентрационных за-
висимостях свободных энергий фаз в соответствии с методикой [2].

Целью данной работы является демонстрация особеностей практического при-
менения указанной методики на примере системы Pb-Sn.

При температурах, превышающих температуру α → β превращения олова, в 
системе Pb-Sn возможны такие равновесия [3] (рис. 1): жидкая фаза (L) − твердый 
раствор на основе свинца (S

1
) с гранецентрированной кубической решеткой (ГЦК ); 

жидкая фаза (L) − твердый раствор на основе олова (S
2
) с объемноцентрированной 

тетрагональной решеткой (ОЦТ); ГЦК твердый раствор на основе свинца (S
1
) − ОЦТ 

твердый раствор на основе олова (S
2
).

Согласно [2] для расчета температурных зависимостей тепловых эффектов, 
сопровождающих охлаждения сплава, весь интервал изменения температуры раз-
бивали на промежутки ∆Т. Изменения энтальпии при охлаждении системы опреде-
ляли для каждого из этих промежутков. Тепловые эффекты определяли из расчета 
на 1 моль сплава. Шаг изменения температуры ∆Т удобно принимать равным 1К. 
С одной стороны шаг ∆Т = 1К является достаточно мелким и обеспечивает необ-
ходимую точность расчета. С другой − тепловой эффект, который сопровождает 
охлаждение (нагрев) на 1К формально можно рассматривать как теплоемкость. 
Это позволяет применять для расчета намораживания многокомпонентных сплавов 
в температурных интервалах двухфазного состояния непосредственно методику, 
моделирующую процесс намораживания чистых металлов [2].

Расчет тепловых эффектов при охлаждении сплавов системы Pb-Sn в однофазных 
областях диаграммы состояния.

Система Pb-Sn пребывает в однофазном состоянии при температурах, превыша-
ющих температуру ликвидус (жидкая фаза L), и в температурно-концентрационных 
областях диаграммы состояния, ограниченных линиями солидус и сольвус (твердые 
растворы S

1
 и S

2
). Тепловые эффекты (изменения энтальпии) при охлаждении 1 моля 

сплава на ∆Т
і
 = Т

i + 1 
- Т

i
 в однофазных областях определяются [4-7] как:

                                           Q(і) = (1 – х)∙∆НPb(і) + х∙∆НSn(і) + ∆Нmix(і)(х, Т),                               (1)
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Рис. 1. Диаграмма состояния системы Pb-Sn
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энтальпий олова и свинца в фазе при изменении температуры на ∆Ті; СSn

(Т), C
Pb

(Т) 
–  температурны зависимости молярных теплоемкостей олова и свинца в фазе; (1 – 
х), х – содержание свинца и олова в фазе (молярные доли); ∆Н

mix(і)
(х, Т) – изменение 

молярной энтальпии смешения в фазе при изменении температуры на ∆Ті. 
Следует заметить, что в твердом растворе S

1
, атомы олова входят в состав ГЦК 

решетки, а в твердом растворе S
2
 атомы свинца входят в состав ОЦТ решетки (рис. 1). 

Поэтому в ходе расчетов изменений энтальпий компонентов для области S
1
 следует 

брать температурные зависимости теплоемкостей свинца и олова, вычисленные по 
методике [2] через параметры стабильности их ГЦК решеток, а для области S

2
 – через 

параметры стабильности ОЦТ решеток (параметры стабильности решетки − темпе-
ратурные зависимости разностей свободных энергий компонентов в стандартном 
состоянии и в состоянии с сооветствующей решеткой (табл. 1)).

Следует отметить, что, несмотря на наличие литературных данных по температур-
ных зависимостях теплоемкостей свинца с ГЦК решеткой и олова с ОЦТ решеткой 
[8], для уменьшения погрешности расчетов тепловых эффектов эти зависимости 
целесообразно определять через параметры стабильности соответствующих ре-
шеток компонентов.

Энтальпии смешения в фазах рассчитаны по методике [2], основываясь на данных 
об избыточных свободных энергиях смешения [3]. 

Результаты расчетов свидетельствуют, что при охлаждении сплавов системы 
Pb-Sn в однофазных областях температурные зависимости тепловых эффектов прак-
тически линейные (участки а-а′, с-с′, рис. 2), а энтальпия смешения не зависит от 
температуры (табл. 2). Эти данные согласуются с результатами термодинамического 
анализа системы Pb-Sn [3], в соответствии с которыми теплоемкости смешения во 
всех фазах можно считать равными нулю.

Компо-
нент

Термодинами-
ческая функция

Вид фазового перехода

L → S1 L → S2 S1 → S2

Sn

∆G(T) [2]

− 5622 + 13,384∙Т− 
– 0,597∙10−2∙Т2 – 
− 0,055∙Т∙ln(T) + 

+ 644170/Т

− 11131,8 + 22,874∙Т – 
 − 0,5975∙10−2∙Т2 –

− 0,055∙Т∙ln(T) + 644170/Т
5510 – 9,49∙Т

∆Н(T) (расчет)
− 5622 + 0,055∙Т +

+ 0,012∙Т2/2 + 
+1288342/Т

− 9168 – 3,952∙Т + 0,0174∙Т2/2 +
 + 967769/Т

 5510

∆С(T) (расчет) 
+ 0,055 + 0,012∙Т− 

− 1288342/Т2

– 3,952 + 0,0174∙Т +
     + 967769/Т2

−7,795∙10−1 +
+ 1,47∙10−13∙Т

Pb

∆G(T) [2] − 4700 +7,99∙T 209555 − 7,99∙Т 213580

∆H(T) (расчет) − 4700
209555 – 1,408∙Т + 

+ 0,00196∙Т2/2  – 107767/Т 213580

∆С(T) (расчет) 0
– 1,408∙Т + 0,00196∙Т2/2 +

 + 107767/Т
0

таблица 1. температурные зависимости изменений свободных энергий 
(∆G), энтальпий (∆H) и теплоемкостей (∆C) компонентов системы Pb-Sn при 
фазовых переходах
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Расчет тепловых эффектов при охлаждении сплавов системы Pb-Sn в двухфазных 
областях диаграммы состояния.

При определении изменений энтальпии при охлаждении 1 моля Pb-Sn сплава в 
температурно-концентрационных областях существования системы в двухфазном 
состоянии (L + S1, L + S2 и S1 + S2) следует учитывать изменения количеств и составов 
фаз при изменении температуры на ∆Т

і
 [2]:
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Рис. 2. Температурные зависимости тепловых эффектов при охлаждении (нагревании) 
сплавов системы Pb – Sn: а − Pb + 0,2 молярные доли Sn; б − Pb + 0,3 молярные доли Sn; 
в − Pb + 0,725 молярных долей Sn (эвтектика); г − Pb + 0,85 молярных долей Sn

таблица 2. Зависимости энтальпий смешения в фазах системы  Pb-Sn 

Фаза Энтальпия смешения Нmix(х,Т), Дж/моль

Расплав (L) х(1-х)∙(4800 + 200∙х)

ГЦК твердый раствор на основе свинца (S1) х(1-х)∙(6700−0,365∙х)

ОЦТ твердый раствор на основе олова (S2) х(1−х)∙(− 203068)
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І ІІ
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І ІІ
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Н Н х Т р Н у Т q

Н х Т р Н у Т q
                       (2)

где НІ(хi+1, Тi+1), НІІ(уi+1, Тi+1) – молярные энтальпии фаз І и ІІ при температуре Тi+1
, 

которые содержат соответственно хі+1 и уі+1
 молярных долей олова (согласно диа-

грамме состояния системы); НІ(хi,Тi), НІІ(уi ,Тi) – молярные энтальпии фаз І и ІІ при 
температуре Тi, которые содержат хi и  уi молярных долей олова (согласно  диаграмме 
состояния системы); рi+1, рi – количества фазы І соответственно при температурах 
Тi+1

 и Тi, qi+1, qi − количества фазы ІІ при температурах Тi+1
 и Тi соответственно.

Молярная энтальпия j-ой фазы, которая при температуре Тi, содержит хі молярных 
долей олова, определяется как сума энтальпий компонентов (с учетом их содержа-
ния в фазе) и энтальпии смешения [4-7] в фазе:

                                      Н(j) = (1 – хі)∙НА
(j)(Ті) + хі∙НВ

(j)(Ті) + Нmix
(j)(хi,Ті).                               (3)

Поэтому изменение энтальпии при охлаждении 1 моля двухфазной системы от 
температуры Тi до температуры Тi + 1

 можно представить в виде: 
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Sn)∙  (1  ) H ( )∙ − изменения энтальпий соответ -

ственно свинца и олова при изменении температуры от Тi  до  Тi+1
 в двухфазной обла-

сти в расчете на 1 моль сплава;
  
∆ = ⋅ ×i i i i i i iH H x T p H y T* I II

mix( ) mix( ) +1 +1 +1 mix +1 +1( , ) + ( , )

× − ⋅ − ⋅i i i i i i iq H x T p H y T qI II
+1 mix , mix( ) ( , )

 
− изменение энтальпии смешения в расчете 

на 1 моль сплава.
Молярную энтальпию компонента при температуре Тi в одной из фаз можно вы-

разить через энтальпию компонента в другой фазе, находящейся в равновесии с ней:
  

    

 
( ) ( ) ( )→ →∆ ∆∫Т і

і i iіН Н Т Н T Н T dT Н TС
ІІ І ІI II І I II

Pb Pb Pb PbPb 298 Pb=  + ( ) = 298  + ( ) + ( ) ,        (5)

      

     

 
( ) ( ) ( )→ →∆ ∆∫Т і

і i iіН Н Т Н T Н T dT Н TС
ІІ І ІI II І I II

Sn Sn Sn SnSn 298 Sn=  + ( ) = 298  + ( ) + ( ),         (6)

где

 

→ →∆ ∆i iН T Н TI II І II
SnPb ( ), ( )   – изменения молярных энтальпий при фазовых переходах 

компонентов при температуре Ti (табл. 1);

 
Н НI I

SnPb(298), (298)  − энтальпии свинца 
и олова в фазе І при температуре 298 К.
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Тогда с учетом правила рычага:

                                               
⋅ ⋅

 ⋅  − ⋅
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(1 – ) + (1 ) = 1 –  
i i i i

i i i i

х р y q а

х р y q а,
                                              (7)

где а и (1 – а) – общие содержания олова и свинца в сплаве (молярных долей), полу-
чим изменения энтальпий компонентов в расчете  на 1 моль сплава:
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Результаты расчетов свидетельствуют, что начало кристаллизации (при дости-
жении температуры ликвидус) сопровождается резким увеличением количества 
тепла, которое выделяется при охлаждении сплава на 1 К (участки а′-b, рис. 2). 
При дальнейшем охлаждении, в результате уменьшения количества жидкой фазы 
в двухфазной смеси (L + S1, L + S2), тепловой эффект, соответствующий изменению 
температуры на 1 К, монотонно убывает (участки b - b′, рис. 2).

 Тепловой эффект при кристаллизации сплава эвтектического состава.
Эвтектическое превращение (L → S1 + S

2
) происходит при постоянной температу-

ре. Поэтому изменение энтальпии рассчитывается как разность между энтальпией 
жидкой фазы и суммой энтальпий двух твердых растворов с учетом их количеств 
и составов при эвтектической температуре. Результаты расчетов показывают, что 
тепловой эффект при кристаллизации 1 моля сплава системы Pb-Sn эвтектического 
состава при эвтектической темперетуре составляет 30290 Дж. 

Для случая, когда содержание олова лежит в пределах 0,28 < x
Sn

 <0,725 или 
0,725 <  x

Sn
 <0,997 (рис. 1), количество теплоты, которая выделяется при эвтекти-

ческом превращении, следует определять в соответствии с количеством жидкой 
фазы эвтектического состава согласно правилу рычага.

Начало охлаждения в двухфазной области S1 + S2 также сопровождается заметным 
увеличением количества тепла, выделяющимся при изменении температуры на 1 К 
(участки с ′− d, b′ - d, a ′- d,  рис. 2).

Таким образом, на примере системы Pb-Sn продемонстрированы особенности 
практического применения методики определения температурных зависимостей 
тепловых эффектов (количества тепла, которое выделяется или поглощается при 
изменении температуры) по данным о температурно-концентрационной зависи-
мости свободных энергий фаз. 
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