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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ 
ПОЛЕЙ В РЕГУЛЯРНЫХ ВОЛНОВОДАХ ФРАКТАЛЬНОЙ 
ПРИРОДЫ МЕТОДОМ R-ФУНКЦИЙ 

При описании объектов фрактальной геометрии используются следующие конструк-
тивные средства теории R-функций: R-операции системы {R0}; суперпозиции функции 
ω(x, y) с периодическими функциями, позволяющие транслировать заданную функцию 
ω(x, y) вдоль осей и вдоль окружности; свойство подобия фигур; рекурсивные процеду-
ры. Рассмотрены задачи нахождения Е- и Н-волн в регулярном волноводе с поперечным 
сечением в виде предфракталов – снежинок Коха, построенных на правильном тре-
угольнике и квадрате. Достоверность полученных решений исследовалась с использова-
нием метода мажорирующих областей. 
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При описанні об'єктів фрактальної геометрії використовуються такі конструктивні 
засоби теорії R-функцій: R-операції системи {R0}; суперпозиції функції ω(x, y) з періоди-
чними функціями, що дозволяють транслювати задану функцію ω(x, y) уздовж осей і 
уздовж окружності; властивість подоби фігур; рекурсивні процедури. Розглянуто за-
дачі знаходження Е- та Н-хвиль у регулярному хвилеводі з поперечним перерізом у ви-
гляді предфракталів – сніжинок Коха, побудованих на правильному трикутнику і квад-
раті. Вірогідність отриманих розв’язків досліджувалася з використанням методу ма-
жоруючих областей. 

Введение 
В настоящее время фракталы широко применяются в радиотехнике при проектиро-

вании антенных устройств и волноводов. Наиболее распространенным типом последних яв-
ляются регулярные продольно-однородные волноводы [1]. Пусть среда, заполняющая вол-
новод, характеризуется нулевой проводимостью σ, диэлектрической постоянной ε0 и маг-
нитной проницаемостью μ0, а внутри волновода отсутствуют источники поля. Волновод 
предполагается бесконечно протяженным по оси распространения электромагнитных волн 
Oz. В литературе чаще всего рассматриваются случаи регулярных волноводов, границы по-
перечных сечений которых образованы координатными линиями одной из ортогональных 
систем (П-, Н-, Г-, Т-, О- и крестообразные волноводы), т.е. когда можно использовать мето-
ды разделения переменных или частичных подобластей. Применение волноводов сложных 
сечений в широкополосных системах дает значительный экономический эффект за счет то-
го, что, например, комплект оборудования на П- и Н-образных волноводах позволяет рабо-
тать в диапазоне волн, для перекрытия которого требуется три-пять комплектов на стан-
дартных прямоугольных волноводах [2]. Волноводы с поперечным сечением сложной фор-
мы дают большие возможности по управлению их параметрами. Для поперечного сечения 
произвольной формы возможно лишь численное решение поставленных задач. При этом 
одним из наиболее удобных и эффективных методов решения такого класса внутренних за-
дач электродинамики является метод R-функций [3,4]. Следует отметить, что эксперимен-
тальная отработка СВЧ-узлов на волноводах сложных сечений является дорогостоящей и 
трудоемкой. Проведение же предварительного численного эксперимента не только упроща-
ет разработку этих СВЧ-узлов, но зачастую является определяющим при их проектировании. 

Целью данной работы является построение уравнений границ поперечных сечений 
волноводов фрактальной природы и исследование в них ТЕ- и ТН-волн. 

Основная часть 
Математическая модель для продольной составляющей электрического поля Ez ≡ ue; 

Hz = 0 (волны Е-типа, или ТН-волны) имеет вид [5, 6] 
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Математическая модель для продольной составляющей магнитного поля Hz ≡ um; 
Ez = 0 (волны Н-типа, или ТЕ-волны) записывается как [2, 3] 
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Здесь 22 γ−= kg  — поперечное волновое число; 00με=k ; γ – продольное волновое чис-
ло. 
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Пусть конечная область Ω ⊂ R2 имеет кусочно-гладкую границу ∂Ω. Численное ре-
шение основано на минимизации функционала по методу Ритца [7] 
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Рассмотрим задачу нахождения Е-волн в регулярных волноводах с поперечными се-
чениеми в виде предфракталов – снежинок Коха, построенных на правильном треугольнике 
и на квадрате. Остановимся на процессе построения кривой и снежинки (острова) Коха. 
Процесс построения кривой  Коха выглядит следующим образом: берем единичный отрезок, 
разделяем на три равные части и заменяем средний интервал равносторонним треугольни-
ком без этого сегмента. В результате образуется ломаная, состоящая из четырех звеньев 
длины 1/3. На следующем шаге повторяем операцию для каждого из четырех получившихся 
звеньев. Предельная кривая является кривой Коха. Кривая Коха примечательна тем, что ни-
где не имеет касательной, т.е. нигде не дифференцируема, хотя всюду непрерывна. Кривая 
Коха не спрямляема, не имеет самопересечений. Она имеет фрактальную размерность, кото-

рая равна 26,1
3ln
4ln

≈ , поскольку состоит из четырёх равных частей, каждая из которых по-

добна всей кривой с коэффициентом подобия 1/3. Выполним построение на интервале 
–3a ≤ x ≤ 3a. Тогда  
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На рис. 1 приведены картины линий уровня функции ωk(x, y) ≥ 0. 
Три копии кривой Коха, построенные на сторонах правильного треугольника, обра-

зуют замкнутую кривую, называемую снежинкой (или островом) Коха. Зная уравнение кри-
вой Коха ωk(x, y) ≥ 0, можно построить уравнение снежинки Коха (рис.2), выполнив сле-
дующие преобразования: 
 ( ) 0cos,sin ≥−μμω=ω RrrS kk , 

где ( ) ( )
( )

( )∑ −
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=θμ +

k
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n 2
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12
2

12sin
18 ; 22 yxr += ; 

x
yarctg=θ ; R – радиус окружности, 

вписанной в правильный n-угольник со стороной, равной отрезку, на котором строится кри-
вая Коха. 

Пользуясь данной методикой, 
можно строить снежинки на сторонах 
различных правильных многоугольни-
ков. 

На рис. 3 показаны линии уровня 
первых шести собственных функций 
(ТН-волны) при k = 2. 

Для исследования достоверности 
полученных решений используем метод 
мажорирующих областей (рис. 4) [3]. В 
качестве оценки, для сравнения в первой 
и последней строках табл. 1 приведены 
собственные значения для мажорирую-
щих круговых областей (рис. 4, а). 

Рассмотрим задачу нахождения 
ТН-волн в регулярном волноводе с попе-
речным сечением в виде предфрактала 
снежинки Коха, построенной на квадрате 
при k = 3. На рис. 5 показаны линии 
уровня первых шести собственных функ-
ций. 
 

            
 k = 0 k = 1 k = 2 

         
 k = 3 k = 4 k = 5 

Рис. 1. Линии уровня функции ωk(x, y) ≥ 0, задающей кривую Коха для различных значений k 

 
 k = 1 k = 2 

 
 k = 3 k = 4 

Рис. 2. Линии уровня функции ωSk(x, y) ≥ 0, 
задающей снежинку Коха на сторонах правильного 

треугольника для различных значений k 
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В качестве оценки, для сравнения в первой и последней строках табл. 2 приведены 
собственные значения для мажорирующих круговых областей (рис. 4, б). 

Следует отметить практическое вырождение собственных значений, соответствую-
щих второй и третьей, четвертой и пятой собственным функциям на рис. 3 и 5. Данный эф-
фект наблюдается при различных значениях параметра k и виде правильного многоугольни-
ка (в нашем случае – правильный треугольник и квадрат). 

 

          
 

 

           
Рис. 3. Линии уровня собственных функций для снежинки Коха второго порядка

Таблица 1. Собственные числа 
снежинки Коха и мажорирующих 

круговых областей при k = 2 

Rg −  Kochg −  rg −  

0,2404 0,3494 0,4001
0,3831 0,5485 0,6386
0,3831 0,5521 0,6386
0,5136 0,7185 0,8560
0,5136 0,7208 0,8560
0,5521 0,7712 0,9201

Таблица 2. Собственные числа снежинки Коха, 
построенной на квадрате, 

и мажорирующих круговых областей при k = 3 

Rg − Kochg −  rg −  

0,1718 0,2370 0,2404 
0,2737 0,3758 0,3831 
0,2737 0,3762 0,3831 
0,3669 0,4970 0,5136 
0,3669 0,5053 0,5136 
0,3945 0,5377 0,5521 
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Решение краевых задач в об-
ластях фрактальной геометрии с 
краевыми условиями дифференци-
ального типа (ТЕ-волны) сопряжено 
с трудностями, вызванными тем, что 
невозможно определить в классиче-
ском смысле понятия касательной и 
нормали к границе. Одним из воз-
можных подходов к решению явля-
ется отказ от точного удовлетворе-
ния естественным граничным усло-
виям. Ниже приведены линии уров-
ня первых шести собственных 
функций (рис. 6) и собственные зна-
чения (табл. 3) для снежинки Коха, 
построенной на квадрате. 

Ниже приведены линии уровня собственных функций (рис. 7, 8) и собственные зна-
чения (табл. 4) для снежинок Коха, построенных на правильном треугольнике. 

  
 а) б) 

Рис. 4. Мажорирующие области снежинки Коха: 
а) – при k = 2; б) – при k = 3 

Таблица 3. Собственные числа 
снежинки Коха, построенной 
на квадрате, и мажорирующих 
круговых областей при k = 2 

Rg −  Kochg − rg −  

0,1320 0,1527 0,1841 
0,1320 0,1541 0,1841 
0,2182 0,2351 0,3054 
0,2182 0,2577 0,3054 
0,2737 0,3085 0,3831 
0,3001 0,3162 0,4201 
 

Таблица 4. Собственные числа снежинок 
Коха, построенных на правильном 
треугольнике, и мажорирующих 

круговых областей 
Rg − 1=kg 2=kg  rg −  

0,1841 0,2196 0,1997 0,3069 
0,1841 0,2201 0,2031 0,3069 
0,3054 0,3194 0,2887 0,5090 
0,3054 0,3209 0,2990 0,5090 
0,3831 0,3547 0,3243 0,6386 
0,4201 0,4457 0,4214 0,7001 

   
 

   
Рис. 5. Линии уровня собственных функций для снежинки Коха 

третьего порядка, построенной на квадрате
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Здесь также следует отметить практическое вырождение собственных значений, со-
ответствующих первой и второй, третьей и четвертой собственным функциям на рис. 6, 7, 8. 
Данный эффект наблюдается при различных значениях параметра k и виде правильного 
многоугольника (в нашем случае – правильный треугольник и квадрат). 

   

   
Рис. 6. Линии уровня собственных функций для предфрактала 

второго порядка – снежинки Коха на квадрате 

         
 а) б) в) 

         
 г) д) е) 

Рис. 7. Линии уровня собственных функций для предфрактала 
первого порядка – снежинки Коха на правильном треугольнике 
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Выводы 
Математический аппарат теории R-функций оказался весьма удобным для описания 

объектов фрактальной геометрии функциями ω(x) = 0, x ∈ En (или неравенствами ω(x) ≥ 0), 
где ω(x) имеет вид единого аналитического выражения. При этом были использованы сле-
дующие конструктивные средства: 

− R-операции системы 
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− суперпозиции функции )1,1( yRx −ω , (где μ=μ= sin1,cos1 ryrx , 
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yyxr arctg,22 =θ+= ), позволяющие транслиро-

вать заданную функцию ω(x, y) вдоль окружности радиуса R n раз; 

− свойство подобия фигур, описанных уравнениями ω(x, y) = 0 и 0),(1
=ω KyKx

K
, где K – 

коэффициент подобия; 
− рекурсивные процедуры. 

Методы R-функций и Ритца, подкрепленные системой ПОЛЕ, обеспечивают опера-
тивное решение поставленных задач определения продольных составляющих электрическо-
го и магнитного поля в волноводах, в том числе с поперечными сечениями предфрактально-
го типа. 
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 а) б) в) 

    
 г) д) е) 

Рис. 8. Линии уровня собственных функций для предфрактала 
второго порядка – снежинки Коха на правильном треугольнике
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ РЕСУРСОВ ПРОЕКТА 
КАК ОПТИМИЗАЦИОННОЙ ЗАДАЧИ РАЗМЕЩЕНИЯ 
ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ С ИЗМЕНЯЕМЫМИ 
МЕТРИЧЕСКИМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 

Построена математическая модель многокритериальной задачи распределения ограни-
ченных ресурсов проекта как оптимизационной задачи размещения конечного набора 
геометрических объектов с переменными метрическими характеристиками и про-
странственной формой. Предложен метод ее решения и проведены численные исследо-
вания на примере оптимизации плана выполнения работ по реконструкции тепловых 
сетей в г. Харькове. 

Побудована математична модель багатокритеріальної задачі розподілу обмежених ре-
сурсів проекту як оптимізаційної задачі розміщення кінцевого набору геометричних об'-
єктів зі змінними метричними характеристиками й просторовою формою. Запропоно-
ваний метод її розв’язання й проведені чисельні дослідження на прикладі оптимізації 
плану виконання робіт з реконструкції теплових мереж у м. Харкові. 

Актуальность исследования и анализ научной литературы. Задачи оптимального 
управления ограниченными ресурсами различной физической природы (финансовые, вре-
менные, кадровые и т.д.), в том числе задачи оптимального распределения ресурсов, возни-
кают во многих областях практической деятельности. Ограниченность временного ресурса 
означает, что речь идет об управлении ресурсами проекта. На сегодняшний день имеется 
значительное число научных публикаций и множество инструментальных средств решения 
задач такого рода, основанных на использовании методического арсенала современной при-
кладной математики [1–4]. В данной работе развивается подход, предложенный в публика-
циях [5, 6] и основанный на использовании такого раздела теории оптимизационного гео-


