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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОВЕРХНОСТЕЙ 
АВТОМОБИЛЕЙ С ПОМОЩЬЮ R-ФУНКЦИЙ 

С помощью R-функций проведено поэтапное моделирование кузова автомобиля много-

параметрическими уравнениями с буквенными параметрами для геометрических ха-

рактеристик и методика построения уравнений поверхностей с непрерывной функцией 

кривизны. Проиллюстрирована работа новой быстродействующей системы визуализа-

ции уравнений поверхностей геометрических объектов в 3D. 

За допомогою R-функцій проведено поетапне моделювання кузова автомобіля багато-

параметричними рівняннями з буквенними параметрами для геометричних характери-

стик та методика побудови рівнянь поверхонь з неперервною функцією кривизни. Про-

ілюстровано роботу нової швидкодіючої системи візуалізації рівнянь поверхонь геомет-

ричних об’єктів у 3D. 

Введение 

Важным элементом разработки новых изделий является создание их трехмерных мо-

делей для систем автоматизированного проектирования и конструирования [1]. Как правило, 

на практике приходится иметь дело с объектами сложной формы, что затрудняет построение 

моделей и их последующую дискретизацию. В настоящее время существует несколько под-

ходов [2] к описанию геометрических объектов (ГО) разнообразной формы. Они могут быть 

классифицированы следующим образом: 

− параметрическое описание поверхности, когда на определенном входном языке или в оп-

ределенном формате описываются граничные сегменты, задающие замкнутую геометри-

ческую фигуру; 

− твердотельное геометрическое моделирование, когда форма объекта восстанавливается 
по чертежам трех ее проекций; 

− композиция топологической модели как некоторой совокупности базовых топологиче-

ских примитивов и эйлеровых операций над ними. 

У каждого из этих подходов есть свои достоинства и недостатки. Параметрическое 

описание границ сложного трехмерного ГО — процесс трудоемкий. Твердотельное модели-

рование не всегда позволяет получить модель, пригодную для последующей дискретизации. 

Композиция модели из базовых примитивов ограничена их набором, и с ее помощью невоз-

можно описать произвольный геометрический объект. Следовательно, есть необходимость в 

альтернативном подходе к описанию сложных ГО, особенно неклассической формы. Мно-

гие CAD/CAM-системы производят механообработку с постоянным Z-уровнем на базе три-

ангулированной модели. Идея такова: объемная модель аппроксимируется плоскими тре-

угольниками (или многогранниками), а затем триангулированная модель рассекается семей-

ством параллельных плоскостей. При значении погрешности 0,01–0,001 мм только триангу-

ляция реальных моделей занимает недопустимое количество времени [3].  

При создании 3D-модели чаще всего используется технология моделирования BRep. 

Модель строится из кусков сплайновых поверхностей или с помощью операций над набором 
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полигонов. Реализация данной технологии представлена такими системами, как 3D Studio 

MAX, Rhinoceros [4]. Главное достоинство данной технологии — возможность получения 

практически любых форм поверхностей, что и обуславливает ее популярность. Но сущест-

венным недостатком является высокая трудоемкость моделирования и серьезные требования 

к подготовке пользователя-дизайнера. Кроме того, использование сложного математическо-

го аппарата в реализациях технологии BRep повышает требования к мощности вычисли-

тельной техники. Важно также отметить, что 3D-модели на основе сплайнов неудобны для 

вычислений, что необходимо при послойном моделировании, изготовлении пресс-форм и 

фрезеровании.  

Одна из возможных альтернатив – применение математического аппарата теории 

R-функций [5–9], который позволяет аналитически описать границу произвольного ГО. 

Процесс ее описания сводится к заданию некоторой функции от координат, принимающей 

нулевые значения на границе области, положительные внутри области и отрицательные вне 

ее. С помощью R-функций оказывается возможным построение в неявной форме уравнений 

границ составных областей по известным уравнениям простых областей. До настоящего 

времени визуализация уравнений геометрических объектов в 3D осуществлялась в системе 

РАНОК [7]. Однако время расчетов было слишком велико и исчислялось часами работы 

компьютера, что существенно затрудняло проведение вычислительного эксперимента, а в 

будущем могло стать неприемлемым для работы конструктора-дизайнера. 

Целью работы является моделирование поверхности автомобиля многопараметри-

ческими уравнениями с помощью R-функций и иллюстрация работы новой быстродейст-

вующей системы визуализации уравнений геометрических объектов в 3D. 

Основная часть 

Визуализация функции, заданной в неявной форме, является весьма трудоемким 

процессом, прежде всего за счет необходимости нахождения достаточного количества опор-

ных точек для построения триангуляции. В качестве среды для создания системы, визуали-

зирующей такие функции, был выбран MATLAB, прежде всего из-за встроенных в него 

средств триангулирования и создания изоповерхностей, а также из-за возможности получить 

объектный код С++. 

Входным языком для задания в неявной форме уравнений границ ГО является язык 

MATLAB, в который добавлены функции, реализующие R-операции системы {R0}, а имен-

но, rfAND(f1, f2) =
2

2

2

121201 ffffff +−+=∧ , rfOR(f1,f2) = 
2

2

2

121201 ffffff +++=∨  и 

rfNOT(f1) = –f1. Пример функции, описывающей поверх-

ность клапана (рис. 1), приведен на рис. 2. 

Как было сказано выше, наиболее трудоемкой ча-

стью процесса визуализации функции является получение 

опорных точек для триангуляции. Для качественной ви-

зуализации клапана на рис. 1 потребовалось задать более 

15 миллионов опорных точек. Для того чтобы ускорить 

процесс визуализации и уменьшить объем используемой 

памяти, область построения ГО (описанный вокруг ГО 

прямоугольный параллелепипед) разбивается на опреде-

ленное количество подобластей, вычисления в каждой из 

которых ведутся независимо с применением распаралле-

ливания вычислений. 

В табл. 1 представлена зависимость времени, кото-

рое занимает процесс визуализации клапана, от количест-

ва опорных точек и подобластей. 

 

Рис. 1. Клапан 
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Таблица 1. Зависимость времени вычислений от количества опорных точек и областей 

Количество областей 125000 точек 2 млн точек 15,5 млн точек 125 млн точек 

8 областей 0,77 c 3,95 c 31,92 c n/a 

27 областей 0,72 c 3,78 c 31,44 c 250,15 c 

64 области 1,64 c 3,92 c 26,73 c 228,45 c 

125 областей 1,98 c 4,81 c 26,61 c 225,23 c 
 

Обозначение n/a в табл. 1 по-

казывает, что вычисления невозможно 

было произвести из-за нехватки опе-

ративной памяти. Большое время вы-

числений для малого количества 

опорных точек при большом количе-

стве подобластей объясняется тем, что 

при малом количестве опорных точек 

время, необходимое на вывод частей 

изоповерхности, значительно больше, 

чем время собственно расчета опор-

ных точек. На рис. 3 показаны визу-

альные отличия в построенных ГО при 

различном числе опорных точек. 

Рассмотрим поэтапное моде-

лирование кузова автомобиля (рис. 4). 

Будем вводить буквенные параметры 

для геометрических характеристик 

кузова с тем, чтобы была возможность 

быстрого и наглядного изменения па-

раметров. 

Крыша: ;)(1 2
1

2
1

2
1

2
11

−− −−−= bzzayf  

( ) 2/14
1

2
1

4
1

22

11111 )(44
−−− −++= bzzayfff  

где a1, b1, z1 – параметры крыши. 

Багажник: ( ) ( )

2

2
022

y

yyy
zzf

+−
∧−= ,  

где y2, z2 – параметры багажника. 

 

Рис. 2. Функция, описывающая поверхность клапана 

 

Рис. 3. Качество визуализации функции при различном числе опорных точек 
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Капот: 
( )( )

43

43
0

2

3

2

3

333
3
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ba

zbyac
f

−

−−
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+
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= , 

где a3, b3, c3, y3, y4 – параметры капота. 

0)( 030201123 =∧∨∨=ω zfff  — поверхность крыши, багажника и капота.  

Арки: 

( ) ( )
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22
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где ra, y5, y6 – параметры арок. 

060556 =∧=ω ff . 0560123 =ω∧ω=ωbkka ; 

0
2

22

01 =
−

∧ω=ω
s

s
bkkatest

x

xx
 – поверхность крыши, багажника и капота с арками (рис. 5), где xs 

– промежуточный параметр ширины машины.  

Время счета 23,32 с. 

Скругление: 
( )

b

bb

k

k

r

yyxr
fb

r

yxr
fk

2
;

2

222222 −−−
=

−−
= . 

где rk, rb, yb – параметры скругления багажника и капота. 

 

Рис. 4. Внешний вид проектируемого автомобиля 

  
 а) б) 

Рис. 5. Поверхность крыши, багажника и капота с арками 

а) – a1 = 8, b1 = 4, z1 = 4, y2 = 15, z2 = 5, a3 = 2,5, b3 = 10, c3 = 60, y3 = 18, y4 = 1 ra = 3, y5 = 6, y6 = 7, 

xk2 = 4, xa = 1, xs = 6; б) – a1 = 9, b1 = 4, z1 = 4, y2 = 14, z2 = 4, a3 = 2,5, b3 = 10, c3 = 70, y3 = 18, y4 = 1 

ra = 1, y5 = 6, y6 = 7, xk2 = 4, xa = 1, xs = 6 
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000 =∧∧ω=ω fbfkbkkask , 

( ) 00012 =∧∧ω=ω fbfktesttest  – поверхность со скругленным багажником и капотом (рис. 6). 

Время счета 23,35 с. 

Боковые поверхности:  
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где ,
2

,,, 2z
zxba bbbb = 4321 ,,, hhhh  – параметры боковой поверхности. 

( ) ( ) 0201050403 =∨∨∧∧=ω bbb ffffffff , 

003 =ω∧ω=ω bsktest  – полная поверхность кузова (рис. 7). 

  
 а) б) 

Рис. 6. Поверхность со скругленным багажником и капотом 

а) – rk = 17, rb = 14, yb = 2; б) – rk = 18, rb = 16, yb = 2 

  
 а) б) 

Рис. 7. Полная поверхность кузова 

а) – ab = 1,8, bb = 3, xb = 5,5, zb = 2, h1 = 18, h2 = 6, h3 = 138, h4 = 6,5; 

б) – ab = 1,4, bb = 3, xb = 5,5, zb = 2, h1 = 18, h2 = 6, h3 = 138, h4 = 6,5 
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Время счета 23,91 с. 

Колеса: 
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где ra – ε, y5, y6, xk1, xk2 – параметры колес. 

078910034 =ω∨ω=ω testtest  – поверхность кузова (рис. 8) с колесами (рис. 8, а). Время счета 

23,78 с. 
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где yo, zo, zh, h5, d, o1, o2, o3, ho1, ho2 – параметры окон. 

( ) 0078910035 =ω∧ω∨ω=ω otesttest  – поверхность кузова с колесами и окнами (рис. 8, б). Время 

счета 23,91 с. 
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Рис. 8. Поверхность кузова: 

а) – с колесами ε = 0,2, y5 = 6, y6 = 7, xk1 = 6,5, xk2 = 4; б) – с колесами и окнами yo = 8, zo = 4, zh = 3,5, 

h5 = 5, d = 0,5, o1 = 3, o2 = 1, o3 = 21, ho1 = 7,5, ho2 = 5 
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где xf, zf, af, bf, cf, df, yf – параметры фар. 

( )fartestW ω∨ω= 05  – поверхность автомобиля с фарами (рис. 9). 

Время счета 23,86 с для 27 подобластей по 125000 опорных точек и 93 с для 125 об-

ластей по 125000 опорных точек. Построенная математическая модель поверхности автомо-

биля имеет 42 варьируемых параметра. 

Отметим, что при реализации задачи обтекания следует выбирать уравнение поверх-

ности, изображенной на рис. 8, а. 

Кроме собственно визуализации функций в системе предусмотрена возможность по-

лучения и визуализации триангуляции поверхности ГО. На рис. 10 представлена триангуля-

ция поверхности автомобиля по 125000 опорным точкам (при большем количестве опорных 

точек сетка слишком густа для визуализации). 

При исследовании задачи обтекания и формировании нестандартного дизайна авто-

мобиля предлагается следующая, использующая блендинг на каркасе методика построения 

уравнений поверхностей с непрерывной функцией кривизны. 

Нормализованное уравнение отрезка прямой на интервале –a ≤ x ≤ a имеет такой 

вид: 0
2

2
1

2

2
2

2
4

1 ≥+












 −+
= f

fff
fo , где 01 ≥= yf , 0

2

22

2 ≥
−

=
a

xa
f .  

  
 а) б) 

Рис. 9. Поверхность автомобиля: 

xf = 4,5, zf = 2, af = 2, bf = 0,5, cf = 1,5, df = 0,5, yf = 12; а) – вид сзади; б) – вид спереди 

 

Рис. 10. Триангуляция поверхности автомобиля 
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Рассмотрим уравнение семейства кривых 
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=ω∆  при a = 5; a1 = 8; a2 = 5,3; p1 = 40; p2 = 0,1. На рис. 11 представлены ли-

нии уровня исследуемых функций. 

Анализ результатов позволяет отдать предпочтение нормализованной функции 

ωn(x, y) = 0. Выполнив подстановку 22
zyy +⇐ , получим семейство нормализованных 

уравнений поверхностей тел вращения 0, 22 =




 +ω zyxn , представленных на рис. 12 при 

фиксированных значениях a = a2 = 5, p2 = 0,1. 

Поверхности, изображенные на рис. 12, можно использовать при проектировании 

корпуса подводной лодки, фюзеляжа самолета и др., а также спроектировать автомобиль с 

кузовом нестандартной формы (рис.13) с последующей триангуляцией поверхности (рис.14). 
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2
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Рис. 11. Картины линий уровня функций ωωωω, ωωωωn, (∇∇∇∇ωωωω)
2
, (∇∇∇∇ωωωωn)

2
, ∆∆∆∆ωωωω, ∆∆∆∆ωωωωn 
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Выводы 

Проведенные исследования показали, что метод R-функций и новая система визуа-

лизации построенных уравнений удобны для математического моделирования геометриче-

ских объектов в 3D, в частности, кузовов автомобилей и деталей машиностроения. Измене-

ние буквенных параметров в построенных уравнениях может привести к существенному 

изменению дизайна кузова. При этом в работе не ставилась цель получить какие-то ориги-

нальные отточенные формы. Задача сводилась к исследованию возможностей метода и но-

вой системы визуализации уравнений. При наличии навыков построить математическую 

модель с буквенными параметрами новой машины можно за 0,5 часа, а процесс визуализа-

ции уравнения занимает 30–100 секунд. Система позволяет полученный на экране геометри-

ческий объект разворачивать во всех направлениях и триангулировать его поверхность. 

Предложенная методика построения 

уравнений поверхностей с непре-

рывной функцией кривизны может 

быть использована при проектиро-

вании корпусов подводных лодок, 

фюзеляжей самолетов и др. 
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Рис. 13. Поверхность «автомобиля» 

 

Рис. 14. Триангуляция поверхности 
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МЕТОД ПОБУДОВИ ОПЕРАТОРІВ ІЗ ЗАДАНИМИ ПРОЕКЦІЯМИ 
ВЗДОВЖ ПЕРЕТИННИХ ПРЯМИХ, ЯКІ ІНТЕРПОЛЮЮТЬ F(X, Y) 
В ТОЧКАХ ПЕРЕТИНУ ЦИХ ПРЯМИХ 

Запропоновано метод побудови операторів наближення функції f(x, y), який інтерполює 

f(x, y) в точках перетину прямих Γk, k = 1, 2, …, M і має проекції вздовж цих прямих, які 

збігаються з проекціями від f(x, y) вздовж цих прямих. Метод побудови операторів ін-

терполяції функцій двох змінних із заданими проекціями досліджується для випадку пе-

ретинних прямих, ніякі три з яких не перетинаються в одній точці. Розглянуто прикла-

ди побудови інтерполяційних операторів із заданими проекціями вздовж M = 3, 4 пере-

тинних прямих. 

Предложен метод построения операторов приближения функции f(x, y), который ин-

терполирует f(x, y) в точках пересечения прямыхΓk, k = 1, 2, …, M и имеет проекции 

вдоль этих прямых, совпадающих с проекциями от f(x, y) вдоль этих прямых. Метод по-

строения операторов интерполяции функций двух переменных с заданными проекциями 

исследуется для случая пересекающихся прямых, никакие три из которых не пересека-

ются в одной точке. Рассмотрены примеры построения интерполяционных операторов с 

заданными проекциями вдоль M = 3, 4 пересекающихся прямых. 

Вступ 

В роботах О. М. Литвина і О. О. Литвина наведено формулювання загального методу 

для побудови операторів наближення функцій двох змінних, які одночасно інтерполюють ці 

функції і мають задані проекції, а також наведено конкретні приклади для випадку, коли си-


