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ЗАРОЖДЕНИЕ ТРЕЩИНЫ В ИЗОТРОПНОЙ 

СРЕДЕ В НЕОДНОРОДНОМ НАПРЯЖЕННОМ 

ПОЛЕ     

Дається математичний опис розрахункової моделі зародження тріщини в 

ізотропному середовищі в неоднорідному напруженому полі. Використовуєть-

ся модель зони передруйнування зі зв’язками між берегами. Задача про рівно-

вагу зони передруйнування (зони ослаблених міжчасткових зв’язків матеріалу) 

в ізотропному середовищі під дією неоднорідного напруженого поля зводиться 

до розв’язання системи двох інтегродиференційних рівнянь. Інтегральні рів-

няння потім зводяться до системи нелінійних алгебраїчних рівнянь, яка 

розв’язується методом послідовних наближень. Сформульовано критерій за-

родження тріщини. Знайдено зусилля в зв’язках між берегами зони передруй-

нування, її розмір, граничні зовнішні навантаження, за яких в середовищі вини-

кає тріщина. 

Введение 

Разрушение реальных материалов является сложным процессом и для различных материалов 

протекает по-разному в зависимости от особенностей структуры материала, его химического состава, 

вида напряжения и прочих факторов. В настоящее время известно несколько механизмов трещинооб-

разования [1–4]. Для практики исследования вопросов зарождения трещины в материалах и конст-

рукциях имеет важное значение. 

Постановка задачи 

Рассмотрим однородную изотропную среду. На бесконечности действуют напряжения, яв-

ляющиеся полиноминальными функциями декартовых координат х и у. По мере нагружения среды 

силовой нагрузкой в ней будут возникать зона предразрушения, которую моделируем как область 

ослабленных межчастичных связей материала. Трещинообразование в среде под действием силовой 

нагрузки исследуется с помощью модели зоны предразрушения со связями между берегами [3]. Раз-

меры зоны предразрушения заранее неизвестны и зависят от вида материала. Принято, что между 

берегами зоны предразрушения имеются связи (силы сцепления между частицами материала среды), 
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физическая природа которых также определяется ти-

пом материала. Межчастичные связи моделируют 

взаимодействие между берегами зоны предразрушения 

и имеют заданную диаграмму деформирования. Будем 

считать, что закон деформирования межчастичных свя-

зей задан. Отметим, что в общем случае он является 

нелинейным. Законы деформирования связей рассмат-

ривались в работах [5–8] для различных материалов. 

Зона предразрушения мала по сравнению с ос-

тальной частью изотропной среды и её можно мыслен-

но заменить разрезами, поверхности которых взаимо-

действуют по некоторому закону, соответствующему 

действию удаленного материала среды, где он дефор-

мируется за пределом упругости. Зона предразрушения считается ориентированной в направлении 

максимальных растягивающих напряжений, возникающих в среде под действием силовой нагрузки.  

Пусть ось х системы координат Оху совмещена с линией зоны предразрушения (a ≤ x ≤ b) 

(рис. 1). Взаимодействие между берегами зоны предразрушения (связи между берегами) сдерживает 

зарождение трещины. Требуется найти напряженно-деформированное состояние изотропной среды и 

определить предельную нагрузку, при которой произойдет трещинообразование. При действии сило-

вой нагрузки на изотропную среду в связях, соединяющих берега зоны предразрушения, будут воз-

никать усилия q(x) = qy(x) + iqxy(x). Величина напряжений qy, qxy, как и размер зоны предразрушения, 

заранее неизвестны и определяются в процессе решения задачи механики разрушения о зарождении 

трещины. 

Граничное условие рассматриваемой задачи будет иметь вид 

 σy + iτxy = q(x)     при y = 0, a ≤ x ≤ b. (1) 

Здесь напряжения являются полиноминальными функциями декартовых координат x и y на беско-

нечности. 

В постановку рассматриваемой задачи механики разрушения о зарождении трещины в изо-

тропной среде входит соотношение, связывающее усилия в связях и раскрытие берегов зоны пред-

разрушения 

 )]()()[,()()( 1111 xiqxqxiuuivv
xyy

−σΠ=−−− −+−+
, (2) 

где функция Π(x, σ) рассматривается как зависящая от натяжения связей их эффективная податли-

вость; 
22

xyy qq +=σ  – модуль вектора усилий в соответствующих связях; )( 11

−+ − vv  – нормальная, 

)( 11

−+ − iuu  – касательная составляющие раскрытия берегов зоны предразрушения. 

Для определения значения внешней нагрузки, при которой происходит зарождении трещины, 

необходимо условие (критерий) появления трещины (разрыва межчастичных связей материала). В 

качестве такого условия можно взять критерий критического раскрытия берегов зоны предразруше-

ния 

 ciuuivv δ=−−− −+−+
)()( 1111 , (3) 

где δc – характеристика сопротивления материала изотропной среды трещинообразованию. 

Метод решения задачи 

С помощью принципа суперпозиции напряженное состояние в среде  с зоной предразрушения 

со связями между берегами представим в виде суммы двух напряженных состояний 
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τ+τ=τσ+σ=σσ+σ=σ , (4) 

где 
0

xσ , 
0

y
σ , 

0

xy
τ  – компоненты тензора напряжений в сплошной среде (без зоны предразрушения), 

при действии на бесконечности напряжений, являющихся полиномиальными функциями декартовых 

 

Рис. 1. Расчетная схема задачи 

о зарождении трещины 
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координат x и y; 
1

xσ , 
1

y
σ , 

1

xy
τ  – компоненты тензора напряжений в среде с зоной предразрушения с 

исчезающими на бесконечности напряжениями. 

Для компонент напряжений 
0

xσ , 
0

y
σ , 

0

xy
τ  имеем 
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Функции (5) в зависимости от значений коэффициентов Aj и Bj (j = 0, 1, 2, …, m) определяют 

напряженное состояние в изотропной среде без зоны предразрушения. 

С учетом формул (4) краевое условие (1) запишем в виде 

 ( ) .,0,
0011

bxayiiqqi
xyyxyyxyy

≤≤=τ−σ−−=τ−σ  (6) 

Напряжения 
1

xσ , 
1

y
σ , 

1

xy
τ  и перемещения u1, v1 выразим через две кусочно-аналитические 

функции комплексного переменного Φ(z) и Ω (z) [9] 

 ( )
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∂
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 (7) 

где µ – модуль сдвига материала; κ = (3 – ν)/(1 + ν) для плоско-напряженного состояния, κ = 3 – 4ν 

для плоской деформации; ν – коэффициент Пуассона материала среды. 

На основании краевого условия (6) приходим [9] к задаче линейного сопряжения с разрывны-

ми коэффициентами 
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где t – аффикс точек контура зоны предразрушения; ( )00
)(

xyyxyy
iiqqtf τ−σ−−=  на bta ≤≤ . 

Напряжения в изотропной среде должны быть ограниченными, поэтому и решение краевой 

задачи (8) должно быть найдено в классе всюду ограниченных функций. Запишем его в виде 

 ∫ −−−π
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При z → ∞ ( )zOzbzazxT /1))(()( +=−−= . Корень под знаком интеграла представляет со-

бой значение ветви соответствующей функции, выделяемой приведенным условием на верхнем бере-

гу зоны предразрушения. Из условия разрешимости краевой задачи (8) имеем два соотношения 
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С помощью соотношений (10) определяем неизвестные величины a и b, характеризующие 

размер зоны предразрушения.  

Неизвестные напряжения qy(x) и qxy(x) находятся из дополнительного соотношения (2). Ис-

пользуя полученное решение задачи , определяем раскрытие между противоположными берегами 

зоны предразрушения. С помощью второго соотношения (7) и граничных значений комплексных по-

тенциалов на отрезке y = 0, a ≤ x ≤ b, получаем 
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Используя формулы Сохоцкого–Племеля [9], с учетом формулы (9) находим 

 ∫ −−−π

−−
=Φ−Φ −+

b

a

dt
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i

bxax
xx

)())((

)())((
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Для определения усилий в связях получаем нелинейное сингулярное интегродифференциаль-

ное уравнение 
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Отделяя в (11) действительные и мнимые части, имеем систему нелинейных сингулярных ин-

тегродифференциальных уравнений относительно qy(x) и qxy(x) 
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Перейдем к алгебраизации интегродифференциальных уравнений (12), (13) с дополнитель-

ными условиями (10). Сделав замену переменных 

η
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22
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t , 

приводим все интервалы интегрирования в уравнениях (12), (13) и в дополнительных условиях (10) к 

одному интервалу [–1, 1]. 

Левые части интегродифференциальныхо уравнений (12), (13) соответственно принимают вид 
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Производную, входящую в правую часть уравнений (12), (13), заменяем для произвольного 

внутреннего узла конечно-разностной аппроксимацией  
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заменяем конечными суммами интегралы в (14) и конечноразностными аппроксимациями (15) 

производные в правых частях уравнений (12) и (13). Приведенные выше формулы дают возможность 

каждое интегродифференциальное уравнение заменить системой алгебраических уравнений 

относительно приближенных значений искомой функции в узловых точках. В результате получаем 
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Принимая во внимание, что 
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алгебраические системы (16) приводим к виду 
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где )(, vyvy qq τ= ; )(, vyvxy qq τ= ; )(, mymy ff τ= ; )(, mxymxy ff τ= ; 11 )()(2 ++ η−++=
mm

abbax ; 

2
ctg

1 vm

mv
M

A
θθ

−=
m

, верхний знак берется, если число vm −  нечетно и нижний, если оно четно.  

Для алгебраизации уравнений для определения параметров а и b (условий разрешимости 

краевой задачи) используем замену переменных и квадратурную формулу Гаусса. В результате усло-

вия разрешимости задачи находим в виде 

для интегрального уравнения (12) 
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для интегрального уравнения (13) 
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В итоге вместо каждого сингулярного интегродифференциального уравнения с соответст-

вующими дополнительными уравнениями получаем M + 2 алгебраических уравнений для определе-

ния напряжений qy(x) и qxy(x) в узловых точках и размеров зоны предразрушения. 

На основе полученного решения условие появления трещины в изотропной среде запишется в 

виде 

 ( ) cxxx δ=σσΠ ∗∗∗ )()(, , 

где ∗x  – точка, в которой имеет место разрыв связей на берегах зоны предразрушения. 
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Поскольку размер зоны предразру-

шения является заранее неизвестной величи-

ной, полученные системы уравнений оказы-

ваются нелинейными даже при линейно-

упругих связях. Для их решения использовал-

ся в случае линейного закона деформирова-

ния связей метод последовательных прибли-

жений [10]. В случае нелинейного закона для 

определения усилий в зоне предразрушения 

также использовался алгоритм, подобный ме-

тоду упругих решений [11]. Закон деформи-

рования межчастичных связей полагался ли-

нейным при *VV ≤ . При *)( VxV >  выполня-

ются последующие итерации и для них реша-

ется система уравнений в каждом приближе-

нии, причем эффективная податливость свя-

зей переменна вдоль зоны предразрушения и 

зависит от величины модуля вектора усилий в 

связях, полученного на предыдущем шаге 

расчета. Эффективной податливость определяется подобно секущему модулю в методе переменных 

параметров упругости [12]. Процесс последовательных приближений заканчивается, когда получен-

ные на двух последовательных шагах усилия в зоне предразрушения, мало отличаются. Алгебраиче-

ская система в каждом приближении решалась численно методом Гаусса с выбором главного элемента. 

Совместное решение полученных уравнений и условия (3) позволяет при заданных характе-

ристиках связей определить критическую величину внешней нагрузки и размер зоны предразрушения 

для состояния предельного равновесия, при которых происходит появление трещины. Выбирая мно-

гочлены (5) определенного вида, получим решение практических важных задач. Полагая в формулах 

(5) 
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где I – момент инерции площади сечения полосы, можно увидеть, что в этом случае функции Φ0(z) и 

Ω0(z) дают решение задачи о чистом изгибе моментами М бесконечной полосы (балки) без полосы 

предразрушения. 

При 
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функции (5) дают решение задачи об изгибе балки длиной 2L без зоны предразрушения, когда балка 

нагружена равномерным давлением интенсивностью q. В этом случае принято, что балка свободно 

расположена на двух опорах, а опорные реакции определяются как касательные усилия, приложен-

ные к торцам балки. Если же 
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Рис. 2. Зависимость длины зоны предразрушения 

от безразмерной нагрузки при чистом изгибе 
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то функции (5) дают решение задачи об изги-

бе жестко защемленной консольной балки без 

зоны предразрушения под действием посто-

янной поперечной силы Q, приложенной на ее 

свободном конце. 

На рис. 2 представлена зависимость 

длины зоны предразрушения от безразмерной 

нагрузки Mизг/MS при чистом изгибе. В расче-

тах принималось ν = 0,3; M = 30. На рис. 3 по-

казана зависимость безразмерной предельной 

нагрузки 

cS

c
Ech

M
M

δσ
=

1

2

3

3

изг  от относитель-

ной длины зоны предразрушения (b – a)/c, где 

σS – предел текучести материала среды на рас-

тяжение, MS = σSh
2
/4. 

Заключение 

Анализ предельно-равновесного со-

стояния изотропной среды, при котором по-

является трещина, сводится к параметрическому исследованию полученных алгебраических систем и 

критерия появления трещины при различных законах деформирования связей, упругих постоянных 

материала и геометрических характеристиках среды. Непосредственно из решения полученных ал-

гебраических систем определяются усилия в связях и раскрытие берегов зоны предразрушения. 
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Рис. 3. Зависимость безразмерной предельной нагрузки 

от относительной длины зоны предразрушения. 


