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ТЕПЛОМАССОПЕРЕНОС В 
ПОДОГРЕВАЕМОЙ СНИЗУ 
СВОБОДНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 
ЭЛЕМЕНТАРНОЙ КОНВЕКТИВНОЙ 
ЯЧЕЙКЕ С КОНИЧЕСКИ 

УГЛУБЛЕННЫМ ДНОМ 

Розглянуто задачу про теплову конвекцію в'язкої нестисливої 

рідини у циліндричній елементарній конвективній комірці з 

конічно поглибленим дном та вільними граничними умовами. 

Побудовано функції Стокса у циліндричній вільній конвектив-

ній комірці з плоскими межами, а також у конічному поглиб-

ленні дна комірки. На підставі ефекту Фудзівари отримано 

модельні розподіли ліній струму Стокса та обуреної темпе-

ратури у циліндричній елементарній конвективній комірці з 

конічно поглибленим дном та вільними граничними умовами. 

Ключові слова: елементарна конвективна 

комірка, вільні межі, конвективні процеси, 

теплоперенос, температурний градієнт. 

Введение 
Процессы конвективного тепломассопереноса в слоях подогреваемой снизу или охлаждаемой 

сверху вязкой, несжимаемой жидкости исследуются на протяжении более сотни лет. Предметом ис-

следования являются возникающие в процессе нагрева жидкости конвективные упорядоченные 

структуры в виде двухмерных валов и полигональных трехмерных ячеек, в том числе ячеек Рэлея – 

Бенара [1, 2], квазидвухмерных валиковых структур или конвективных структур другого вида. 

В обзоре [3] указанные структуры достаточно хорошо описаны и изучены. Здесь дано описа-

ние различных подходов к экспериментальному и теоретическому изучению проблемы, систематизи-

рованы основные типы структур и режимов тепловой конвекции, рассмотрены различные реализации 

масштабирования течений. Однако несмотря на достаточно обширный и проработанный материал по 

конвективному тепломассопереносу вне рамок исследования остались неисследованными такие 

структуры, как цилиндрические конвективные ячейки. Такие ячейки впервые, без придания им физи-

ческой трактовки, аналитически описаны в работах [4–5]. Позже, в [6, 7] было выполнено как экспе-

риментальное, так и теоретическое исследование теплофизических свойств цилиндрической конвек-

тивной ячейки в слое подогреваемой снизу вязкой, несжимаемой жидкости. 

На основании этих исследований было предложено рассматривать цилиндрическую конвек-

тивную ячейку как элементарную, из большого количества которых, в результате плотной упаковки, 

создаются пространственно-периодические структуры типа ячеек Бенара. Таким образом, предло-

женная элементарная конвективная ячейка позволила объяснить существующее геометрическое по-

добие свободных ячеек, начиная от лабораторных условий [8] и заканчивая супергранулами на Солн-

це [9]. 

Приведенное выше описание цилиндрической свободной конвективной ячейки применимо 

для случая слоя жидкости с плоскими границами. Для конвективной ячейки с неплоским дном будут 

наблюдаться другие пространственные распределения конвективных потоков. Например, в водоемах 

с полусферическим дном распределение потоков вблизи твердого дна отражает его геометрию [10], 

что вполне объяснимо требованием выполнения граничных условий: равенством скорости на непо-

движной твердой границе нулю [11]. При этом в качестве базовых функций, на наш взгляд, следует 

использовать аналитические решения стационарной линейной задачи Рэлея в случае свободных [1–3] 

граничных условий. 

В настоящей работе рассмотрена задача о конвективном тепломассопереносе в подогреваемой 

снизу цилиндрической элементарной конвективной ячейке с конически углубленным дном и свобод-

ными граничными условиями. 

                                                      
 Л. С. Бозбей, А. О. Костиков, В. И. Ткаченко, 2016 
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Постановка задачи 

Рассмотрим расположенную в бесконечном в направлениях осей x и y слое вязкой, несжимае-

мой жидкости толщиной h цилиндрическую конвективную ячейку с нижней границей в виде кониче-

ского углубления с образующей z = h(r/rcell – 1), соосного с ячейкой, где rcell – радиус цилиндриче-

ской элементарной конвективной ячейки. Ось z направлена вверх, перпендикулярно границам слоя 

z = 0 и z = h (см. рис. 1). Температура границ слоя задана таким образом, что температура ниже ле-

жащих уровней ячейки больше температуры верхних уровней: T0(0) = T2, T0(h) = T1, (T2 > T1), а темпе-

ратура вершины конуса T0(–h)  T3 + Tcone (Tcone > 0). Предполагаем, что в состоянии равновесия 

распределение температуры внутри ячейки описывается линейной функцией от координаты 
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где T0(z) – распределение температуры по толщине слоя,  = T2 – T1 – разность температур между 

нижней и верхней плоскостями, ze


 — единичный вектор, направленный вдоль оси z, Tcone = h/h. 

Схема элементарной конвективной ячейки с коническим углублением 

На рис. 1 приведена схема цилиндрической элементарной конвективной ячейки радиусом 

Rc = rcell/h = 1,72 [8] в слое вязкой, несжимаемой жидкости толщиной h с указанием геометрических и 

тепловых параметров. Нижняя граница ячейки имеет вид конического углубления. 

При 0  z  h стационарные нормальные возмущения компонент скорости vz(r, z), vr(r, z) и 

температуры T(r, z) цилиндрической элементарной ячейки со свободными граничными условиями 

(vz = 0, 
2
vz/z

2
 = 0, T = 0) определяются выражениями [6–8] 
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где A, B – константы; J0(krr), J1(krr) – 

функции Бесселя первого рода нулево-

го и первого порядка соответственно; 

kr – радиальное волновое число, харак-

теризующее зависимость возмущений 

от поперечной координаты r. 

Решения (1) для модового чис-

ла n = 1 описывают стационарные 

возмущения скорости и температуры 

элементарной конвективной ячейки. 

При –h  z  0 возмущенные 

скорости и температура не могут быть 

представлены в виде нормальных мод 

(1), т. к. на конической границе 

z = h(r/Rc – 1) они будут связаны 

между собой. Поэтому пространствен-

ное распределение скоростей и темпе-

ратуры при –h  z  0 представим в 

виде бесконечных рядов Фурье и 

Фурье–Бесселя [12] по пространствен-

ным гармоникам 

 

Рис. 1. Схема цилиндрической элементарной конвективной 

ячейки с указанием геометрических и тепловых параметров 
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где k0 = /h – волновое число вдоль оси z; r,l = 0,l/Rc – волновые числа вдоль оси r; 0,l – нули 

функции Бесселя нулевого порядка первого рода, расположенные в порядке возрастания с увеличе-

нием индекса l = 1, 2, 3, … .  

Константы An,l и Bn,l могут быть определены из граничных условий. Так, например, на оси 

ячейки (r = 0) имеем 
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На верхней границе конического углубления дна ячейки (z = 0) справедливы соотношения 
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На конической поверхности ячейки, когда z = h(r/Rc – 1), должны выполняться граничные 

условия 
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где (A, B)–n,l = –(A, B)n,l, (A', B')n,l = –i0,5(A', B')n,l, i – мнимая единица. 

Равенство нулю одновременно вертикальной (4) и горизонтальной (5) скорости на конической 

поверхности следуют из условия равенства вектора скорости нулю на неподвижных твердых поверх-

ностях [11]. 

Пространственное поле распределения потока в ячейке 

Найдем теперь пространственное поле распределения скоростей потока в ячейке с кониче-

ским дном. Для этого, основываясь на параметрах цилиндрической конвективной ячейки [8], полага-

ем заданными функции в выражении (2), (3) в виде 
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где A(r, z) – константа, зависящая от координат r и z. 
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На основании (6) можно построить функцию Стокса для линий тока. Она автоматически удо-

влетворяет уравнению непрерывности и имеет вид 
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Линии тока получаются как результат решения уравнения (r, z) = const [4]. 

Определим функциональную зависимость A(r, z) от координат. Для этого найдем приращение 

(r, z) при смещении координаты от r0 и z0 на малые величины dr и dz соответственно, положив 

r = r0 + dr и z = z0 + dz. Тогда нетрудно получить 
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Выполняя дифференцирование в (8) и учитывая, что по определению 0(r, z)/r = rvz(r, z) а 

0(r, z)/z = –rvr(r, z), преобразуем выражение (7) к виду 
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Первое слагаемое в (9) на конической границе равно нулю, т. к. представляет собой нормаль-

ную к поверхности границы компоненту скорости. Из второго слагаемого следует, что 

A(r, z) = A0(z/h – r/Rc), где A0 – произвольная константа интегрирования; (x) – произвольная функ-

ция от аргумента x, равная нулю на границе z = h(r/Rc – 1). 

В качестве таких функций, например, можно взять следующие модельные функции: 

1(r, z) = J0(0,1(z/h – r/Rc)) или 2(r, z) = cos((z/h – r/Rc)/2). 

На рис. 2 приведен график линий тока для модельной функции первого вида 1(x). Для мо-

дельной функции второго вида 2(x) график линий тока подобен линиям тока для 1(x). 

Использование предложенных видов модельных функций или других должно основываться 

на экспериментальных данных. Однако из предложенных решений можно сделать следующие выво-

ды: распределения линий тока в ячейках с различными модельными функциями качественно подоб-

ны; распределения линий тока в ячейках с различными модельными функциями отличаются макси-

мальной величиной функции Стокса. 

На рис. 3 приведено распределение линий тока в свободной цилиндрической элементарной 

конвективной ячейке с коническим дном глубиной h = 1/3. 

Изображенная на рис. 3 конфи-

гурация линий тока аналогична распо-

ложению линий тока двух близко рас-

положенных циклонов [13], взаимо-

действие которых исследовано япон-

ским метеорологом С. Фудзиварой. 

Согласно этому исследованию центры 

двух циклонов вращаются вокруг об-

щего центра, сближаются друг с дру-

гом и сливаются в один. Этот эффект 

носит название эффекта Фудзивары. 

В случае, изображенном на 

рис. 3, вихри расположены в закрытом 

объеме и поэтому не могут вращаться, 

а будут накладываться друг на друга, 

заполняя объем элементарной конвек-

тивной ячейки с конически углублен-

ным дном. В соответствии с эффектом 

Фудзивары результирующая функция 

Стокса 1,2(r, z) будет определяться 

 

Рис. 2. Линии тока для модельной функции 1(x) 
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суперпозицией функций Стокса ли-

ний тока двух вихрей, стремящихся 

приобрести одинаковый масштаб 
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Применение принципа су-

перпозиции функций Стокса обу-

словлено использованием линейного 

приближения при описании тепло-

массопереноса в конвективной 

ячейке со свободными граничными 

условиями. Вычитание функций 

Стокса двух вихрей объясняется 

разнонаправленностью горизон-

тальных скоростей рассматривае-

мых вихрей при z = 0. 

На рис. 4 приведены линии 

тока Стокса в свободной цилиндри-

ческой элементарной конвективной 

ячейке с конически углубленным дном глубиной h = 1/3 для модельной функции 2(x) в результате 

наложения двух вихрей в ячейке. 

Результирующее распределение возмущенной температуры T(r, z) в конвективной ячейке с 

конически углубленным дном глубиной h = 1/3 для модельной функции 1(x) показано на рис. 5. 

В случае модельной функции 2(x) распределение возмущенной температуры подобно приве-

денному на рис. 5, с той лишь разницей, что максимальное значение возмущенной температуры при 

r = 0 в относительных единицах в первом случае в 1.55 раз больше, чем во втором. Кроме того, для 

модельной функции 2(x) линии уровней возмущенной температуры в верхней части ячейки вблизи 

r = 0 принимают отрицательные значения, что соответствует аномальному быстрому охлаждению 

жидкости в этой области по срав-

нению со случаем модельной 

функции 1(x). 

Выводы 

Таким образом, в работе 

исследована тепловая конвекция 

вязкой несжимаемой жидкости в 

цилиндрической элементарной 

конвективной ячейке с конически 

углубленным дном и свободными 

граничными условиями. Построе-

ны линии Стокса для массоперено-

са в коническом углублении кон-

вективной ячейки, которые удо-

влетворяют свободным граничным 

условиям на верхней границе z = 1 

и на конической поверхности. По-

строены линии Стокса распреде-

ления линий тока в цилиндриче-

ской элементарной конвективной 

ячейке с коническим дном глуби-

 

Рис. 3. Линии тока свободной цилиндрической 

элементарной конвективной ячейки 

 

Рис. 4. Результирующее распределение линий тока Стокса в 

свободной цилиндрической элементарной конвективной ячейке 
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ной h = 1/3 со свободными гра-

ничными условиями на верхней 

z = 1 и нижней, конической гра-

ницах. С использованием эффек-

та Фудзивары получены модель-

ные распределения линий тока 

Стокса и возмущенной темпера-

туры в цилиндрической элемен-

тарной конвективной ячейке с 

конически углубленным дном и 

свободными граничными усло-

виями.  
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Рис. 5. Результирующее распределение возмущенной температуры 

в свободной цилиндрической элементарной конвективной ячейке 


