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Abstract. The propagation of waves in a layered composite material is studied for the 
case of sliding layers. A dispersion equations are obtained for quasi-longitudinal and quasi-
transverse waves. These equations are solved numerically for cases of the full contact of 
layers and the sliding contact of layers. The corresponding dispersion curves are shown. The 
effect of boundary conditions on parameters of waves is studied. 
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Введение. 
Распространению волн в композитных и неоднородных материалах посвящены 

многие публикации в периодических изданиях [12, 14, 15 и др.]. Особый интерес 
представляют волны в композитных материалах с начальными напряжениями [7, 10, 
11, 13, 17, 18, 20 и др.]; анализ таких результатов дан в обзорных статьях [1, 4, 9, 19] и 
монографии [22]. Отметим температурные эффекты [13], эффекты, связанные с отра-
жением [20], фильтрацией и фокусировкой [12] волн в слоистых средах. 

Распространение плоских волн в слоистом композитном материале с начальными на-
пряжениями периодической структуры рассмотрено в работах [3, 7 и др.], где все резуль-
таты получены для полного контакта слоев. В статье [17] проведены аналогичные иссле-
дования при полном проскальзывании слоев. Поскольку эти результаты получены для 
двух крайних случаев контакта между слоями, то представляет интерес их сравнение для 
оценки результатов при других видах контакта. Указанное сравнение результатов, с це-
лью двухсторонних оценок для исследуемых величин, предложено в [6, 16].  

Отметим, что применительно к распространению волн в слоистом композите 
такое сравнение отсутствует в классической теории (без начальных напряжений). 
В работе [8] рассмотрено распространение волн в среде с периодически располо-
женными твердыми слоями (полный контакт), а также твердыми и жидкими 
слоями (проскальзывание). При анализе дисперсионных уравнений автор огра-
ничился длинноволновым приближением. Результаты этих исследований также 
приведены в монографии [2]. 

В статье [21] проведено численное решение дисперсионных уравнений для квази-
поперечной и квазипродольной волн при чередовании твердых слоев. Результаты рас-
четов, которые также включены в монографию [6], представлены для низших мод при 
различных отношениях модулей сдвига. 

В данной работе в рамках классической теории упругости рассмотрено распро-
странение волн при проскальзывании слоев, а также проведен анализ скоростей рас-
пространения волн для различных граничных условий. 
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1. Постановка задачи. 
Рассмотрим слоистую среду, состоящую из двух изотропных слоев; слои имеют пе-

риодическую структуру и толщины (1)h  и (2)h , соответственно. Все величины, относя-
щиеся к каждому из слоев, отметим вверху индексом в скобках. Примем, что на границе 
раздела слоев осуществляется полное проскальзывание. Заметим, что в такой среде не 
могут распространяться сдвиговые волны по нормали к слоям. 

Поскольку распространение продоль-
ных волн перпендикулярно слоям не отли-
чается от случая полного контакта [8], то 
исследуем распространение волн параллель-
но слоям вдоль оси x , поляризованных в 
плоскости x z  (рис. 1). Отметим, что сдви-

говые волны, поляризованные в плоскости 
x y , при проскальзывании распространяют-

ся независимо в каждом из слоев. Этот слу-
чай сводится к распространению волн Лява 
в пластинке (в каждом из слоев) [2]. 

2. Представление общего решения задачи. 

Разложим полное смещение ( )jU (здесь и ниже 1,2j = ) частиц среды в каждом из 

слоев на безвихревую ( )ju  и соленоидальную ( )jv  части. Тогда для гармонической 

волны частоты w  векторы перемещений ( )ju  и ( )jv  и их компоненты удовлетворяют 
уравнениям вида [8] 
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tc m r= ; ( )jl  и 
( )jm  – упругие постоянные Ламе, а ( )jr  – плотность материала компонентов. 

Общее решение запишем через частные решения, а именно – четное и нечет-
ное решения относительно средин слоев. Решение уравнений (1) для первого ком-
понента имеет вид [8] 

(1) (1) (1) (1)( )exp( ); ( ( ) / )exp( );x zu P z ikx u P z ik ikx¢= - =- -                       (2) 

(1) (1) (1) (1)( ( ) / )exp( ); ( )exp( ),x zv Q z ik ikx v Q z ikx¢= - = -  

где /k cw=  – волновое число; c  – фазовая скорость волн в композитном мате-
риале, а также 

2 2(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) 2( ) cos ( / 2) sin ( / 2); ;lP z A z h B z h k ka a a= - + - = -       (3) 

2 2(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) 2( ) cos ( / 2) sin ( / 2); .tQ z C z h D z h k kb b b= - + - = -  

Аналогично представим решение для второго компонента 

(2) (2) (2) (2)( )exp( ); ( ( ) / )exp( );x zu P z ikx u P z ik ikx¢= - = - -                    (4) 

 

Рис. 1 
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(2) (2) (2) (2)( ( ) / )exp( ); ( )exp( )x zv Q z ik ikx v Q z ikx¢= - = -  

2 2(2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) 2( ( ) cos ( / 2) sin ( / 2); ;lP z A z h B z h k ka a a= + + + = -    (5) 

2 2(2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) (2) 2( ) cos ( / 2) sin ( / 2); ).tQ z C z h D z h k kb b b= + + + = -  

Для компонентов тензора напряжений имеем следующие выражения [8]: 
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На границах раздела слоев (при 0x = , рис. 1) для ( ) ( ) ( )j j j
z z zU u v= + , ( )j

xzs  и 
( )j
zzs  в случае полного проскальзывания должны выполняться следующие усло-

вия контакта: 

(1) (2) (1) (2)(0) (0); (0) (0);z z zz zzU U s s= = (1) (2)(0) 0; (0) 0,xz xzs s= =             (7) 

а также условия периодичности 

(1) (1) (2) (2) (1) (1) (2) (2)( ) ( ); ( ) ( );z z zz zzU h U h h hs s= - = -                          (8) 

(1) (1) (2) (2)( ) 0; ( ) 0.xz xzh hs s= - =  

Подставляя выражения для перемещений (2), (4) и напряжений (6) в условия кон-
такта (7) и периодичности (8), получаем систему восьми уравнений относительно по-

стоянных (1) (1) (2), , ,A B D , которые распадаются на две группы, характеризующие 

соответствующие виды волн. 

1. Квазипоперечная волна ( (1) (1) (2) (2) 0A D A D= = = = ). Для такой волны про-

дольные смещения антисимметричны относительно средин слоев, а поперечные – 
симметричны. В этом случае условия контакта (7) и периодичности (8) совпадают; 

тогда для определения постоянных (1)B , (1)C , (2)B  и (2)C  получим уравнения 

(1) (1) (1) (1) (2) (2) (2) (2)
(1) (1) (1) (2) (2) (2)cos cos cos cos 0;

2 2 2 2

h h h h
B C ik B C ik

a b a b
a a- - + =  

(1) (1) (1) (1)
2 2(1) (1) (1) (1) (1) (1)(1) (1)( 2 )sin 2 sin

2 2l

h h
B C ikk

a b
l m m ba+ - +  

(2) (2) (2) (2)
2 2(2) (2) (2) (2) (2) (2)(2) (2)( 2 )sin 2 sin 0;

2 2l

h h
B C ikk

a b
l m m ba+ + - =  

(1) (1) (1) (1)
2(1) (1) (1) 2 (1)2 cos ( )cos 0;

2 2

h h
B ik C k

a b
a b+ - =  



 55 

(2) (2) (2) (2)
2(2) (2) (2) 2 (2)2 cos ( )cos 0.

2 2

h h
B ik C k

a b
a b+ - =  

Приравнивая определитель этой системы нулю, получаем дисперсионное уравне-
ние, определяющее волновое число k , а следовательно, и скорость распространения 
волны /c kw=  при произвольных значениях параметров слоев, т.е. 
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2. Квазипродольная волна ( (1) (1) (2) (2) 0B C B C= = = = ). В этом случае, как вид-

но из (3) и (5), продольные смещения симметричны относительно средин слоев, а по-
перечные – антисимметричны. Поэтому, если усреднить перемещения по периоду 
структуры, то волна такого типа будет продольной. По аналогии с предыдущим слу-
чаем, получаем для данной волны дисперсионное уравнение  
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Отметим, что фазовые скорости распространения поперечной и продольной 
волн для произвольных значений параметров слоев определяются при численном 
решении, соответственно, уравнений (9) и (10). 

3. Числовые результаты и их анализ. 
Как отмечено выше, в [8], в частности, получены дисперсионные уравнения для 

квазипродольных и квазипоперечных волн при полном контакте слоев. В статье [21] 
проведено их численное решение, где результаты представлены только для нулевых 
мод при различных отношениях модулей сдвига. 

Отметим, что автором настоящей статьи проведено численное решение указанных 
дисперсионных уравнений из работы [8], а также аналогичных им уравнений (9) и 
(10), полученных в данной работе при проскальзывании слоев. Результаты расчетов 
представлены в виде зависимости безразмерной скорости распространения волн 

(2)/ tc c  от приведенной частоты (2) (2)
th k h=  для первых пяти мод (0 – 4). 

Решение всех волновых уравнений проведено при одних и тех же параметрах. 
Принято, что материал первого слоя – сталь 09Г2С, а второго – оргстекло. Их упругие 

постоянные даны в [3]. Отношение слоев принято следующим: (2) (1)/ 1h h = . 
Поскольку полный контакт – это наиболее жесткое соединение, а полное про-

скальзывание – наиболее мягкое соединение между слоями, то  из соображений физи-
ческого характера, следует, что результаты исследований при всех остальных гранич-
ных условиях должны находиться между результатами для этих крайних случаев. 

Таким образом, если сопоставить соответствующие дисперсионные кривые при 
идеальном контакте и проскальзывании, то можно определить область решений дис-
персионного уравнения, полученного при различных условиях контакта между слоями. 
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На рис. 2 – 6 представлены результаты сравнения первых пяти мод для попе-
речных волн. Сплошные линии соответствуют полному контакту, а штриховые – 
проскальзыванию. 

              

                        Рис. 2                                                                     Рис. 3 

 

              

                        Рис. 4                                                                     Рис. 5 

 
Рис. 6 

На рис. 7 – 12 показано сопоставление соответствующих дисперсионных кривых 
для первых пяти мод квазипродольных волн. 

              
                          Рис. 7                                                                 Рис. 8 
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                             Рис. 9                                                                    Рис. 10 

            

   Рис. 11                                                                 Рис. 12 

Отметим, что для квазипродольной волны при проскальзывании слоев существует 
две нулевые моды, для которых на рис. 7, 8 дано сравнение с нулевой модой при пол-
ном контакте слоев. 

Выводы. 
На основе анализа полученных результатов, можно сформулировать следующие 

закономерности: 
1) в широком диапазоне частот отличие результатов для полного контакта и про-

скальзывания незначительное; 
2) в достаточно узких областях (вблизи частот зарождения волн) наблюдается су-

щественное отличие между результатами. 
Эти закономерности также подтверждаются соображениями физического харак-

тера, так как волны при зарождении имеют бесконечные скорости, а частоты зарож-
дения волн при полном контакте и проскальзывании являются различными. Посколь-
ку такого рода анализ в литературе отсутствует, то обнаруженные закономерности 
можно рассматривать как новый механический эффект. 

 

 

Р Е ЗЮМ Е .  Досліджено поширення квазіпоперечних та квазіпоздовжніх хвиль вздовж шарів 
композитного матеріалу. Композит складається з двох шарів, що чергуються, між якими реалізується 
повне проковзування. Отримано дисперсійні рівняння для вказаних хвиль та проведено числове до-
слідження одержаних хвильових рівнянь, а також аналогічних дисперсійних рівнянь, отриманих для 
повного контакту шарів. Результати досліджень представлено у вигляді залежностей безрозмірної 
швидкості поширення хвиль від приведеної частоти. Для кожного типу хвиль проведено зіставлення 
відповідних дисперсійних кривих (мод), які отримано при проковзуванні та при повному контакті. На 
основі такого порівняння проведено аналіз швидкостей поширення хвиль у шаруватих середовищах 
при різних граничних умовах. 
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