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Abstract. A problem is solved on the stress state of shallow isotropic spherical shell 

with the circular rigid inclusions loaded by a force or a moment. The case of two inclusions 
of unequal radii is studied numerically. An essential increasing of stresses in the shell is 
detected when the inclusion radius and the bridge between two inclusions are decreased. 

 
Key words: shallow isotropic spherical shell, stress state, circular rigid inclusion, 

bridge between inclusions. 
 
 
 
Введение.  
Исследования напряжённого состояния оболочек и пластин с различными кон-

центраторами напряжений в виде отверстий и включений [2 – 12], сосредоточенных 
[1] и локальных воздействий [3] по-прежнему остаются теоретически и практически 
актуальными задачами. 

Аналитические решения и числовые результаты для сферической оболочки, на-
груженной силой или моментом через жёсткую шайбу, получены для случая оболочки 
с одним абсолютно жёстким включением в [3]. Однако исследования оболочек и пла-
стин с двумя круговыми отверстиями или жёсткими включениями показали, что при 
близком расположении двух контуров может происходить значительное увеличение 
концентрации напряжений в окрестности их расположения [2, 4 – 12]. Учитывая это, в 
данной статье рассмотрена задача для сферической оболочки с двумя круговыми аб-
солютно жёсткими включениями, нагруженными силой или моментом. Детально ис-
следовано напряжённое состояние оболочки с двумя неравными жёсткими шайбами, 
включая случаи их близкого расположения. 

 
1. Постановка задачи.  
Рассмотрим пологую изотропную сферическую оболочку с m круговыми абсо-

лютно жёсткими включениями, центры которых расположены на одной оси Ox. На 
недеформируемых контурах включений q  ставятся следующие деформационные 

краевые условия [2]: 

0, 0, 0, 0
q q q qn               ( 1,q m ).                      (1) 
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Предполагаем, что жёсткие шайбы нагружены поперечными силами, составляю-

щая главного вектора которых ( ) 0q
zF   или – моментами, компонента главного мо-

мента которых ( ) 0q
yB  . 

Возмущённое напряжённое состояние, вносимое включениями, определяем, ис-
ходя из однородного разрешающего дифференциального уравнения тонких сфериче-
ских изотропных оболочек, предложенного в [2] 

2 2 2 0.U i U                                                              (2) 

Здесь U  — искомая комплексная функция; 
2 2

2
2 2 2

1 1

   
  

   
 

 – оператор 

Лапласа в полярной системе координат ,  ;  
r

cR
   – относительный безразмер-

ный радиус-вектор; ;ire x iy    212(1 )c h   ;  – коэффициент Пуассона; R – 

радиус срединной поверхности оболочки; h – толщина оболочки; i – мнимая единица. 
 
2. Методика решения задачи. 
Решение однородного дифференциального уравнения (2) представим  в виде трёх 

составляющих: цилиндрической, полигармонической и аналитической 

c p aU U U U   .                                                       (3)  

Решения, удовлетворяющие условиям симметрии напряжённого состояния отно-
сительно оси Ox  и убывающие по абсолютной величине при удалении от q , будут 

иметь вид [2] 

     1

1 0

, cos
m

c q q qn n q q
q n

U c H n   


 
  ;                               (4) 

 
1 1

1
, cos

m

p q q qn qn
q n q

U a n  




 
  .                                     (5) 

Здесь qnc , qna  – комплексные неизвестные;    1
n qH   – функция Ханкеля; 

q
q

r

cR
   – относительный безразмерный радиус-вектор в полярных координатах 

qi
q q qr e x iy

    с началом в центре qO  контура q ;   1 2i   .  

Главный вектор и главный момент внешней нагрузки, приложенной к одной из 
жёстких шайб q , определяются согласно [2] равенствами 

( ) ( )( )
1 22 Im ( )q qq

xF EhcR    ; 

( ) ( )( )
1 22 Re ( )q qq

yF EhcR    ;                                           (6) 

   ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 2 1 2Re 2 1 ( )q q q qq

xB Ehc icR            ; 

   ( ) ( ) ( ) ( )( )
1 2 1 2Im 2 1 ( )q q q qq

yB Ehc icR            ;                       (7) 
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( ) ( )( )
1 2Im( )q qq

zF Ehc    ;  ( ) ( )( )
2 1Re( )q qq

zB EhcR    .                   (8) 

Следуя [2], необходимо также выполнить условия однозначности комплексных 
смещений на контурах q : 

( ) ( )
1 2

q q   ;  ( ) ( )
1 2

q q   ;  ( ) ( ) ( )
1 2 14 (1 )q q qicR       .                   (9) 

Комплексные неизвестные постоянные ( )q
j , ( )q

j , ( )q
j   1,2j   определяются 

из системы уравнений (6) – (9) при задании компонент главного вектора и главного 
момента внешней нагрузки. 

Рассмотрим два варианта нагружений: жёсткие шайбы нагружены поперечными 

силами, т.е. ( ) 0q
zF  , или моментами ( ) 0q

yB  , а ( ) 0q
xF  , ( ) 0q

yF  , ( ) 0q
xB  , 

( ) 0q
zB  . Тогда, как очевидно из системы уравнений (6) – (9), (q) 0j  ,  ( ) ( )

2 1
q q  , 

( ) ( )
2 1
q q   и аналитическая часть aU  согласно [2] примет вид 

   ( ) ( )
1 1

1

1
, 1 ln cos

m
q q

a q q q q
q q

U r r
r

   


 
    

  
 .             (10) 

Для разделения переменных в функции U  в q -й системе координат применим 

методику, предложенную в [2] и основанную на использовании теоремы Графа для 
цилиндрических функций в (4) и разложений в ряд Лорана каждого из членов степен-
ной (5) и аналитической (10) частей решения. В конкретном случае двух жёстких 
включений (т.е. при m  2) получим следующие выражения: 

 ,c q qU   
2

1 0q n



 
  

             1 1
0 3 0

0

1
p

n q n np q p n p n p qn n q
p

J e e c H l H l c H   


  


          
 cos qn ;  (11) 

     
  1
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1 0 2 2 0
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p q q q p q qn qp n n
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p n
U a n a n

p n l


   



  


   

   
  

  
    ;   (12) 
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1 0 0
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, 2 ln ln cos

n
n

a q q q q qn
q n

U l n
n l

     


 

         
   

   

 
1 01

00 1

11
cos cos

n
n

q q qn
nq

n
l

   







     
  

 .                               (13) 

Здесь  0n qJ   – функция Бесселя первого рода; 0
0

q
q

r

cR
   – безразмерный радиус 

q -го включения; Ll
cR

 – относительная безразмерная величина, где L расстояние 

между центрами круговых контуров 1 2O O  (рис. 1); 
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 1 1
q

l l  ; 
1 2 при 0;

1 при 0;
n

n
e

n

 


   
 

1 при 1;

1 при 2.
np n p

q
e

q


 
  

 

 
Рис. 1 

 
Выражения для деформационных краевых величин в (1) имеют такой вид: 

rT T    ;   6
rG G

h    ;  
 6 1

rH
h 





 ; 

   1r r
n

d T T dS

dr r d
 







 
  .                                       (14) 

Усилия и моменты, отвечающие решениям (11) – (13), согласно [2, 3], имеют вид 

2

2

1 1
Imr

U U
T

   

  
      

;  
1

Imr
U

S    
  

    
; 

  1
1 Rer

U
H c 

  
  

      
; 

2

2
Im

U
T 


 


;  

2 2

2 2 2
Rer

U U U
G c

 
   

   
       

; 

  21 Re rG c U G      .                                        (15) 

Ограничимся рассмотрением случаев, когда жёсткие шайбы нагружены одинако-

выми поперечными силами, т.е. ( )q
z zF F , или одинаковыми моментами 

  1( ) 1
qq

y yB B
  . Тогда для варианта нагружения поперечными силами, когда задано 

zF Ehc , а остальные компоненты – равными нулю, из системы уравнений (6) – (9) 

получим 

1

( ) ( )
20; 0q q   ;  

1

( )

2
q i  ;  

2

( )

2
q i   ;  

1

( ) 0q  ;  
2

( ) 0q  ,                      (16) 

а для варианта yB Ehc cR  имеем 

1 2

( ) ( )0, 0q q   , 
1

( ) 0q  , 
2

( ) 0q  ,  
1

1( ) 1
2

qq i
cR   ,  

2

( ) 1
2

qq i
cR   .      (17) 
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Подставляя усилия и моменты (15) с 
учетом (11) – (13) в краевые условия (1), 
(14) и приравнивая члены при одинако-
вых гармониках, получаем бесконечную 
систему линейных алгебраических урав-
нений относительно действительных и 
мнимых частей неизвестных qna , qnc . 

Поскольку комплексные неизвестные 

постоянные ( )q
j , ( )q

j , ( )q
j   1,2j   

получены (16) – (17), то этим также оп-
ределятся правые части системы. 

Для деформационных краевых вели-
чин, записанных в виде (14), между ко-
эффициентами при неизвестных посто-
янных существуют следующие зависи-
мости: 

для 0-й гармоники 

 0 2 03 1 n     ;  0 0  ; (18) 

для 1-й гармоники 
1 1
    ; 

   2 1 2 1 13 1 n         .  (19) 

При построении системы опускаем 
уравнения, зависимые в соответствии с 
тождествами (18) и (19). Так, для 0-й  
гармоники были оставлены условия 

1 1

0 00, 0     , а для 1-й гармо-

ники  
1 1

1 10, 0n      и 
1

1 0,    

или 
1

1 0   . 

Полученную систему решаем методом редукции. Подставляя полученные в ре-
зультате решения системы значения qnc , qna  в формулы (11) – (13) и (3), определим 

функцию U . Далее по формулам (15) получим в задаваемых точках усилия и момен-
ты, которые ещё при переходе к направлениям ,    преобразуются по известным 
формулам поворота [2]. В результате получены коэффициенты концентрации мем-
бранных и изгибных напряжений 

Tk T d  ;  T
r rk T d ;  6Bk G dh  ;  6B

r rk G dh ; 

T
r rS d   ;  6B

r rH dh   ,                                         (20) 

а по ним – определены и относительные эквивалентные напряжения по энергетиче-
ской теории прочности [2]: 

T Bk k k    ;  T B
r r rk k k  ;  T B

r r rk      ;  2 2 23eq r r rk k k k k k      . 

 
Рис. 2 

 
Рис. 3 
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Относительным эквивалентным напряжениям на наружной поверхности оболочки 
Ext
eqk  соответствует знак «+», а на внутренней Int

eqk  – знак «–». В таблицах и на графи-

ках приведены значения коэффициентов концентрации в увеличенном масштабе 10:1 
и поэтому в формулах (20) принято 0,1d Eh . 

 
3. Числовые результаты и их анализ. 
Численные исследования проведены для изотропной сферической оболочки (ко-

эффициент Пуассона 0,3  ) с двумя жёсткими шайбами радиусами 01 4   и 

02 2   при различных значениях относительной ширины перемычки s . Здесь и да-

лее приняты следующие обозначения относительных безразмерных величин: 0q  – 

радиусы включений, 
01

Ss r , где S – ширина перемычки между контурами включе-

ний (СE на рис. 1). 

    
Рис. 4                                                            Рис. 5 

  
На рис. 2 – 5 параметр  , откладываемый по горизонтальной оси графиков, при-

нимает следующие значения: 1) 
2

4 4
q

q







    при  4 1 4 2q q     описыва-

ет половину контура q  включения, т.е. в случае симметрии относительно оси Ox   

0  q
  , где q q      (рис. 1); 2) 1 012 1

x r

S


 
   

 
 при 2 4   – по пере-

мычке s , т.е. когда 01r  1x 01r S  ; 3) 
0

4 3 q

q

x
q

r
     – при удалении от контура 

q  по оси qOx  на расстояние до 05 qr , т.е. когда 5  1x 0  или 6  2x  11.  

По вертикальной оси графиков отложены значения относительных напряжений: 

эквивалентных на наружной поверхности оболочки Ext
eqk – сплошной линией, относи-

тельных тангенциальных T
rk – пунктирной, Tk  – штрих - пунктирной и изгибных B

rk  

– штриховой. 
На рис. 2, 3 приведены графики распределения напряжений, а в табл. 1, 2 – их 

значения для варианта zF  при значениях относительной ширины перемычки 6s   

(рис. 2) и 0, 4s   (рис. 3); в табл. 1, 2 – для 7,5s   и 0, 2s  . Аналогично для вариан-

та yB  на рис. 4, 5 и в табл. 3.  
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Из анализа результатов рисунков и таблиц следует, что концентрация напряжений 
на контуре меньшей шайбы и вблизи неё значительно больше, чем на шайбе большего 
радиуса. Так, из рис. 2 и табл. 1 для случая zF  следует, что на контуре 2  радиуса 

02 2   наибольшие напряжения Ext
eqk , Int

eqk   в 3 раза больше, чем на контуре 1  ра-

диуса 01 4  , а для yB  на рис. 4 и в табл. 3, а – соответственно, в 5 – 6 раз. При этом 

получено, что наибольший вклад вносят изгибные напряжения B
rk . Также при 

уменьшении радиуса жёсткого включения наблюдается увеличение зоны затухания 
концентрации напряжений.  

Из рис. 3, 5 и табл. 2, 3, б видно, что при уменьшении ширины перемычки s  про-
исходит увеличение относительных эквивалентных напряжений в точках вблизи пе-
ремычки и на ней, а также увеличение зоны затухания напряжений при удалении от 
контуров по осям  1Ox , 2Ox . 

О достоверности полученных результатов. 1) Проверена точность удовлетво-
рения граничных условий путём непосредственного вычисления заданных усилий и 
моментов в точках контуров с использованием рядов (4), (5), (10), т.е. без применения 
теоремы Графа и ряда Лорана. Вычисления проведены на PC в среде пакета Maple. 
Точность вычислений можно регулировать, задавая значение системной переменной 
Digits , а также – число гармоник n в решениях (9), (10). Так, при 30n   и Digits 50  

для случаев, представленных в табл. 1, 3, а при численной реализации абсолютная 

погрешность выполнения граничных условий не превышала 4710 , а в случаях, пред-

ставленных в табл. 2, 3, б, соответственно, – 410  (при этом максимальное значение 
напряжений не превышало 3). 

2). Для сравнения с результатами других авторов для сферической оболочки с од-
ним жёстким включением проведены расчёты при 7,5s  , т.е. когда взаимовлияние 
жёстких включений отсутствует. Получено хорошее совпадение с результатами, по-
лученными при расчётах, приведенных в [3].  

3). При расчётах наблюдалось также, что с уменьшением радиуса жёсткого вклю-
чения напряжённое состояние в рассмотренных здесь случаях (с распределённой по 
шайбе нагрузкой) качественно приближается к случаю сосредоточенной силы, рас-
смотренному в [1]. 

4). Проверена точность выполнения дифференциального уравнения (1) функция-
ми U с коэффициентами, определёнными после решения системы. Абсолютная по-

грешность не превышала 4610  при Digits 50 . 

Таблица 1       
Tочки 

 

 

rk , k , eqk  

01 4   

От точки А до т. C  

1
0     

s = 7,5 

Точка D  

/ 2s  

02 2   

От точки E до т. G 

2
0      

T
rk  0,203 0,003 0,553 

Тk  0,061 -0,003 0,166 

B
rk  0,556 0,000 1,700 

Bk  0,167 0,000 0,510 

Ext
eqk  0,675 0,004 2,002 

 

 

Вариант 

zF  

а) 

 

Int
eqk  0,314 0,004 1,019 
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Таблица 2 

01 4r =  s = 0,2 02 2r =  
rk , k ,

eqk  Точка А 

1
0q* =  

Точка B 

1 2
pq* =  

Точка С 

1
q p* =  

Точка D 

2
s  

Точка E 

2
0q* =  

Точка F 

2 2
pq* =  

Точка G 

2
q p* =  

T
rk  0,198 0,208 0,851 0,904 0,926 0,391 0,649 

Тk  0,059 0,062 0,255 0,163 0,278 0,117 0,195 

B
rk  0,438 0,569 -1,789 -0,101 2,039 1,365 1,956 

Bk  0,131 0,171 -0,537 0,003 0,612 0,409 0,587 

Ext
eqk  0,565 0,733 0,834 0,734 2,636 1,564 2,316 

Ва-

риант 

 

 

zF  

б) 

 

Int
eqk  0,214 0,404 2,347 0,935 0,989 0,870 1,161  

Таблица 3  
Точка А 

1
0q* =  

Точка B 

1 2
pq* =  

Точка С 

1
q p* =  

Точка D 

2
s  

Точка E 

2
0q* =  

Точка F 

2 2
pq* =  

Точка G 

2
q p* =  

 

rk , k ,

eqk  

01 4r =  s=7,5 
02 2r =  

T
rk  -0,087 0,000 0,087 0,000 0,342 0,000 -0,342 

Тk  -0,026 0,000 0,026 0,000 0,102 0,000 -0,102 

B
rk  -0,325 0,000 0,325 0,000 1,820 0,000 -1,820 

Bk  -0,098 0,000 0,098 0,000 0,546 0,000 -0,546 

Ext
eqk  0,367 0,151 0,367 0,000 1,922 0,592 1,922 

 

 

Вари- 

ант 

 

yB  

а) 

 

Int
eqk  0,212 0,151 0,212 0,000 1,314 0,592 1,314 

 

rk , k  01 4r =  s = 0,2 02 2r =  

T
rk  -0,122 0,042 0,318 0,335 0,370 -0,078 -0,300 

Тk  -0,037 0,013 0,095 0,099 0,111 -0,023 -0,090 

B
rk  -0,482 0,104 -1,364 0,477 2,712 -0,177 -1,589 

Bk  -0,145 0,031 -0,409 0,211 0,814 -0,053 -0,477 

Ext
eqk  0,537   0,294 0,930 0,709 2,739 0,573 1,680 

 

 

yB  

 б) 

 

Int
eqk  0,320 0,269 1,496 0,130 2,081 0,533 1,146 

 
5). После решения системы вычислены составляющие главного вектора и главно-

го момента, определяемые как интегралы в соответствии с [2] (например: 
2

2

0
z rB S d



    и т.д.). Получено хорошее совпадение с заданными компонентами: 

при Digits 10  абсолютная погрешность не превышала 810  (при этом максимальное 

значение не превышало 20 ). 
Заключение.  
В данной работе дана методика и проведены численные исследования напряжён-

ного состояния сферической оболочки с двумя круговыми жёсткими включениями, 
нагруженными поперечными силами или моментами. Получено, что при уменьшении 
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радиуса включения относительные эквивалентные напряжения на его контуре возрас-
тают и могут увеличиться в несколько раз (в рассмотренных выше примерах в 3–6 
раз). При этом наибольший вклад вносят радиальные изгибные напряжения. При 
уменьшении радиуса жёсткого включения также наблюдается увеличение зоны зату-
хания концентрации напряжений.  

Результаты вместе с разработанной в среде Maple программой расчетов могут 
быть использованы в инженерной практике для определения величины напряжений и 
зоны их затухания в сферической оболочке, нагруженной через жёсткие шайбы.  

 
Р Е ЗЮМ Е .  Розв’язанo задачy про напружений стан пологої ізотропної сферичної оболонки з 

круговими абсолютно жорсткими включеннями, навантаженими силою або моментом. Чисельно 
досліджено випадок двох жорстких включень різних радіусів. Виявлено значне збільшення напру-
жень в оболонці при зменшенні радіуса включення і перемички між двома жорсткими включеннями. 
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