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Abstract. Basing on the numerical experiments, an analysis of invariance and reliability 
of results of evaluation of the J-integral is carried out by the modified method in problems 
of elastoplastic fracture. The bodies with mode I cracks are considered under elastoplastic 
deformation in conditions of the simple loading by the static force loading. At that the 
unloading is not taken into account what corresponds to the deformational plasticity theory. 
To demonstrate a universality of the method of evaluation of J-integral relative to schemes 
of finite element discretization, the prismatic bodies are considered. This allows to use not 
only the traditional schemes of the finite element method, but also the semi-analytical 
method of finite elements. 
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Введение. 
Решению широкого круга задач механики разрушения об определении напряжен-

но-деформированного состояния и несущей способности тел с трещинами посвящены 
работы [4, 5, 9, 13, 14, 18, 19].  Использование численных методов решения задач ме-
ханики, в частности метода конечных элементов (МКЭ) требует разработки специ-
альных подходов и алгоритмов для определения параметров механики разрушения, 
среди которых наибольшее использование получил J-интеграл Черепанова – Райса  
[1 – 3, 8, 10, 12, 15 – 17, 20]. В работах [1 – 3, 8] показана высокая эффективность вы-
числения J-интеграла на основе использования величин узловых реакций и переме-
щений в конечноэлементных моделях (метод реакций), в отличие от традиционного 
подхода, основанного на использовании величин напряжений и деформаций (метод 
напряжений). Там же теоретически доказано, что для случая упругого деформирова-
ния J-интеграл, вычисленный методом реакций, инвариантен для дискретных моделей 
МКЭ, т.е. равен нулю по замкнутому контуру. Это позволяет модифицировать тради-
ционную схему вычисления J-интеграла, базирующуюся на процедуре интегрирова-
ния по некоторому контуру, охватывающему вершину трещины.  

Цель данной работы состоит в доказательстве на основе численных экспе-
риментов инвариантности и достоверности результатов вычисления J-интеграла на 
основе модифицированного метода реакций в задачах смешанного разрушения. 

Для демонстрации универсальности разрабатываемого метода вычисления J-
интеграла в отношении схем конечноэлементной дискретизации постановка задачи в 
отношении конфигурации рассматриваемого класса пространственных объектов ог-
раничена призматическими телами, что позволило использовать не только традици-
онные схемы МКЭ [6, 7], не имеющие ограничения на конфигурацию исследуемых 
объектов, но и полуаналитический метод конечных элементов (ПМКЭ) [4].  
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Таким образом, в данной работе рассмотрены упругие задачи механики разруше-
ния об определении инвариантных значений J-интеграла на основе МКЭ в двумерных 
и пространственных призматических телах с трещинами нормального отрыва и в ус-
ловиях смешано разрушения при статическом нагружении. 

§1. Модифицированный метод реакций для вычисления J-интеграла.  
Рассмотрим фрагмент конечноэлементной модели поперечного сечения тела с 

трещиной (рис. 1). В соответствии с [4] вокруг вершины трещины сформирована зона 
сгущения конечноэлементной сетки. 

 
Рис. 1 

 
Нанесем контур, охватывающий вершину трещины: стороны контура, параллель-

ные берегам трещины (участки S2, S4) проходят по границам конечных элементов 
(КЭ), а стороны контура, перпендикулярные берегам трещины (участки S1, S3) – посе-
редине КЭ (рис. 1). Как показано в работе [8], величина J-интеграла по такому конту-
ру может быть выражена через векторы перемещений и узловых реакций j-го КЭ 

   ,
j j

u R , в которых проходит контур, т.е. имеем  

 
   

 
   

3 1

2 ' 2 '
1 1

1 1

2 2

N N
T T

j j j j
j j

j j

J u R u R
s s 

  
 

   

             1 2
' ' ' ' ' '3 4 1 2' ' 4 2

2 ' 2 '
1 12 2

N N
k k k k k kk k

j j jj

u u u u u u
R R

s s 

     
         

      (1.1) 

             3 4
' ' ' ' ' '3 4 1 2' ' 4 2

2 ' 2 '
1 1

.
2 2

N N
k k k k k kk k

j j jj

u u u u u u
R R

s s 

     
         

   

В соответствии с доказанным там же свойством инвариантности, значение этого 
выражения, вычисленное по замкнутому контуру, должно быть равно нулю.  

В случае симметричного в окрестности вершины трещины напряженно-деформи-
рованного состояния для вычисления J-интеграла достаточно рассматривать половину 
контура, а полученный результат умножить на 2. В связи с этим рассмотрим замкнутый 
контур, состоящий из части, охватывающей вершину трещины (П-контур, участки S1 – 
S3) и замкнем его прямой, проходящей по поверхности трещины (участок S4, рис. 2). 

Исходя из формулы (1.1), записанной для величины интеграла по замкнутому 
контуру S1 – S4, приведенному на рис. 2, можно выделить группу из пяти первых 
слагаемых, соответствующих величине интеграла по П-подобной части контура 
(участки S1 – S3), который обозначим как ПJ , и слагаемое, соответствующее инте-

гралу по линии, проходящей через вершину трещины и замыкающей этот контур 
(участок контура S4) 
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Как было доказано ранее, J-интеграл, определенный по замкнутому контуру JO, 
равен нулю, т.е. 

0O ПJ J J   . 

Тогда J-интеграл по П-подобной части контура можно выразить через величину 
 J-интеграла по линии вдоль поверхности трещины, т.е. 

ПJ J  . 

Поскольку на части участка 4 контура вдоль трещины все реакции равны нулю, а 
на его части, лежащей за вершиной трещины все перемещения равны нулю, то на 
всем участке S4  в (1.2) остается только произведение перемещений uk’ по направлени-
ям k' узла, примыкающего к вершине трещины, на величину узловой реакции Rk’ в 
вершине трещины 
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,                                                   (1.3) 

где 'kR  – узловая реакция у вершины трещины; 'ku  – перемещения ближайшего от 

вершины трещины узла, находящегося на линии вдоль берега трещины. 

 

Рис. 2 
 

Для проверки достоверности такого подхода рассмотрим задачу о вычислении J-
интеграла в пространственном призматическом теле с боковым надрезом (рис. 3).  
Рассмотрим случай трещины нормального отрыва, когда поверхность трещины пер-
пендикулярна приложенной нагрузке. 

Как видно, результаты, полученные на основе метода реакций с использованием 
разных контуров (кривая 4) идентичны и совпадают с эталоном (кривая 3, треуголь-
ники). В тоже время результаты, полученные методом напряжений с использованием 
разных контуров (кривые 1 и 2), имеют не только количественные, но и качественные 
различия с эталоном. Таким образом, результаты расчета таким модифицированным 
методом реакций наглядно демонстрируют его преимущество по сравнению с мето-
дом напряжений для данной задачи [8]. 

Необходимо отметить, что формула (1.3) была получена с использованием симмет-
ричной расчетной схемы, и, соответственно, содержит компоненты узловых реакций и 
перемещений узлов, расположенных на одном из берегов трещины. Полученная таким 
образом величина J-интеграла соответствует его значению для части контура, располо-
женной с одной стороны от трещины. Для получения полного значения J-интеграла ре-
зультат вычисления по формуле (1.3) необходимо умножить на 2. 
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Рис. 3 
 
При смешанном разрушении вследствие отсутствия симметрии для определения 

J-интеграла необходимо рассматривать дискретную модель для тела в целом и ис-
пользовать для вычисления J-интеграла контур, который охватывает вершину трещи-
ны и имеет разрыв на поверхности трещины. Фрагмент такой конечно-элементной 
модели поперечного сечения тела с трещиной, расположенной произвольно по отно-
шению к направлению приложения внешней нагрузки, показан на рис. 4. 

 

Рис. 4 
 
В частном случае упругого деформирования при смешанном разрушении полная 

величина J-интеграла является суммой величин JI и JII, которые соответствуют нор-
мальному отрыву и поперечному сдвигу I IIJ J J  . 

Для определения величин J-интеграла при смешанном разрушении с использовани-
ем представления J-интеграла по величинам узловых реакций и перемещений рассмотрим 
контур САВDD’B’A’С’, который охватывает вершину трещины и имеет разрыв на по-
верхности трещины (рис. 5). 
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Этот контур может быть представлен 
как сумма двух П-образных частей замкну-
тых контуров, расположенных по обе сто-
роны от трещины. Соответственно, имеем 

.CABDDB A C CABD C A B DJ J J         

При этом, величина J-интеграла по каж-
дому из замкнутых контуров, расположен-
ных по разные стороны от берегов трещины 
(CABDVSC и C’A’B’D’V’S’C’) может быть 
представлена как сумма величин J-интег-
рала ПJ , вычисленных по их П-подобным  

частям (CABD и C’A’B’D’ соответственно) 
и по линиям лJ , замыкающим эти контуры. 

С учетом равенства нулю J-интеграла по 
каждому из указанных замкнутых контуров 
получим такие равенства: 

( ) 0;О CABDVSC П л CABD CSVDJ J J J J      

( ) 0;О C A B D V S C П л C A B D C S V DJ J J J J                                                (1.4) 

CABDD B A C CABD C A B D CSVD C S V DJ J J J J                . 

Пользуясь формулой (1.3) и учитывая выполнения условия равновесия узлов по-
лучим, что J-интеграл по линии равен произведению реакций узла V, лежащего в 
вершине трещины, на перемещения узла S перед вершиной трещины, т.е. имеем 

       
; ,

2 2
V S V S

CSVD C S V D

R u R u
J J

l l
 

    
 

                               (1.5) 

где   1

2

T

V
V

R
R

R

 
  
 

 и   1

2

T

V
V

R
R

R


 
  
 

 – векторы суммарных узловых реакций КЭ, расположен-

ных с каждой стороны от вершины трещины по направлениям местной системы коорди-

нат КЭ;   1

2

;
S

S

u
u

u

 
  
 

   1

2
S

S

u
u

u


 
  
 

 – векторы узловых перемещений; l  – шаг конеч-

ноэлементной сетки в направлении распространения трещины (оси 2x , рис. 6). 

Учитывая, что в соответствии с усло-
виями равновесия узла в вершине трещи-
ны    V V

R R   , выражение для J-

интеграла по контуру будет иметь сле-
дующий вид: 
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Рис. 5 

 
Рис. 6 
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Таким образом, выражение J-интеграла состоит из двух слагаемых – произведе-
ния узловых реакций на перемещения по направлению х1 и х2, которые соответствуют 
JI и JII, т.е. 

 ' ' ' '
1 2

1 1 2 2

1
( ) ( ) .

2I II S SV S V S
J J J R u u R u u

l
     


                         (1.6) 

§2. Апробация метода на тестовых задачах. 
С целью обоснования достоверности полученного выражения для вычисления JI и 

JII рассмотрен тестовый пример о деформировании бесконечной пластины с трещиной 
в условиях нормального отрыва и поперечного сдвига. Исходные данные: внешняя 
нагрузка q = 1 кг/см2; модуль упругости Е = 1 кг/см2; коэффициент Пуассона 0,3  . 

При решении задачи использованы следующие варианты расчетных схем: в усло-
виях нормального отрыва – симметричная, для 1/4 части исследуемого фрагмента 
пластины при загружении нормальной нагрузкой q = 1 кг/см2  (рис. 7, а), для случая 
поперечного сдвига – кососимметричная для 1/4 части исследуемого фрагмента пла-
стины при загружении касательной нагрузкой q = 1 кг/см2 (рис.7, б). 

        
                       а)                                                                            б) 

Рис. 7 
 
При раздельном исследования случаев нормального отрыва и поперечного сдвига 

рассмотрена пластина целиком при загружении ее нагрузками qn = 1 кг/см2 и q s=  
= 1 кг/см2 (рис. 8). Для 1/4 части пластины трещина задана с использованием гранич-
ных условий, а в случае целой пластины – путем задания разных номеров узлов на 
противоположных берегах трещины. 

Значения J-интеграла JI и JII, полученные 
для 1/4 части пластины с использованием фор-
мулы (1.6) при раздельном рассмотрении на-
грузок, соответствующих нормальному отрыву 
и поперечному сдвигу, совпадают с эталонны-
ми, приведенными в работе [11] и полученны-
ми для трещины нормального отрыва – 

I 2,859J  кг/см, а для случая поперечного 

сдвига 2 2
II II( / )(1 ) 2,859 кг/смJ K E                

( IIK l  ). 

Величины J-интеграла, вычисленные для 
1/4 части пластины с использованием формулы 
контурного интеграла (1.1), отличаются от вы-  

Рис. 8
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численных с использованием формулы (1.6) на величину порядка 10-17. Таким обра-
зом, J-интеграл по замкнутому контуру равняется нулю, что является одним из при-
знаков выполнения фундаментального свойства его инвариантности. 

Значения JI  и JII, полученные с использованием формулы (1.6) для расчетной схе-
мы целой пластины как при раздельной, так и при совместной реализации каждого из 
типов разрушения, полностью совпадают с полученными для 1/4 части пластины. 

Таким образом, формула (1.6) позволяет получить достоверные величины JI  и JII  
при смешанном разрушении без использования дополнительной обработки результа-
тов конечноэлементного решения задачи. 

Для исследования достоверности предложенного подхода для смешанного разру-
шения при несимметричных относительно трещины расчетных схемах рассмотрен 
тестовый пример о растяжении бесконечной пластины с наклонной трещиной, распо-
ложенной под углом β к линии действия нагрузки (рис. 9, а, б). 

      
а                                                                        б 

Рис. 9 
 
При β = 45° приложенная различными способами нагрузка создает одинаковое 

напряженно-деформированное состояние в окрестности вершины трещины, которое 
соответствует смешанному разрушению. При расчете рассмотрена часть пластины 
размером bxb. Фрагменты соответствующих дискретных моделей в окрестности вер-
шины трещины показаны на рис. 10, а, б. 

Полученные для обеих расчетных схем значения JI и JII также совпадают с эта-
лонными. При этом, при отсутствии симметрии напряженного состояния определение 
J-интеграла в пластине с наклонной трещиной также не потребовало дополнительных 
вычислительных процедур. 

               
                          а                                                                           б 

Рис. 10 
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Таким образом, на основе полученных результатов можно сделать вывод, что ис-
пользование модифицированного метода реакций в задачах смешанного разрушения 
позволяет достаточно точно определять значения J-интеграла с использованием раз-
личных расчетных схем исследуемых объектов.  

 
Заключение. 
На основе численных экспериментов проведен анализ инвариантности и досто-

верности результатов вычисления J-интеграла модифицированным методом реакций 
в задачах упругопластического разрушения. В работе рассмотрены тела с трещинами 
в условиях упругого деформирования  при действии статической нагрузки. Для де-
монстрации универсальности разрабатываемого метода вычисления J-интеграла, в 
отношении схем конечноэлементной дискретизации, исследованы призматические 
тела, что позволило использовать не только традиционные схемы МКЭ, но и полуана-
литический метод конечных элементов (ПМКЭ). 

 
 
Р Е ЗЮМ Е .  На основі чисельних експериментів проведено аналіз інваріантності та досто-

вірності результатів обчислення J-інтеграла модифікованим методом реакцій в задачах змішаного 
руйнування. Розглянуто тіла з тріщинами в умовах пружного деформування при дії статичного на-
вантаження. Для демонстрації універсальності розробленого методу обчислення J-інтеграла, по 
відношенню до схем скінченноелементної дискретизації, розглянуто призматичні тіла, що дозволило 
використовувати не тільки традиційні схеми МСЕ, але й напіваналітичний метод скінченних 
елементів (НМСЕ). 
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