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Abstract. An effect of changing the parameters of orthotropy on the stress state of hol-
low cylinders with the convex corrugated cross section is studied within the spatial state-
ment with using the analytical methods of separations, approximation of functions by the 
discrete Fourier series, and the numerical method of discrete orthogonalization. The findings 
are shown in the form of plots of distribution of displacement and stress fields. 
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Введение. 
Одним из важнейших основных элементов конструкций ракет, самолетов, под-

водных лодок и т.д. являются цилиндрические оболочки. В строительстве они находят 
свое применение в конструкциях сооружений, резервуаров, трубопроводов. В на-
стоящее время увеличивается количество конструкций типа оболочек, находящих 
свое применение в технике, строительстве, медицине и т.д. [16, 20, 23]. 

Расчет напряженного состояния элементов конструкций осуществляется на осно-
ве современных методов, которые описаны различными расчетными моделями и схе-
мами, сочетающими в себе численные и аналитические методы [2, 7 – 9]. 

Эксплуатация конструкций и их элементов в сложных условиях, приводит к необ-
ходимости, с одной стороны, разработки, внедрения и постоянного расширения сфе-
ры применения композитных материалов [4, 6, 14, 15, 17, 21] и, с другой стороны, 
использования оболочек с некруговым, в частности, гофрированным [5, 10, 18, 19], 
поперечным сечением. 

Интерес к композитным материалам вызван высоким уровнем их конструктивных 
свойств: прочности, жесткости и т. п. Так, еще в работе [3] было отмечено, что  ис-
пользование композитных материалов в конструкциях позволяет повысить их надеж-
ность и весовую эффективность. 

В данной статье в пространственной постановке рассмотрена задача и проведен 
анализ напряженного состояния полых ортотропных цилиндров с поперечным сечением 
в виде соединенных выпуклых полугофров, которое описано с помощью укороченной 
эпициклоиды в зависимости от параметров ортотропии. При решении задачи использо-
ваны аналитические методы разделения переменных и аппроксимации функций дис-
кретными рядами Фурье, а также численный метод дискретной ортогонализации. 

§1. Постановка задачи. 
В ортогональной криволинейной системе координат , ,s   : s  – длина дуги по 

образующей;  – полярный угол в поперечном сечении;  – нормальная координата 

по толщине цилиндра, в пространственной постановке, рассмотрим задачу о напря-
женном состоянии упругих полых ортотропных цилиндров постоянной толщины, в 
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каждой точке которой поперечное сечение задается укороченной эпициклоидой. Рас-
сматриваемые цилиндры находятся под действием внешней поверхностной нагрузки 

 0 sin /q q s l ( 0 constq  ). 

Уравнение кривой в поперечном сечении поверхности приведения задаем в пара-
метрическом виде [10, 14] 
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где А – радиус неподвижной окружности, а (а0) – радиус подвижной окружности, 
( 1)a    – расстояние до центра подвижной окружности. 

Первую квадратичную форму запишем в следующем виде: 

2 2 2 2 2
2 ( , )dS ds B d d                                           (1.1). 
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Здесь ω( – коэффициент перехода от координаты дуги направляющей к угловому 
параметру  ; R( – радиус кривизны кривой в поперечном сечении 
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С учетом (1.1) основные уравнения пространственной теории упругости запишем 
в следующем виде [13, 22]: 
выражения для деформаций 
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уравнения равновесия 
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обобщенный закон Гука для ортотропного тела 

11 12 13s se a a a      ;  12 22 23se a a a       ; 

13 23 33se a a a       ;                                           (1.4) 

44e a  ,   55s se a  ,   66s se a   
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, ,sE E E   – модули упругости в направлении осей координат, , ,s sG G G    – моду-

ли сдвига, , ,s s     , , ,s s      – соответствующие коэффициенты Пуассона]. 

Соотношения (1.2) – (1.4) представляют собой замкнутую систему дифференци-
альных уравнений в частных производных, которая описывает напряженное состоя-
ние данного класса задач в соответствующей области 0 ;s l   0 2 ;    

1 2    . Граничные условия на внешней и внутренней поверхностях цилиндра 

имеют вид 

; 0 ; 0sq           при  2  ;                                (1.5) 

0 ; 0 ; 0s          при  1  . 

На торцах цилиндра рассматриваем граничные условия простого опирания 

0s u u      при 0;s s l  .                                    (1.6) 

Примем за разрешающие функции компоненты напряжений , s      и пере-

мещений – , ,su u u  . Сделав некоторые преобразования, получим из (1.2) – (1.4) 

разрешающую систему дифференциальных уравнений в частных производных шесто-
го порядка в виде 
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с граничными условиями (1.5),  1.6  . 

§2. Метод решения. 
Наличие условий (1.6) позволяет понизить размерность задачи путем разделения 

переменных в направлении образующей. Для этого представим компоненты разре-
шающих функций и нагрузки в виде разложений в ряды Фурье по координате s 

   
1

, , , sin
N

n n
n

X s X s    


  ;     
0

, , , cos
N

n n
n

Y s Y s    


             (2.1) 

     , , , , , , , , 0s s n
n

X u u q Y u s l
l     
          

. 

Подставив (2.1) в систему уравнений (1.7) и соответствующие граничные условия, 
после разделения переменных получим разрешающую систему дифференциальных 
уравнений в частных производных более высокого порядка для двумерной краевой 
задачи относительно амплитудных значений разложений (2.1). В полученной таким 
образом разрешающей системе уравнений будут присутствовать произведения разре-
шающих функций на коэффициенты, препятствующие разделению переменных вдоль 
направляющей цилиндра. Примем указанные произведения за дополнительные функ-
ции (индекс п опустим) 
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За счет введения дополнительных функций (2.2) соответствующая разрешающая 
система уравнений формально будет иметь вид, позволяющий разделить перемен-
ные вдоль направляющей цилиндра, путем представления компонент нагрузки, раз-
решающих и дополнительных функций в виде разложений в ряды Фурье по коорди-
нате ψ в виде 

       
0 1

, cos ; , sin ;
K K

k k
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X X k Y Y k       
 

                          (2.3) 

   6 5 71 4 2 3, , , , , , , ; , , , , ,j j j j
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После подстановки разложений (2.3) в разрешающую систему уравнений и соот-
ветствующие граничные условия и разделения переменных приходим к системе 
обыкновенных дифференциальных уравнений относительно амплитудных значений 
разложений (2.3) в виде 
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Одномерную краевую задачу для системы уравнений (2.4) с граничными усло-
виями (2.5) решаем одновременно для всех гармоник разложений (2.3) устойчивым 
численным методом дискретной ортогонализации [1]. При этом на каждом шаге ин-
тегрирования амплитудные значения дополнительных функций (2.2) вычисляем по 
текущим значениям амплитуд разрешающих функций, используя процедуру опреде-
ления амплитудных значений для функций, заданных таблично, предварительно рас-
кладывая их в дискретные ряды Фурье. 

§3. Числовые результаты и их анализ. 
Проведем анализ напряженного состояния полых ортотропных цилиндров рас-

сматриваемого класса в зависимости от изменения параметров ортотропии. 
Задача решена при таких исходных данных: радиус неподвижной окружности  

А = 18; радиус подвижной окружности а = 2; 3; параметр λ = 0,5; толщина цилиндра 
 h = 3; длина цилиндра l = 80. Для механических параметров материала принимаем 

0 const;sE E E    0;E E   0;sG E   0 / ;sG G E d    d=10;  0,3s    . 
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Рассмотрим 5 вариантов ортотропии: 1) 2 ; 0,3 ; 0,075 ;s      2) 1,35 ;   

0,215 ; 0,122 ;s    3) 1; 0,385; 0,3 ;s      4) 0,741;   0,159;   

0,165 ;s   5) 0,5; 0,125; 0,15.s      

Третий вариант значений упругих постоянных соответствует изотропному случаю, ко-
гда 0 const;sE E E E     0 / (2(1 ));sG G E      s   0,3s    . 

Результаты решения задачи представлены на рис. 1 – 4 и в таблице в среднем се-
чении по длине цилиндра. На рисунках графики для пяти вариантов параметров орто-
тропии располагаются в соответствии с их номерами. Пунктирной линией отмечены 
кривые, соответствующие изотропному варианту 3. 

На рис. 1 показаны графики распределения полей перемещений u  срединной по-

верхности вдоль направляющей цилиндра для двух значений радиуса подвижной ок-
ружности а = 2 (рис. 1, а) и а = 3 (рис. 1, б). 

         

                                       а                                                                          б 
Рис. 1 

Из графиков, приведенных на рис. 1, а видно, что максимальных значений перемеще-
ния u  достигают в вершине полугофров при / 9   и относятся как 

23,9:35,4:43,8:62,1:88,1, соответственно. При этом, для 1 и 2 вариантов ортотропии вели-
чина перемещений уменьшается в 1,8 и 1,2 раза, а для 4 и 5 вариантов ортотропии – 
увеличивается в 1,4 и 2,0 раза, соответственно, по сравнению с 3 вариантом для изо-
тропного случая. При переходе из зоны соединения полугофров ( 0  ) к их вершине 

( / 9  ) перемещения увеличиваются в 2,9; 3,5; 3,9; 4,1; 5,5 раза, соответственно, для 

5 вариантов ортотропии. 
Для цилиндров с 6 гофрами (а = 3) имеем качественно иную картину распределения 

перемещений u  (рис. 1, б). Так, максимального своего значения перемещения достигают 

в сечении /15   и относятся как 90,7:117,5:119,1:180,3:240,3. Минимальных значений 

перемещения достигают в вершинах полугофров в сечении / 6  , при этом уменьша-

ясь в 3,7; 2,5; 1,3; 1,7; 1,5 раза, соответственно, для 5 вариантов ортотропии. 

На рис. 2 представлены графики распределения полей напряжений 
  на внут-

ренней поверхности, а на рис. 3 – напряжений 
  на внешней поверхности вдоль на-

правляющей цилиндра. Рис. 2, а и 3, а соответствуют значению радиуса подвижной ок-
ружности а = 2, а рис. 2, б и 3, б – значению радиуса а = 3. 

Из графиков, приведенных на рис. 2, а видно, что максимальных абсолютных 

значений напряжения 
  достигают в сечении / 30  . При этом они уменьшают-

ся в 2,5 и 1,6 раза для 1 и 2 вариантов ортотропии и увеличиваются в 1,2 и 1,9 раза для 
4 и 5 вариантов ортотропии по сравнению с изотропных случаем 3. 
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Из графиков, приведенных на рис. 2, б наблюдаем качественно иную картину 

распределения напряжений 
 . Максимальных абсолютных значений напряжения 

достигают в зоне соединения полугофров в сечении 0   и относятся как 

1,6:2,4:3,4:4,2:6,1, соответственно. 

    

                                     а                                                                         б 

Рис. 2 

На внешней поверхности цилиндра (рис. 3, а) для первых двух вариантов орто-

тропии напряжения 
  достигают своего максимума в сечении 0  , при этом их 

величина меньше в 2,7 и 1,6 раза, соответственно, по сравнению с величиной напря-
жений для варианта 3. В случае 4 и 5 вариантов ортотропии, максимальных абсолют-
ных значений напряжения достигают в сечении / 90  , увеличиваясь при этом по 

сравнению с изотропным вариантом в 1,3 и 3,1 раза, соответственно. 

    

                                     а                                                                        б  

Рис. 3 

Из графиков, приведенных на рис. 3, б видно, что максимальных абсолютных 

значений напряжения 
  достигают в зоне соединения полугофров ( 0  ) и отно-

сятся как 6,4:9,4:11,8:17,2:25,9:38,8. При этом на интервале  /12; / 6    напряже-

ния имеют практически одинаковые значения. 

Характер распределения напряжений s
  для значений подвижного радиуса а = 2 

представлен на рис. 4, а и для а = 3 – на рис. 4, б вдоль направляющей цилиндра. Для 
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цилиндров с 9 полугофрами (а = 2) максимальных значений напряжения s
  достига-

ют в окрестности / 30  , принимая приблизительно одинаковые значения, равные 

6,9; 6,8; 7,1; 6,8; 6,7 для 5 вариантов ортотропии. Для цилиндров с 6 полугофрами (а = 3) 

напряжения s
  принимают максимальные значения в вершинах полугофров 

/ 6   и относятся как 14,6:13,9:12,3:13,1:12,6, соответственно. 

     

                                     а                                                                         б 
Рис. 4 

В таблице представлены значения напряжений s
 на внешней поверхности ци-

линдра в некоторых сечениях направляющей для двух значений подвижного радиуса 
а = 2, 3 и для 5 вариантов ортотропии. Из таблицы следует, что максимальных абсо-
лютных значений напряжения достигают в местах соединения полугофров ( 0  ) 

как для а = 2, так и для а = 3. При этом значения напряжений незначительно отлича-
ются друг от друга на всем интервале изменения координаты  . 

0/s q   а 
ψ 1 2 3 4 5 
0 5,37 5,41 5,21 5,47 5,55 
π/45 3,76 3,04 1,15 1,56 0,25 

2π/45 3,76 3,38 2,50 2,66 2,05 
π/15 3,80 3,68 3,53 3,52 3,41 

4π/45 3,88 3,92 4,23 4,10 4,32 

2 

π/9 3,91 4,00 4,47 4,31 4,63 
0 -38,61 -38,10 -35,42 -38,13 -38,82 
π/30 15,37 15,17 15,03 14,87 14,62 
π/15 9,83 9,27 8,08 8,61 8,28 
π/10 3,73 3,38 2,66 3,00 2,85 

2π/15 1,81 1,96 2,44 2,20 2,37 

3 

π/6 1,64 2,05 3,15 2,59 2,92 

Заключение. 
В данной работе в пространственной постановке решена задача и проведено ис-

следование напряженного состояния полых ортотропных цилиндров с поперечным 
сечением в виде выпуклых полугофров, описанных с помощью укороченной эпицик-
лоиды, в зависимости от параметров ортотропии. 

Анализ проведенного исследования свидетельствует о взаимном влиянии ортотропии и 
геометрических параметров рассматриваемых цилиндров на их напряженное состояние. 
Таким образом, варьируя соответствующими механическими параметрами материала и 
геометрическими параметрами цилиндров, можно существенно влиять на величины факто-
ров напряженного состояния с целью получения наиболее рационального их распределения. 
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РЕЗЮМЕ . В просторовій постановці із застосуванням аналітичних методів відокремлення 
змінних, апроксимації функцій дискретними рядами Фур'є та чисельного методу дискретної ортого-
налізації проведено дослідження впливу параметрів ортотропії на напружений стан порожнистих 
ортотропних циліндрів з поперечним перерізом у вигляді опуклих напівгофрів. Результати розв'язан-
ня задачі наведено у вигляді графіків розподілу полів переміщень та напружень. 
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