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Abstract. A problem of contact interaction of the rigid cylindrical annular punch and 

half-space with initial (residual) stresses without taking into account the friction forces is 
considered for the case of unequal roots of the characteristic equation. This study is carried 
out in the general form for the theory of large initial (finite) deformations and two variants 
of the theory of small initial deformations within the framework of linearized theory of elas-
ticity with the elastic potential having arbitrary structure. A numerical analysis is presented 
in the form of graphs for the case of Treloar’s potential. 
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Введение. 
Прикладные проблемы современной техники и новых технологий, связанные с 

необходимостью прогнозирования контактного поведения различных конструкций, 
стимулировали в последнее время развитие различных математических моделей и 
методов контактной механики для тел с различными свойствами [9, 12, 13].  

Одним из важных факторов при контактном взаимодействии тел является влияние 
начальных (остаточных) напряжений, которые практически всегда присутствуют в 
реальных конструкциях и деталях машин. Поэтому разработка эффективных методов 
расчета напряженно-деформированного состояния с учетом начальных деформаций 
[1, 2, 4 – 7, 14, 15] является актуальной и важной научно-технической проблемой. 
Существует также ряд других обобщающих публикаций [10, 11, 16], которые полно-
стью или частично связанные с тематикой настоящей статьи. 

Достаточно подробный обзор работ, связанных с контактным давлением жестких 
штампов (в том числе и кольцевых) в случае отсутствия начальных напряжений, 
представлен в монографии [8]. 

Контактное взаимодействие жестких и упругих штампов с предварительно 
напряженными телами исследовано в [1, 2, 4 – 7, 13, 15]. При этом рассмотрены или 
упругие потенциалы конкретной структуры, или задача ставится в общем виде для 
сжимаемых (несжимаемых) тел с потенциалом произвольной структуры на основе 
линеаризованной теории упругости. В работе [2] рассмотрено решение контактной 
задачи о давлении жесткого кольцевого штампа сложной конфигурации на упругий 
слой с начальными напряжениями; при этом используется потенциал гармонического 
типа. В этом случае штамп образовано вращением вокруг общей оси двух веток пара-
бол, сопряженных в вершинах отрезком прямой, перпендикулярной к оси вращения 
(оси парабол, ограничивающие штамп, параллельные общей оси вращения).  

В данной работе с использованием соотношений линеаризованной теории упруго-
сти [4 – 7, 13, 15] представлено решение осесимметричной пространственной кон-
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тактной задачи о давлении жесткого кольцевого штампа с плоским основанием на 
полупространство с начальными (остаточными) напряжениями без учета сил трения 
(для неравных корней разрешающего уравнения [7]). Исследование выполнено в об-
щем виде для сжимаемых и несжимаемых тел для теории больших начальных дефор-
маций и двух вариантов теории малых начальных деформаций при произвольной 
структуре упругого потенциала. 

Предполагаем, что начальное напряженно-деформированное состояние в полу-
пространстве является однородным. 

§1. Постановка задачи. Основные соотношения. 
Пусть конечный жесткий кольцевой штамп с плоским основанием, геометриче-

ская ось симметрии которого совпадает с осью y3 цилиндрической системы координат 
(r, θ, y3), направлена внутрь полупространства (рис. 1) и давит на полупространство с 
силой Р (после возникновения там начального деформированного состояния); 

1 2,R R  соответственно, внутренний и внешний радиусы штампа. Принимаем, что 

внешняя нагрузка приложена только к свободному торцу упругого штампа, под дей-
ствием которого все точки торца штампа перемещаются в направлении оси симмет-
рии y3 на одну и ту же величину .  Примем также, что поверхности вне области кон-
такта остаются свободными от влияния внешних сил, а в зоне контакта перемещения 
и напряжения – непрерывные. Отметим, что аналогичная задача для слоя рассмотрена 
в работе [2]. 

 
Рис. 1 

Предположим, что исходное состояние полупространства – однородное и выпол-
няются соотношения [7, 15]: 

0 0 1; ( 1) ( , 1, 3)m m m m mi m i iy x U U y i m       . 

Тогда основное уравнение в перемещениях [7, 15] для сжимаемых тел имеет вид 

0;mL U    2
m ij іL у у        ( ,  ,  ,   1, 3)i m    ,                        (1.1) 

а для несжимаемых тел выполняется условие несжимаемости: 

2 ; 0;

0,  ( ,  ,  ,  ,   1, 3).

m im і m m

ij j i ij i ij

L у у L U q p y

q U y q q i j m

      

  

           

     
                             (1.2) 
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Выражения для определения составляющих тензора напряжений для сжимаемых 
и несжимаемых тел запишем в виде: 

;ij ij

U
Q

у






 


;ij ij ij

U
Q q p

у






  
 1 2 3 1 2 3

;i i
ij ij ij ij

 
   

   
   

     
   . 

При однородных начальных напряжениях предполагаем, что имеют место усло-
вия 11 22

0 0 0;S S   33
0 0;S   1 2 3    . При этих условиях решения уравнений (1.1), 

(1.2) представим через цилиндрические координаты (r, θ, y3) в таком виде: 

2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 3 3( )( ) 0y y            ,                               (1.3) 

где 2 2 1
1 r r r       . 

Как отмечено выше, в данной статье ограничимся случаем неравных корней 
2 2

2 3 )     уравнения (1.3).  

В системе круговых цилиндрических координат ( ,  ,  )ir z , где 1
3 ,i iz v y  

,  ( 1,2),i iv n i   
2 2

1 2 2 3,   n n     , такой постановке соответствуют граничные ус-

ловия: 

3 1 2,U R r R   ;                                                   (1.4) 

33 1 20, 0 ,Q r R R r      ;                                         (1.5) 

3 0, 0rQ r    ;                                                   (1.6) 

3 1 20, 0 ,U r R R r      ;                                           (1.7) 

0
33 1 2,zQ R r R    ,                                                (1.8) 

где  0 2
3(8 ) 1z r     – при 1 2R r R   и 0 0z   – при 10 ,r R   2R r   ; 

3 44 1 1 0(1 ) ( )C m l s s    , 0 2 1(1 ) / (1 )s m m   , 0 2 1/s s l l ; значения коэффициентов mi, 

c44, li, зависят от вида начальных напряжений и характера упругого потенциала и при-
ведены в [7].  

Условие равновесия, которое устанавливает связь между осадкой торца и равно-
действующей нагрузки Р имеет вид 

0

33

0

2 (0, ) .
R

P rQ r dr                                                  (1.9) 

§2. Метод решения задачи. 
Напряженно-деформированное состояние в предварительно напряженном полу-

пространстве (для неравных корней, с учетом (1.4) – (1.8) и 1 0z  ), представим в виде 

[7, 15]: 

4
33 0 3 0 6 1

0 50 0 0

1 ( ) ( )
( ) ( ) ; ( ) ; ( ) ,r

F F
Q F J r d U J r d U J r d

R

         
  

  

         (2.1) 

где 0 1 2R R R ; 4 44 1 1 3(1 ) ( )c m l s s    ; 1
5

1 2 3( )

v

m s s
 


; 1

2 2 1 1 2( )( )s m v m v  ; 1
3 0 1 2s s v v ; 

6 3 1s   ; ( )vJ x  функция Бесселя действительного аргумента; ( )F   неизвестная 

функция. 
Удовлетворив условие (1.5), получим 
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4
0

0 0

( ) ( ) 0F J r d
R


  



 , 10 ,r R   2 .R r                          (2.2) 

Введем непрерывную неизвестную функцию ( )f r , 1 2R r R  , которая соответ-

ствует распределению контактных напряжений под жестким кольцевым штампом, и 
продолжим (2.2) на промежуток 0 r    [2]: 

4
0 1 2

0 0

( ) ( ) ( )( ( ) ( ))F J r d f r r R r R
R


    



       ( 0 r   ),                 (2.3) 

где ( )r  функция Хэвисайда. 

Учитывая непрерывность функции ( )f r , где ( ) 0f r   при 1r R  и 2r R , пред-

ставим ( )f r  в виде отрезка обобщенного ряда Фурье [2]: 

 0 0 0 0
1 1

( ) ( )n n
n n nL r J r Y J Y r

R R

 
 

   
    

   
, 

где n  – положительные корни уравнения  2 2
0 0 0 0

1 1

( ) 0n n n

R R
J Y J Y r

R R
  

   
    

   
; 0 ( )Y x    

 –функция Вебера.  

Следовательно, имеем  
1

( ) n n
n

f r a L r




  , где na  – неизвестные коэффициенты.  

Применив формулу обращения интегрального преобразования Ханкеля к соотно-
шению (2.3), получаем выражение 

0

14

( )
( ) (0 )n n

n

RF
a

  
 





     ,                                     (2.4) 

где 
2

1

2
2 2 2

0 1 0 1 0 0 22 2
1 1 11

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

R

n
n n n n n n

nR

R R R
rL r J r dr J Y Y J J R

R R RR

 
      

 
     

                
  

   1 0 1 0 0 1( ) ( ) ( )n n n nJ Y Y J J R         
. 

Используя второе выражение (2.1), соотношение (2.4) и граничное условие (1.4), 
получаем: 

1 2
1 1

( ) ( )n n
n

a r R r R
k






   ,                                         (2.5) 

где 0
1

4 5

R
k

 
  ; 0

0

( ) ( ) ( )n nr J r d   


  . 

После определения na  из системы (2.5) можно вычислить компоненты напряжен-

но-деформированного состояния в упругом полупространстве по формулам (2.4), 
(2.1). Связь (1.9) между осадкой торца и равнодействующей нагрузкой P будет иметь 

вид 3 016 (1 1 )P R    . 

§3. Числовые результаты. 
Численное решение системы (2.5) проведено методом редукции для потенциала 

Трелоара при таких значениях параметров: 1 1R  , 2 2R  , 0 1 2/R R R  0,5 , 
510  , 3,92E  , 0, 47  , 1 0,7;  0,8;  0.9;  1; 1,1;  1, 2;  1,3  , где 00 r R  . Алго-

ритм решения реализован в виде программы в пакете Maple 15. 
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На рис. 2, 3 представлены, соответственно, распределения нормального контакт-
ного напряжения 33 / 3Q  и радиального перемещения /rU   под штампом в зоне кон-

такта в безразмерных координатах. Причем, значениям коэффициентов удлинения 1  

соответствуют кривые снизу вверх по возрастанию 1 . Пунктирная кривая соответст-

вуeт полупространству без начальных напряжений ( 1  = 1), сплошные – с начальны-

ми напряжениями. 

 
Рис. 2 

 

 
Рис. 3 

Заключение. 
Из численного анализа следует, что максимальные по модулю значения контакт-

ных напряжений (рис. 2) достигаются в точках несколько близких к середине области 
контакта, в отличие от случая равных корней [2]. 

Отметим также, что из численных исследований следует, что даже при постоян-
ной внешней нагрузке изменение упругого потенциала приводит к изменению харак-
тера распределения контактных напряжений под жестким кольцевым штампом. Вли-
яние начальных напряжений на напряженно-деформированное состояние упругого 
полупространства, в который вдавливается жесткий кольцевой штамп, заключается в 
том, что: 
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1) начальные напряжения в полупространстве приводят в случае сжатия ( 1 1  ) к 

уменьшению напряжений, а в случае растяжения ( 1 1  ) – к их увеличению;  

2) в случае перемещений (рис. 3) – наоборот: при сжатии ( 1 1  ) начальные 

напряжения в полупространстве приводят к увеличению перемещений по абсолютной 
величине, а в случае растяжения ( 1 1  ) – к их уменьшению; 

3) в случае отсутствия начальных напряжений полученные результаты совпадают 
с классическими [3]. 

Отметим, что полученные результаты с учетом предварительно напряженного со-
стояния при контактном взаимодействии жесткого штампа и упругого полупростран-
ства могут быть использованы для регулирования контактных напряжений и переме-
щений при расчетах конструкций на прочность. 

 
Р Е З Ю М Е . Розглянуто задачу контактної взаємодії жорсткого циліндричного кільцевого 

штампа і півпростору з початковими (залишковими) напруженнями без врахування сил тертя у випа-
дку нерівних коренів характеристичного рівняння. Дослідження представлено в загальному вигляді для 
теорії великих початкових (скінчених) деформацій і двох варіантів теорії малих початкових деформа-
цій в рамках лінеаризованої теорії пружності при довільній структурі пружного потенціалу. Чисель-
ний аналіз представлено у вигляді графіків для потенціалу Трелоара. 
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