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Abstract. A problem of analysis of fatigue life-time and ultimate state is solved for 

prismatic specimens undergoing the united action of static torsion and symmetric cyclic 
bending. The solution is built on the basis of model of destruction that sets dependence be-
tween the maximum values of amplitudes of asymmetric cycle of loading in the form of 
exponential transcendent function, and the conception of equivalent stresses. The stress of 
symmetric cycle is chosen as equivalent stress, which reduces the asymmetric cycle of load-
ing to the symmetric cycle at the fixed number of cycles to destruction. The results of calcu-
lations are approved experimentally for the specimens from alloyed steels and aluminium 
alloy. 

 
Key words: multi-cycle fatigue, prismatic specimen, fatigue life-time, ultimate state, 

asymmetric loading, combined loading, cyclic bending, static torsion, equivalent stress. 
 
Введение.  
Проблема усталостных разрушений материалов и элементов конструкций, не-

смотря на огромное количество выполненных в этом направлении работ, всё ещё 
остается актуальной как с теоретической, так и с прикладной точек зрения [6, 7, 9, 12]. 
Особенно актуальными представляются задачи усталостного разрушения при взаимо-
действии различных видов комбинированного нагружения статическими и цикличес-
кими нагрузками, характерными, например, для большинства вращающихся валов, 
лопаток газовых турбин, коленчатых валов двигателей внутреннего сгорания, фраг-
ментов фюзеляжа и крыльев самолета, соединительных элементов конструкций. 

Одним из видов комбинированного нагружения является комбинированное 
нагружение статическим кручением и симметричным циклическим изгибом [5, 8, 13]. 
Такому виду нагружения подвержены разнообразные валы и оси транспортного обо-
рудования, в частности, валы и оси поршневых и реактивных двигателей, элементы 
крыльев самолета. Оценка сопротивления усталости в условиях такого вида нагруже-
ния обычно осуществляется по диаграммам предельных напряжений, устанавливаю-
щим зависимость циклической компоненты напряжений от статической. Усталостная 
долговечность, в этом случае, описывается кривыми усталости, которые отображают 
зависимость числа циклов до разрушения от величины амплитуды цикла напряжений 
по параметру касательного статического напряжения. 

Традиционно диаграммы предельных напряжений и кривые усталости при сов-
местном воздействии статического кручения и симметричного циклического изгиба 
строятся по результатам трудоемких испытаний образцов материала на усталость для 
каждого фиксированного значения касательного статического напряжения [5]. В не-
которых случаях задача решается за счет установления и использования эмпиричес-
ких зависимостей параметров кривой усталости от величины касательного статичес-
кого напряжения. Это позволяет рассчитывать предельное состояние и усталостную 
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долговечность для промежуточных значений касательного статического напряжения 
и сократить объем весьма трудоемких и длительных испытаний образцов материала. 
Такой подход, однако, обеспечивает удовлетворительные результаты оценки пре-
дельного состояния лишь для конкретного материала или для нескольких соотноше-
ний статической компоненты к циклической. 

В работе [2] построена модель предельного состояния для условий одноосного 
асимметричного растяжения – сжатия в форме степенной трансцендентной функции, 
а в работах [10-11, 14] такая модель обобщена на случай асимметричного изгиба и 
кручения. Модель позволяет охватить практически все формы диаграмм предельных 
напряжений, характерных для большинства конструкционных материалов и включа-
ющих выпуклые, вогнутые и близкие к линейным диаграммам предельных напряже-
ний.  Для расчета усталостной долговечности используется концепция эквивалентных 
напряжений [3]. Эквивалентные напряжения приводят асимметричный цикл к сим-
метричному и позволяют рассчитывать усталостную долговечность, используя уста-
лостные характеристики симметричного цикла.  

В данной работе степенная трансцендентная функция и концепция эквивалентных 
напряжений используются для построения модели предельного состояния и решения 
задач усталости при комбинированном нагружении статическим кручением и сим-
метричным циклическим изгибом. 

§1. Постановка задачи.  
Рассматривается усталостное разрушение сплошных цилиндрических образцов, 

находящихся под действием комбинированного нагружения статическим крутящим 
моментом крM  и симметричным циклическим изгибающим моментом изгM . Условие 

нагружения задается соотношением 
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                                       (1.1) 

где b
a  – амплитуда циклической компоненты при изгибе; m  – статическая касатель-

ная компонента цикла напряжений; ( )g n  – некоторая периодическая функция, зада-

ющая закон изменения напряжения b
a  во времени; n ft  – число циклов изменения 

напряжения b
a . 

Принимается, что амплитудные значения напряжений b
a  в (1.1) не зависят от 

времени (стационарный режим) и достаточно быстро (частота /f n t  10 Гц) изме-

няются от цикла к циклу, а максимальное главное напряжение в цикле согласно кри-
терию максимальных нормальных напряжений не превышает предела текучести ма-
териала Y  при растяжении – сжатии, так что 
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В этом случае усталостное разрушение образца реализуется в многоцикловой обла-

сти, где число циклов до разрушения 510Rn  . 

Модель предельного состояния при асимметричном изгибе задается соотношени-
ем [10] 
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а при асимметричном кручении – соотношением [11] 
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где b
a , a  – амплитуды циклического напряжения при изгибе и кручении, соответ-

ственно; b
n , n  – пределы ограниченной усталости при симметричном изгибе и кру-

чении; b
m , m  – статические нормальные и касательные напряжения цикла; b

B , B  – 

кратковременная прочность материала при изгибе и кручении; 1 , 2  – коэффициен-

ты чувствительности материала к асимметрии цикла при изгибе и кручении, соответ-
ственно. 

Уравнение кривой усталости, устанавливающее зависимость числа циклов до раз-
рушения Rn  от разрушающего напряжения при симметричном цикле нагружения за-

писывается в виде [3] 
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где a  – амплитудное значение напряжения; q  и D  – параметры кривой усталости. 

Задача заключается в обобщении степенной трансцендентной функции в (1.3) и 
(1.4) на условия комбинированного нагружения статическим кручением и симмет-
ричным циклическим изгибом и решение на ее основе задач расчета усталостной дол-
говечности и предельного состояния сплошных призматических образцов конструк-
ционных материалов. 

§2. Модели усталостного разрушения при комбинированном нагружении. 
В качестве моделей усталостного разрушения при совместном воздействии стати-

ческого кручения и симметрического изгиба рассматривается модель предельного 
состояния, устанавливающая зависимость между разрушающими напряжениями по 
параметру числа циклов до разрушения, и модель, устанавливающая зависимость 
числа циклов до разрушения от амплитуды напряжения изгиба по параметру статиче-
ского напряжения кручения. 

2.1. Модель предельного состояния. Модель предельного состояния при сов-
местном воздействии статического кручения и симметричного циклического изгиба в 
нормированной системе координат строится по аналогии с (1.3) и (1.4) в виде 
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где   – коэффициент чувствительности материала к совместному воздействии нор-

мальных и касательных напряжений. Остальные обозначения соответствуют приве-
денным в (1.3) и (1.4). В модели предельного состояния (2.1), как и в моделях (1.3) и 
(1.4), граничные условия удовлетворяются точно по каждой из компонент цикла 
напряжений. 

Модель предельного состояния (2.1) задает зависимость между предельными 
напряжениями комбинированного нагружения – статичным кручением и симметрич-
ным циклическим изгибом в нормированной (обобщенной) системе координат, инва-
риантной по отношению к числу циклов до разрушения Rn .  

Модель (2.1) охватывает практически все известные формы диаграмм предельных 
напряжений при варьировании коэффициента чувствительности материала к совмест-
ному воздействию нормальных и касательных напряжений  , включая выпуклые, 

линейные и вогнутые (рис. 1), характерных для большинства конструкционных мате-
риалов.  
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Рис. 1 

2.2. Модель усталостного разрушения. Строится модель усталостного разруше-
ния, устанавливающая зависимость между числом циклов до разрушения Rn  в функ-

ции амплитуды циклических напряжений b
a  по параметру среднего касательного 

напряжения m , задаваемых согласно (1.1). Модель строится на основе концепции 

эквивалентных напряжений, позволяющих свести асимметричный цикл нагружения к 
симметричному 

   ,b b
a m i aeqv

f с    ,                                               (2.2) 

которые задают комбинации среднего касательного напряжения m  и амплитуды 

циклического напряжения b
a  для одного и того же числа циклов до разрушения Rn , 

и, которое соответствует пределу ограниченной усталости b
n  при симметричном из-

гибе. Здесь ic  – экспериментально определяемые коэффициенты. 

Зависимость числа циклов до разрушения Rn  от эквивалентного напряжения 

 b
a eqv

  при заданном виде нагружения определяется по уравнению 
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которое получено из уравнения кривой усталости (1.5) при симметричном цикле за-

меной величины a  на  b
a eqv

 , где q  и D  – параметры кривой усталости при сим-

метричном цикле нагружения. 
Функция ( )f   в (2.2) идентифицируется, исходя из аналитического выражения 

(2.1), задающего диаграмму предельных напряжений в нормированной системе коор-
динат.  

Эквивалентные напряжения  b
a eqv

  при комбинированном нагружении статиче-

ским кручением и симметричным циклическим изгибом, исходя из (2.1) с учетом 
(2.2), записываются в виде 
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2.3. Методика определения коэффициентов. Для решения задач усталостного 
разрушения на основе модели предельного состояния (2.1) и модели усталостного 
разрушения (2.3) необходимо располагать значением предела кратковременной стати-
ческой прочности при кручении B  и значениями материальных констант q , D  и  . 

Предел прочности B  определяется по результатам испытаний образцов материа-

ла при чистом кручении.  
Коэффициенты q  и D  определяются по результатам аппроксимации экспери-

ментальных данных на усталость при симметричном ( 0)m   цикле нагружения чи-

стым изгибом. Как и в [3] задача сводится к минимизации функционала 
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       ,                        (2.5) 

где nj  и Rjn  – набор дискретных значений пределов ограниченной усталости и соот-

ветствующих им чисел циклов до разрушения. 
Константа  , характеризирующая чувствительность материала к двухосности 

нагружения, определяется аналогично [1] из условия наилучшего согласования экспе-

риментальных значений b
aj , b

nj , mj  с линеаризированной предельной диаграммой  
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которая следует из (2.1) при условии, что значениям b
aj , b

nj , mj  соответствует одно 

и то же число циклов до разрушения Rn . 
Задача определения константы   сводится, исходя из (2.6), к минимизации 

функционала 
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где комбинации нормальных и касательных напряжений в базовом эксперименте вы-
бираются таким образом, чтобы удовлетворялись соотношения 

0,5
b
a

m




  ; 1,0; 1,5, 

что позволяет охватывать наиболее характерные виды двухосного циклического 
нагружения. 

§3. Расчет усталостной долговечности и предельного состояния. 
Решается задача расчета усталостной долговечности и предельного состояния 

сплошных цилиндрических образцов при комбинированном нагружении статическим 
кручением и симметричным циклическим изгибом. 

3.1. Объекты исследования, материальные константы. Рассмотрено усталост-
ное разрушение сплошных цилиндрических образцов на примере разрушения сплош-
ных цилиндрических образцов из сталей 40Х и 45 и алюминиевого сплава Д16Т при 
комбинированном нагружении статическим кручением и симметричным циклическим 
изгибом. 

Значения пределов прочности при кручении B  для исследуемых материалов, а 

также значения использованных в расчетах материальных констант q , D  и  , 

найденных по изложенной в разделе 2.3 методике, приведены в таблице. Эксперимен-
тальные данные, использованные при определении коэффициентов, заимствованы из [4, 5]. 
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Материал B , МПа q  D , МПа-qꞏцикл-1   

Сталь 40Х 1172,2 19,786 6,812ꞏ10-65 0,64 
Сталь 45 751,0 20,218 3,201ꞏ10-62 0,38 

Сплав Д16Т 310,0 6,446 1,927ꞏ10-22 1,41 

 
 

 
                        а                                             б                                                    в  

Рис. 2 
 

Зависимость относительной величины /b b
a n   от /m B  , рассчитанной по урав-

нению (2.1) с использованием значения показателя степени  , приведенного в таб-

лице и рассчитанного для трех значений величины  , удовлетворительно согласуется 
с экспериментальными данными (рис. 2), полученными для более широкого диапазо-
на значений величины  . Зависимость рассчитана для образцов из стали 40Х (а) при 
значениях 2,0  ; 2,25; Rn =104 (○) цикл.; 1,78  ; 2,0; Rn =105 ( ) цикл.; 1,58  ; 

1,78; Rn =106 (●) цикл., для образцов из стали 45 (б) при значениях 1,48  ; 2,5; 

Rn =104 (○) цикл.; 1,33  ; 2,24; Rn =105 ( ) цикл.; 1,2  ; 2,0; Rn =106 ( ) цикл.; 

1,07  ; 1,79; Rn =107 (●) цикл. и для образцов из алюминиевого сплава Д16Т (в) при 

значениях 2,4  ; Rn =105 (○) цикл.; 1,8  ; Rn =4ꞏ105 ( ) цикл.; 1,6  ; Rn =106 ( ) 

цикл.; 1,4  ; Rn =107 (●) цикл. Здесь и далее результаты расчетов нанесены штрихо-

выми линиями, а экспериментальные данные – точками. Штрих-пунктирными линия-
ми обозначен интервал в 10% , задающий отклонение от расчетных значений 

/b b
a n  . Экспериментальные данные заимствованы из [4, 5]. 

3.2. Расчет усталостной долговечности. Рассчитывается число циклов до раз-

рушения Rn  в зависимости от амплитуды b
a  и статической компоненты m .  Вели-

чина Rn  определяется из уравнения 
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1 cos
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R q
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,                              (3.1) 

полученного из (2.3) с учетом (2.4). 
Результаты расчета числа циклов до разрушения Rn  сплошных образцов при ком-

бинированном нагружении статическим кручением и симметричным циклическим 
изгибом, выполненные по уравнению (3.1) с использованием приведенных в таблице 
значений коэффициентов, сопоставлены на рис. 3 с экспериментальными данными 
при варьировании параметра m . Кривые усталости рассчитаны для образцов из стали 
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40Х (а) при значениях m =433,67 (○) и 384,14 (●) МПа; для образцов из стали 45 (б) – 

при значениях m =356,08 (○) и 228,08 (●) МПа и для образцов из алюминиевого спла-

ва Д16Т (в) – при значении m =98,1 (○) МПа. Сплошными линиями показаны кривые 

усталости при симметричном цикле нагружения. Экспериментальные данные заим-
ствованы из [4, 5]. 

 
           а                                              б                                                  в 

Рис. 3 
 

3.3. Расчет предельного состояния. Рассчитывается значение амплитуды при 

изгибе b
a  в зависимости от статической компоненты m  по параметру числа циклов 

до разрушения Rn . Значение величины b
a  определяется из уравнения 
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,                                    (3.2) 

полученного из (2.1) с учетом (1.5), где принято b b
n a  . 

Результаты расчетов значения b
a  сплошных образцов при комбинированном 

нагружении статическим кручением и симметричным циклическим изгибом, выпол-
ненные по уравнению (3.2) с использованием приведенных в таблице значений коэф-
фициентов, сопоставлены на рис. 4 с экспериментальными данными для образцов из 
стали 40Х (а) – при значениях Rn =104 (○), 105 ( ), 106 (●) цикл.; для образцов из стали 

45 (б) – при значениях Rn =104 (○), 105 ( ), 106 ( ), 107 (●) цикл. и для образцов из алю-

миниевого сплава Д16Т (в) при значениях Rn =105 (○), 4ꞏ105 ( ), 106 ( ), 107 (●) цикл. 

при варьировании числа циклов до разрушения Rn . Экспериментальные данные заим-

ствованы из [4, 5]. 

 
             а                                             б                                                  в 

Рис. 4 
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§4. Анализ результатов. 
Задача  расчета усталостной долговечности и предельного состояния при комби-

нированном нагружении статическим кручением и симметричным циклическим изги-
бом решена в работе на основе модели предельного состояния, связывающей пре-
дельные напряжения цикла нагружения с помощью степенной трансцендентной 
функции и концепции эквивалентных напряжений, позволяющей свести комбиниро-
ванное нагружение циклическим изгибом и статическим кручением к симметричному 
циклическому изгибу. 

Результаты расчетов усталостной долговечности и предельного состояния сплош-
ных образцов из стали 40Х, стали 45 и алюминиевого сплава Д16Т, выполненные по 
предложенным моделям, удовлетворительно согласуются с экспериментальными 
данными.  Максимальная погрешность по долговечности Rn  получена для стали 40Х 

(см. рис. 3, а) при m  = 384,14 МПа, b
a  = 880 МПа и составила 50%. Для других ма-

териалов и уровней среднего касательного напряжения m  погрешность по долговеч-

ности колеблется в пределах от 5 до 30%, что, учитывая, большой разброс экспери-
ментальных данных при усталостных испытаниях, можно считать вполне приемле-
мой. Наибольшая погрешность при расчете предельного состояния составила 12 % 
для алюминиевого сплава Д16Т (см. рис. 4, в) при m = 98,1 МПа и Rn = 107. 

Заключение. 
Подход к решению задач усталостного разрушения, основанный на использова-

нии степенной трансцендентной функции для формулировки моделей предельного 
состояния при одноосном асимметричном нагружении, может быть использован так-
же для двухосного комбинированного нагружения статическим кручением и симмет-
ричным циклическим изгибом. В рамках этого подхода решены задачи расчета уста-
лостной долговечности по параметру статического напряжения кручения и зависимо-
сти амплитуды изгибных циклических напряжений от статического напряжения кру-
чения по параметру числа циклов до разрушения. Результаты расчетов удовлетвори-
тельно согласуются с экспериментальными данными для стали 40Х, стали 45 и алю-
миниевого сплава Д16Т. 

 
 
Р Е З Ю М Е .  Розв’язано задачу розрахунку довговічності та граничного стану призматичних 

зразків за умови втоми при спільній дії статичного кручення та симетричного циклічного згину. 
Розв’язок побудовано на основі моделі руйнування, що встановлює залежність між граничними зна-
ченнями амплітуд асиметричного циклу навантаження у формі степеневої трансцендентної функції, 
та концепції еквівалентних напружень. За еквівалентне напруження вибрано напруження симетрич-
ного циклу, яке зводить асиметричний цикл навантаження до симетричного циклу при фіксованому 
числі циклів до руйнування. Результати розрахунків апробовано експериментально для зразків з ле-
гованих сталей та алюмінієвого сплаву. 
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