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Abstract. A problem of effective elastic properties of stochastic laminated composite is 

considered. The imperfect interface contact conditions of layers of filler and matrix are as-
sumed in the form of presence of porous interphase layers between the matrix and fillers, 
which are considered as the third component. On the interface planes of interfacial layer 
with the matrix and filler layers, the conditions of perfect contact in the form of continuity 
of displacements and surface stresses are satisfied. An approach is based on the stochastic 
equations of elasticity for the structurally inhomogeneous material, where the tensor of elas-
tic moduli is a random function of one coordinate and the problem of effective elastic prop-
erties has an exact solution. A dependence of the effective elastic properties on the filler 
volume fraction and the porosity of the interphase layers is studied. 
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Введение. 
Развитие современной техники во многом связано с созданием и непрерывным 

совершенствованием новых материалов, обладающих определенным комплексом фи-
зико-механических свойств, необходимых для обеспечения надежной работы кон-
струкций. Особое место здесь занимают композитные материалы (КМ), представля-
ющие собой определенные системы связанных в монолит некоторых простых компо-
нентов с различными характеристиками жесткости и прочности. В результате форми-
руется материал с новыми свойствами, именуемыми эффективными, которые количе-
ственно и качественно отличаются от соответствующих свойств компонентов. 

Характерной особенностью КМ является наличие весьма большого числа струк-
турных элементов в элементарном макрообъеме. Совокупность структурных элемен-
тов с одними и теми же свойствами образует компонент КМ. В конечном счете эф-
фективные свойства КМ определяются свойствами компонентов, геометрическими 
параметрами структуры и характером связи между компонентами. Исходя из геомет-
рических параметров структуры КМ можно классифицировать по характеру связ-
ности структурных элементов, по характерным размерам и форме структурных эле-
ментов, по характеру расположения структурных элементов. 

Среди разнообразия видов КМ широкое распространение получили КМ, состоя-
щие из матрицы, армированной наполнителями с высокими характеристиками жест-
кости и прочности. Если исходить из характерной формы структурных элементов и их 
относительных размеров, то основные виды КМ можно разделить на зернистые, во-
локнистые и слоистые. В зависимости от размеров армирующих частиц и их объемно-
го содержания зернистые КМ делятся на материалы, упрочненные частицами, дис-
персно-упрочненные материалы [3] и нанокомпозиты [12]. 
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Механизм формирования свойств КМ матричной структуры, отличных от свойств 
компонентов, связан с тем, что наполнитель вносит основной вклад в жесткость и 
прочность КМ, а матрица обеспечивает необходимую форму изделию и передает 
нагрузку наполнителю. Поэтому достижение максимально высоких показателей жест-
кости и прочности КМ с заданными механическими свойствами компонентов обеспе-
чивается максимальным нагружением армирующих элементов, которое связано с 
надлежащим сцеплением (адгезией) элементов наполнителя с матрицей. Идеальное 
сцепление матрицы и элементов наполнителя описывается непрерывностью переме-
щений и поверхностных напряжений при переходе через границу раздела компонен-
тов и носит название условий совершенного контакта на межфазной границе [15 – 17, 
21, 22]. В большинстве работ по прогнозированию эффективных упругих свойств КМ 
принимаются условия совершенного контакта на межфазной границе. 

Однако понятие межфазная граница между компонентами КМ является опреде-
ленной идеализацией реальных условий контакта двух различных материалов, имею-
щих разную структуру и разную природу внутренней связи. В действительности при 
контакте двух различных веществ происходит искажение их структуры в некоторой 
переходной зоне, которая разделяет участки с неискаженной структурой и может 
иметь размеры от нескольких нанометров до нескольких тысяч нанометров [2, 5]. Пе-
реходная зона между компонентами КМ образуется также в результате поверхност-
ной обработки элементов наполнителя путем нанесения на поверхность аппретирую-
щих веществ для усиления прочности связи между матрицей и наполнителем. При 
этом в переходной зоне возможно образование микротрещин и микропор, обуслов-
ленное недостаточным смачиванием поверхности наполнителя связующим или ап-
претом, а также повреждаемостью, вызываемой силовыми, температурными и уса-
дочными факторами в процессе изготовления и эксплуатации КМ.  

Из вышесказанного следует, что в реальном КМ контактирующие компоненты 
разделены не поверхностью, а некоторым материальным слоем с дефектами в виде 
микротрещин и микропор. Поэтому прогнозирование эффективных упругих свойств 
КМ на основе модели совершенного контакта компонентов в виде непрерывности 
перемещений и поверхностных напряжений на межфазной границе может приводить 
к существенным погрешностям. Это обусловило появление различных вариантов 
формулировки моделей несовершенного контакта матрицы и включений [5 – 7, 9, 10, 
13, 20, 22]. 

Наиболее адекватной представляется модель контакта матрицы и включения, ба-
зирующаяся на представлении, что между матрицей и включением существует меж-
фазный материальный слой, свойства которого отличаются от свойств матрицы и 
включения [7, 14]. При этом на поверхностях раздела межфазного слоя с матрицей и 
включением выполняются условия совершенного контакта в виде непрерывности пе-
ремещений и поверхностных напряжений, что дает основание рассматривать межфаз-
ный слой как третью фазу. Такая модель усложняет построение точных аналитичес-
ких решений задач о напряженно-деформированном состоянии и эффективных свой-
ствах КМ, поэтому появились работы с приближенными моделями [13, 20], где меж-
фазный слой заменяется «несовершенной межфазной поверхностью», на которой 
формулируются условия, отличные от совершенного контакта в виде непрерывности 
перемещений и поверхностных напряжений. В одном из таких условий предполагает-
ся существование скачка перемещений на «несовершенной границе» [13, 20] и его 
пропорциональность непрерывным поверхностным напряжениям. Более адекватным 
представляется подход, основанный на асимптотическом разложении по толщине 
межфазного слоя уравнений модели соответствующего контакта [7, 14]. Здесь в усло-
вия на «несовершенной границе» могут входить скачки как перемещений, так и по-
верхностных напряжений. 

При моделировании контакта матрицы и включения наличием межфазного мате-
риального слоя, который рассматривается как третья фаза, задача о прогнозировании 
эффективных свойств формулируется для трехфазного КМ, что усложняет ее решение 
для зернистых и волокнистых КМ. Один из методов ее решения состоит в замене 
включения с межфазным слоем эквивалентным включением [14], которое имеет экви-
валентные или эффективные свойства двухкомпонентного матричного материала, где 
включения и матрица имеют свойства соответственно реальных включений и меж-
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фазных слоев. В результате задача об эффективных свойствах трехфазного КМ сво-
дится к последовательности двух задач об эффективных свойствах двухфазных КМ 
[19]. Исключением здесь являются КМ слоистой структуры, где задача об эффектив-
ных свойствах имеет точное решение независимо от количества фаз. 

Согласно представлению об оптимальном поведении КМ как структурном един-
стве его компонентов (фаз) [3], разрушение компонентов или сцепления между ними 
ведет к нарушению оптимального поведения КМ. Если сцепление между матрицей и 
включением моделируется наличием межфазного слоя, то задача об оптимальном по-
ведении КМ в общем случае сводится к исследованию повреждаемости трехкомпо-
нентного КМ, проявляющейся в виде образования микротрещин и микропор в про-
цессе изготовления и эксплуатации в результате воздействия силовых, температур-
ных, усадочных и других факторов. Как частные случаи возможны и целесообразны 
более простые постановки, где исследуется влияние отдельных конкретных факторов 
на напряжено-деформированное состояние и эффективные свойства КМ. Одна из та-
ких конкретных постановок задачи состоит в исследовании влияния упругих свойств 
межфазного слоя и дефектов в виде микротрещин и микропор на напряженно-
деформированное состояние и эффективные свойства КМ, что связано с решением 
задач механики трещин на границе раздела сред [11], систем трещин [8] и механики 
КМ с дефектами на границе раздела компонентов [19]. 

В настоящей работе рассматривается задача об эффективных упругих свойствах 
слоистого композитного материала стохастической структуры, где контактирующие 
компоненты разделены межфазным слоем с дефектами в виде микропор. Упругие 
свойства межфазного слоя отличаются от свойств слоев наполнителя и матричного 
материала. На поверхностях раздела межфазного слоя со слоями наполнителя и мат-
рицы выполняются условия совершенного контакта в виде непрерывности перемеще-
ний и поверхностных напряжений. Межфазные слои рассматриваются как третий 
компонент, состоящий из приповерхностных слоев двух компонентов и аппретирую-
щих покрытий с дефектами в виде микропор. 

В основу построения положены стохастические дифференциальные уравнения 
упругости в перемещениях для многокомпонентного КМ слоистой структуры с ани-
зотропными компонентами. Так как модули упругости КМ слоистой структуры зави-
сят от одной координаты, то при однородных макронапряжениях и макродеформаци-
ях флуктуации перемещений, напряжения и деформации также будут функциями од-
ной координаты. В этом случае задача о напряженно-деформированном состоянии и 
эффективных свойствах КМ имеет точное аналитическое решение. На основе полу-
ченного решения исследованы эффективные свойства трехкомпонентного КМ слоис-
той структуры. Построены кривые зависимостей эффективных упругих постоянных 
слоистого материала с изотропными компонентами от объемного содержания напол-
нителя и пористости межфазного слоя. 

§1. Основные уравнения. 
Исходим из представления о трехкомпонентном композитном материале слоистой 

структуры, состоящем из чередующихся слоев наполнителя, матричного материала и 
находящихся между ними межфазных слоев. Сцепление между межфазным слоем и 
контактирующими с ним слоями наполнителя и матрицы принимаем совершенным, 
обеспечивающим на границе непрерывность перемещений и поверхностных напря-
жений. 

В этом случае физико-механические характеристики будут функциями одной ко-
ординаты. Рассмотрим макрообъем слоистого материала, находящегося в условиях 
однородных макродеформаций и макронапряжений. Напряженно-деформированное 
состояние в микроточке описывается уравнениями равновесия 

, 0ij j  ,                                                             (1.1) 

соотношениями упругости 

ij ijmn mn                                                            (1.2) 

и Коши 

  , ,, ( ) / 2.ij i j j ii ju u u                                                  (1.3) 
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Пусть ось 3x  направлена по нормали к слоям. Тогда упругие характеристики ijmn  

будут случайными функциями лишь координаты 3x . Вследствие однородности мак-

ронапряжений ij  и макродеформаций ij  напряжения ij , деформации ij  и 

флуктуации перемещений 0
i i ij iu u x   также будут функциями одной координаты 

3x . В этом случае уравнения равновесия (1.1) упрощаются 

3,3 0i  ,                                                          (1.4) 

откуда находим 

3 , consti i iА A   .                                                 (1.5) 

Выражения для деформаций согласно (1.3) имеют вид 

 0 0
,3 3 ,3 3

1

2ij ij i j j iu u      .                                        (1.6) 

Подставляя (1.2), (1.6) в интегралы уравнений равновесия (1.5), получаем алгеб-
раические уравнения относительно производных от флуктуаций перемещений 

0
3 3 ,3 3i m m i mni mn

u A    .                                        (1.7) 

Решения их будут следующими: 

 0 1
,3 3 3 3m i m m pqm pq

u A    .                                     (1.8) 

Осредняя соотношения (1.8) и учитывая, что математические ожидания от флук-
туаций равны нулю, получаем 

1 1
3 3 3 3 3 0i k k i k m pq pqA      .                                    (1.9) 

Отсюда определяем постоянные интегрирования 
11 1

3 3 3 3 3 ,i i m m n n pq pqA    
                                     (1.10) 

а из (1.8), (1.10) находим флуктуации производных перемещений 

 10 1 1 1
,3 3 3 3 3 3 3 3 3i i k k m m n n pq k pq pqu      

    .                         (1.11) 

Подставляя (1.11) в (1.6), получаем выражения микродеформаций через макроде-
формации 

  1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

1

2ij ip jq i m j j m i m n n k k pq m pq pq                    
.      (1.12) 

Микронапряжения находим подстановкой (1.12) в (1.2) 

 11 1 1
3 3 3 3 3 3 3 3 3ij ijpq ijm m n n k k s s pq n pq pq        

       
.                (1.13) 

Осредняя выражение (1.13), получаем зависимости между макронапряжениями и мак-
родеформациями 

ij ijpq pq   ,                                                (1.14) 

где эффективные упругие постоянные определяются формулами 
11 1 1 1

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3ijpq ijpq ijm m n n k k s s pq ijm m n n pq         
       .            (1.15) 
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Выражения содержат только одноточечные моменты относительно упругих ха-
рактеристик материала, поэтому достаточно задать одноточечную плотность упругих 
характеристик. Для N-компонентного материала одноточечная плотность имеет вид 

   
1

N
k

ijmn k ijmn ijmn
k

f c   


  ,                                     (1.16) 

где , k
k ijmnc   – соответственно объемное содержание и тензор модулей упругости к-

компонента.  
Отсюда для N-компонентного слоистого композитного материала находим 

   
1

N
k

ijmn k ijmn
k

c   


  .                                       (1.17) 

Формулы (1.15) – (1.17) позволяют вычислить эффективные постоянные слоисто-
го композита с произвольной симметрией материала слоев. Однако практическое их 
использование связано с громоздкими операциями обращения, осреднения и сверты-
вания. Так как в реальных материалах слои обладают определенной симметрией, то 
целесообразно вычислять эффективные постоянные с учетом симметрии слоев. 

§2. Изотропные слои. 
Если слои изотропны, то упругие характеристики имеют вид 

 ijmn ij mn im jn in jm          ,                                    (2.1) 

где ,   – характеристики Ламе.  

Подставляя (2.1) в (1.7), находим 

0
,3 3

1
2i i iu A 


  ;    0

3,3 3 33

1
, 1, 2

2 2 kku A i k
  

   
   

 
.        (2.2) 

Осредняя (2.2), определяем постоянные интегрирования 

3

1
2i iA 


 ; 

1

3 33

1 1

2 2 kkA  
   


 

    
    , 1, 2i k  .       (2.3) 

На основе (1.6), (2.2), (2.3) находим микродеформации 
1

3 3

1 1
; ;ij ij i i   

 



   

1

33 33

1 1 1

2 2 2 2 kk

   
       

  
          

 , 1, 2i k  .    
(2.4)

 

Подставляя (2.1), (2.4) в (1.2), получаем выражения микронапряжений 
1

1 1
2

2 2 2ij ij

  
     




    
 

33

1 1
2

2 2 2kk ij ij

    
     


   

;                       (2.5) 

1

3 3

1
2i i 





 ;   
1

33 33

1

2 2 kk

  
   


 

    
 , 1, 2i k  . 
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Осредняя (2.5), находим зависимости между макронапряжениями и макродефор-
мациями 

   11 12 12 13 33ij ij kk ij               ; 

33 13 33 33kk       ;   3 44 32i i      , 1, 2i k  ,               (2.6) 

где эффективные упругие постоянные определяются формулами 

 1 2

11

1
4

2 2 2

  
     


 
 

  
; 

1 2

12

1
2

2 2 2

 
     


  

  
;                               (2.7) 

1

13

1

2 2


   


 

 
;   

1

33

1

2


 


 


;   

1

44

1



  . 

Если обозначить объемные содержания и характеристики Ламе наполнителя, мат-
ричного материала и межфазных слоев соответственно 1 1 1, , ,c    2 2 2, , ,c    3 3 3, ,c   , 

то эффективные упругие постоянные (2.7) слоистого КМ будут определяться формулами 

 1 2
3 3 3

11
1 1 1

4
2 2 2

cc c      

       

  
     





  

    
             
   ; 

1 2
3 3 3

12
1 1 1

2
2 2 2

c c c     

       

  
     





  

     
             
   ; 

1
3 3

13
1 12 2

c c  

    


   





 

   
        
  ;  

1
3

33
1 2

c
  


 







 
   
 ;              (2.8) 

1
3

44
1

c
 










 
  
 
 ;    * * *

11 12

1

2
k    ;    * * *

11 12

1

2
m    . 

§3. Ортотропные слои. 
Рассмотрим слоистый композит, составленный из ортотропных слоев, плоскости 

симметрии которых совпадают с координатными плоскостями. Зависимости между 
напряжениями и деформациями в микроточке запишем в виде 

11 11 11 12 22 13 33         ;  23 44 232   ; 

22 12 11 22 22 23 33         ;  13 55 132   ;                            (3.1) 

33 13 11 23 22 33 33         ;  12 66 122   . 

Согласно (1.5), (1.6) имеем 

 0
55 13 1,3 12 u C    ;    0

44 23 2,3 22 u C    ;  

0
13 11 23 22 33 33 3,3 3( )u C         .                               (3.2) 
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Решая (3.2) относительно производных от флуктуаций перемещений и проводя 
осреднение, находим 

11
1 55 132C  

 ;   
11

2 44 232C  
 ; 

 11 1 1
3 33 13 33 11 23 33 22 33C        

     .                      
(3.3) 

На основе соотношений (1.6), (3.1) – (3.3) получим выражения микронапряжений 
через макродеформации 

 11 1 1
11 11 13 33 33 13 33 13 11        

        
 

 11 1 1
12 13 33 33 23 33 23 22       

        
11 1

13 33 33 33   
  ; 

 11 1 1
22 12 23 33 33 13 33 13 11        

        
 

 11 1 1
22 23 33 33 23 33 23 22       

       
11 1

23 33 33 33   
  ;               (3.4) 

 11 1 1
33 33 13 33 11 23 33 22 33        

     ; 

11
23 44 232  

 , 
11

13 55 132  
 , 13 66 122   . 

Осредняя соотношения (3.4), получаем зависимости между макронапряжениями и 
макродеформациями 

11 11 11 12 22 13 33           ;  23 44 232   ; 

22 12 11 22 22 23 33           ;  13 55 132   ;                    (3.5) 

33 13 11 23 22 33 33           ;  12 66 122   , 

где эффективные постоянные определяются формулами 
2 11 1 2 1

11 11 13 33 33 13 33      
      ; 

11 1 1 1
12 12 13 33 23 33 33 13 23 33         

       ; 

11 1
13 13 33 33   

   ;  
2 11 1 2 1

22 22 23 33 33 23 33      
      ;                (3.6) 

11 1
23 23 33 33   

   ;  
11

33 33 
  ;  

11
44 44 

  ;  
11

55 55 
  ; 66 66   . 

Если слои композита трансверсально изотропны с плоскостью изотропии 1 2x x , то 

в зависимостях (3.1), (3.5), (3.6) следует положить 

11 22  ;  13 23  ;  44 55  ;  11 22 662    ; 

11 22   ;  13 23   ;  44 55   ;  11 22 662      ,                             
(3.7)

 

т.е. в макрообъеме материал также трансверсально изотропен. 
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Если обозначить объемные содержания и модули упругости наполнителя, мат-
ричного материала и межфазных слоев соответственно 11 12 13 22 23 33, , , , , , ,c             

 44 55 66, , 1, 2,3       , то эффективные упругие модули упругости (3.6) слоистого 

КМ будут определяться формулами 
2 1 23 3 3 3

13 13
11 11

1 1 1 133 33 33

c c c
c     
 

     

  
  





   

     
       

     
    ; 

1
3 3 3 3 3

13 23 13 23
12 12

1 1 1 1 133 33 33 33

c c c c
c        
 

       

    
   





    

      
       

     
     ; 

1
3 3

13
13

1 133 33

c c  

  


 





 

   
    
   
  ;  

2 1 23 3 3 3
23 23

22 22
1 1 1 133 33 33

c c c
c     
 

     

  
  





   

     
       

     
    ; 

1
3 3

23
23

1 133 33

c c  

  


 





 

   
   
  
  ;  

1
3

33
1 33

c
 










 
  
 
 ;                           (3.8) 

1
3

44
1 44

c
 










 
  
 
 ;   

1
3

55
1 55

c
 










 
  
 
 ;  

3

66 66
1

c 


 



  . 

§4. Слои с одной плоскостью симметрии. 
В практических задачах встречаются композитные материалы, составленные из 

слоев с одной плоскостью симметрии, параллельной слоям. В этом случае зависи-
мости между микронапряжениями и микродеформациями имеют вид 

11 11 11 12 22 13 33 16 122            ;  22 12 11 22 22 23 33 26 122            ; 

33 13 11 23 22 33 33 36 122            ;  12 16 11 26 22 36 33 66 122            ;     (4.1) 

13 55 13 45 232 2      ;  23 45 13 44 232 2      . 

Тогда с учетом соотношений (1.5), (1.6) получим 

0 45 2 44 1
1,3 132

45 45 55

2
А А

u
  
  


 


;  0 45 1 55 2

2,3 232
45 44 55

2
А А

u
  
  


 


; 

 0 1
3,3 33 3 13 11 23 22 33 33 36 122u А             .                  

(4.2)
 

Осредняя выражения (4.2), находим постоянные интегрирования 

 1 3 13 2 232
2 1 3

2
А    

  
 


;   2 2 13 1 232

2 1 3

2
А    

  
 


; 

 11 1 1 1
3 33 13 33 11 23 33 22 33 36 33 122А           

       ,            (4.3) 

где 

44
1 2

45 44 55

;



  




   45
2 2

45 44 55

;



  




   55
3 2

45 44 55


  




.                (4.4) 
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На основе соотношений (1.2), (1.6), (4.2), (4.4) получим выражения для микрона-
пряжений 

   1 11 1 1 1 1 1
11 11 13 33 33 13 33 13 11 12 13 33 33 23 33 23 22                

                     
 

 1 11 1 1 1 1
13 33 33 33 16 13 33 33 36 33 36 122           

           
; 

   1 11 1 1 1 1 1
22 12 23 33 33 13 33 13 11 22 23 33 33 23 33 23 22                

                     
 

 1 11 1 1 1 1
23 33 33 33 26 23 33 33 36 33 36 122           

           
;              (4.5) 

 11 1 1 1
33 33 13 33 11 23 33 22 33 36 33 122           

       ; 

   1 11 1 1 1 1 1
12 16 36 33 33 13 33 13 11 26 36 33 33 23 33 23 22                

                     
 

 1 11 1 1 1 1
36 33 33 33 66 36 33 33 36 33 36 122           

           
; 

 13 3 13 2 232
2 1 3

2    
  

 


;   23 2 13 1 232
2 1 3

2    
  

 


. 

Осредняя выражения (4.5), получаем зависимости между макронапряжениями и 
макродеформациями  

11 11 11 12 22 13 33 16 122               ; 

22 12 11 22 22 23 33 26 122               ; 

33 13 11 23 22 33 33 36 122               ;                           (4.6) 

12 16 11 26 22 36 33 66 122               ; 

13 55 13 45 232 2       ;  23 45 13 44 332 2       ,  

где эффективные постоянные определяются формулами 

2 11 1 2 1
11 11 13 33 33 13 33      

      ; 

11 1 1 1
12 12 13 33 23 33 33 13 23 33         

       ; 

11 1
13 13 33 33   

   ;   
11 1 1 1

16 16 13 33 36 33 33 13 36 33         
       ; 

2 11 1 2 1
22 22 23 33 33 23 33      

      ;   
11 1

23 23 33 33   
   ;   

11
33 33 

  ; 

11 1 1 1
26 26 36 33 23 33 33 36 23 33         

       ;                      (4.7) 
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11 1
36 36 33 33   

   ;  
2 11 1 2 1

66 66 36 33 33 36 33      
      ; 

1
44 2

2 1 3


  

 


;   2
45 2

2 1 3


  

 


;   3
55 2

2 1 3


  

 


. 

Если обозначить объемные содержания и модули упругости наполнителя, мат-
ричного материала и межфазных слоев соответственно 11 12 13 16 22 23, , , , , , ,c             

33 ,  36 66 44 45 55, , , , 1,2,3           , то эффективные модули упругости (4.7) 

слоистого КМ будут определяться формулами 
2 1 23 3 3 3

13 13
11 11

1 1 1 133 33 33

c c c
c     
 

     

  
  





   

     
       

     
    ; 

1
3 3 3 3 3

13 23 13 23
12 12

1 1 1 1 133 33 33 33

c c c c
c        
 

       

    
   





    

      
       

     
     ; 

1
3 3

13
13

1 133 33

c c  

  


 





 

   
    
   
  ; 

1
3 3 3 3 3

13 36 13 36
16 16

1 1 1 1 133 33 33 33

c c c c
c        
 

       

    
   





    

      
       

     
     ; 

2 1 23 3 3 3
23 23

22 22
1 1 1 133 33 33

c c c
c     
 

     

  
  





   

     
       

     
    ; 

1
3 3

23
23

1 133 33

c c  

  


 





 

   
   
  
  ;   

1
3

33
1 33

c
 










 
  
 
 ;                       (4.8) 

1
3 3 3 3 3

23 36 23 36
26 26

1 1 1 1 133 33 33 33

c c c c
c        
 

       

    
   





    

       
        

      
     ; 

1
3 3

36
36

1 133 33

c c  

  


 





 

   
   
  
  ;  

2 1 23 3 3 3
36 36

66 66
1 1 1 133 33 33

c c c
c     
 

     

  
  





   

     
       

     
    ; 

3
44

1 2
1 45 44 55

c 

   


  


 ;  

3
45

2 2
1 45 44 55

c 

   


  


 ;  

3
55

3 2
1 45 44 55

c 

   


  


 ; 

1
44 2

2 1 3


  

 


;  2
45 2

2 1 3


  

 


;   3
55 2

2 1 3


  

 


. 

§5. Численные результаты. 
Численное исследование влияния несовершенных условий контакта компонентов 

на эффективные упругие свойства слоистых КМ стохастической структуры проведено 
для контактирующих слоев из алюмоборосиликатного стекла и отвержденного эпок-
сидного связующего, которые разделены межфазными слоями. Межфазные слои рас-
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сматриваются как третий компонент, состоящий из аппретирующих покрытий, при-
поверхностных частей матрицы и наполнителя, а также дефектов в виде микротрещин 
и микропор. Так как некоторая часть материала в окрестности микротрещины не 
несет нагрузку, то микротрещины моделируются микропорами 

Упругие модули объемного сжатия и сдвига компонентов принимаем соответ-
ственно [1] такими: 

33,333cK   ГПа;  25c   ГПа;  3,333эK   ГПа;  1,111э   ГПа.            (5.1) 

Для обеспечения равномерной передачи усилий аппретирующее покрытие целе-
сообразно применять с модулями упругости, промежуточными между соответствую-
щими модулями матрицы и наполнителя. Поэтому в безразмерных единицах, пред-
ставляющих отношения соответствующих модулей к модулю сдвига матрицы э , 

принимаем такие значения: 

1 30K  ;  1 22,5  ;  2 3K  ;  2 1  ;  0 16,5K  ;  0 11,75  .                (5.2) 

где 0K , 0  – соответственно модули объемного сжатия и сдвига материала межфаз-

ного слоя без микропор. Соответствующие модули межфазного слоя с пористостью 
p  определяются формулами [19] 

 
 

2

0 0
3

0 0 0

4 1

4 3 4

K p
K

K p


 

 


 
;   

   
 

2

0 0 0
3

0 0 0 0

9 8 1

9 8 3 4

K p

K K p

 


 
 


  

.                 (5.3) 

Объемные содержания наполнителя, связующего и пористого межфазного слоя 
обозначаем соответственно 1с , 2с , 3с . При этом будем пользоваться соотношением  

3 3 1 1( / )c h h c
 

,                                                      (5.4) 

где  1h , 3h  – соответственно толщины слоев наполнителя и межфазных слоев. В вы-

числениях принято 3 1/ 0,01h h  . 

На рис. 1 – 5 представлены зависимости эффективных модулей упругости k  , m , 

 , 13 , 33  от объемного содержания слоев наполнителя 1с  при заданных порис-

тостях p  межфазных слоев. Вычисления проведены на основе формул (2.8), (5.1) – (5.4) 

для случая изотропных компонентов слоистого КМ. Здесь объемное содержание напол-
нителя 1с  находится в допустимом интервале 10 0,99с   согласно (5.4).  

 

 
                                     Рис. 1                                                    Рис. 2 



 98

 
                                         Рис. 6                                       Рис. 7 
 
На рис. 6, 7 приведены зависимости эффективных поперечного 21   и продольно-

го 31   коэффициентов Пуассона от объемного содержания наполнителя 1с , вычис-

ленных согласно формул 

 
 

2
33 13*

21 2
33 13

;
k m

k m

 


 

   

   

 


 
   

 
2

* 13
31 2

33 13

2
.

m

k m


 

 

   


 
                       (5.5) 

Анализ зависимостей эффективных модулей упругости от объемного содержания 
наполнителя 1с  и пористости межфазных слоев p  позволяет сделать следующие вы-

воды. Увеличение пористости p  межфазных слоев, эквивалентно уменьшению адге-

зии, приводит к уменьшению эффективных модулей k  ,  , 13 , 33 . При этом с 

ростом объемного содержания наполнителя 1с  модуль k   растет при произвольных 

значениях пористости p  межфазных слоев. В то же время модули  , 13 , 33  рас-

тут с ростом 1с  лишь в интервалах пористостей соответственно 0 0,97046p  , 

0 0,94115p  , 0 0,961713p  . Для более высоких значений пористости значения 

соответствующих модулей уменьшаются с ростом 1с . Однако поперечный модуль 

сдвига m  является исключением из отмеченных закономерностей, его значения не 

зависят от пористости p  межфазных слоев для всех 1с .  

Кривые зависимостей эффективных коэффициентов Пуассона *
21, *

31  от объем-

ного содержания наполнителя 1с  имеют соответственно монотонный и немонотонный 

характер. При этом они не зависят от пористости p  межфазных слоев.  

 

 
                   Рис. 3                                        Рис. 4                                          Рис. 5 
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Заключение. 
Создание КМ с определенными характеристиками жесткости и прочности путем 

соединения в монолит матрицы и системы армирующих элементов (наполнителя) 
наряду  с  выбором  компонентов  с  необходимыми  свойствами  требует  обеспечения 
надлежащего сцепления на границе их раздела, обеспечивающего нагружение напол-
нителя посредством передачи напряжений через матрицу. Идеальное сцепление или 
совершенный контакт компонентов на границе раздела описывается непрерывностью 
перемещений и поверхностных напряжений. В действительности при контакте двух 
различных веществ, имеющих разную атомно-молекулярную структуру и  разную  
природу внутренней связи, происходит искажение их структуры в некоторой пере-
ходной зоне. Кроме этого, свой вклад в размеры переходной зоны вносят аппретиру-
ющие покрытия, вносимые для усилия сцепления компонентов, а также возможные 
образования микротрещин и микропор в процессе изготовления и эксплуатации КМ. 
Это свидетельствует о том, что контактирующие компоненты в КМ разделены не по-
верхностью, а некоторым межфазным слоем с дефектами в виде макротрещин и мик-
ропор, который можно рассматривать как третий компонент (фазу). При этом на по-
верхностях раздела межфазных слоев с матрицей и наполнителем выполняются усло-
вия совершенного контакта в виде непрерывности перемещений и поверхностных 
напряжений. В случае стохастически неоднородного КМ слоистой структуры с про-
извольным числом компонентов модули упругости зависят от одной координаты. При 
однородных микронапряжениях и макродеформациях флуктуации перемещений, 
напряжения и деформации также будут функциями одной переменной. В этом случае 
задача о напряженно-деформированном состоянии и эффективных свойствах КМ 
имеет точное аналитическое решение, на основе чего исследована зависимость эф-
фективных модулей упругости от объемного содержания наполнителя и  пористости  
межфазного слоя.  

Р Е З Ю М Е . Розглянуто задачу про ефективні пружні властивості шаруватого композитного 
матеріалу з недосконалими умовами контакту шарів наповнювача і матриці у вигляді наявності між-
фазних пористих шарів, які розглядаються як третій компонент. На площинах розділу міжфазного 
шару з шарами наповнювача і матриці виконуються умови досконалого контакту у вигляді неперерв-
ності переміщень і поверхневих напружень. В основу покладено стохастичні рівняння пружності для 
структурно неоднорідного матеріалу, де тензор модулів пружності є випадковою  функцією однієї  
координати і задача про ефективні пружні властивості має точний розв’язок. Досліджено залежність 
ефективних модулів пружності від об’ємного вмісту наповнювача і пористості міжфазних шарів. 
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