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ВИЗНАЧЕННЯ ЗАЛИШКОВИХ НАПРУЖЕНЬ 
В ЦИЛІНДРІ З ТОНКИМ БАГАТОШАРОВИМ ПОКРИВОМ  
 

Запропоновано аналітичну модель для прогнозування залишкових напружень 
в циліндричних тілах з багатошаровими тонкими покривами, яка ґрунту-
ється на застосуванні узагальнених граничних умов. На основі отриманого 
замкненого аналітичного розв’язку одновимірної задачі пружності для су-
цільного циліндра з багатошаровим покривом оцінено вплив геометричних і 
фізико-механічних характеристик покриву та підкладки, а також умов 
закріплення торців циліндра на залишковий напружений стан системи ци-
ліндр – багатошаровий покрив при її остиганні.  

 
Вступ. Залишкові напруження в покривах, які виникають при їх нане-

сенні, суттєво впливають на міцність і надійність елементів конструкцій з 
покривами. Тому для оцінки цього фактора необхідно визначити рівень, 
знак і характер їх розподілу.  

Температурні залишкові напруження в тілах з багатошаровими покри-
вами переважно досліджували для тіл плоскої геометрії, де з використан-
ням гіпотези плоских перерізів вдалося отримати відносно прості аналітичні 
вирази, зручні у практичному використанні [5, 13, 15, 19, 21, 23].  

Для неплоских зразків кількість досліджень значно менша, що пов’я-
зано з ускладненням відповідних задач. Переважно автори обмежувались 
системами з одно-, дво- та тришаровими покривами [3, 11, 12, 14, 16, 17]. 
Наведено [14, 18, 20, 22] алгоритм розрахунку відповідної задачі для цилін-
дра з багатошаровим покривом, який зводиться до розв’язування системи 
лінійних рівнянь і не дає можливості апріорно оцінити вплив вхідних пара-
метрів на рівень і знак залишкових напружень. Записано [1, 2, 4, 7] роз-
в’язки статичної задачі термопружності для багатошарового циліндра у 
загальному випадку, застосовні для конкретних числових розрахунків. 

Нижче на основі отриманих узагальнених граничних умов механічного 
спряження тіл з багатошаровими покривами [9] записано аналітичний роз-
в’язок статичної задачі пружності для циліндра з багатошаровим покривом 
і досліджено залишковий напружений стан покриву залежно від умов за-
кріплення торців циліндра.  

Формулювання і розв’язування задачі пружності з узагальненою 
граничною умовою. Розглянемо напружено-деформований стан довгого су-
цільного кругового циліндра радіуса R  з n-шаровим покривом товщиною 
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n

i
i

h h
=

= ∑  під дією поля дисторсій 0
pqe , несумісність якого призводить до ви-

никнення залишкових напружень. 

Подамо компоненти pqe  тензора повної деформації у циліндричній сис-

темі координат ( , ,r zθ ) у вигляді [6] 

0 s
pq pq pqe e e= + ,     , , ,p q r z= θ , (1) 

де s
pqe  – компоненти тензора пружних деформацій, що пов’язані з компо-

нентами тензора залишкових напружень співвідношеннями закону Гука 

1
(1 )s

pq pq pq kke
E

 = + ν σ − νδ σ  , (2) 

де E  – модуль Юнґа; ν  – коефіцієнт Пуассона; pqδ  – символ Кронекера; 

kkσ  – сума нормальних напружень. 
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Вважаємо, що поле дисторсій описується кульовим тензором  
0 0 0 0 ( )rr zze e e e rθθ= = = , 0 0 0 0r rz ze e eθ θ= = = . (3) 

Надалі індексами i  та T  позначатимемо величини, що стосуються від-
повідно i -го шару покриву та тіла. 

Тоді розв’язок для напружень в циліндрі 0 r R≤ ≤  можна подати у 
вигляді [8]  

( )T 0T
T2 2

T 0

( ) d
(1 )

r

rr
Eb

r a e
r r

σ = + − ξ ξ ξ
− ν ∫ , (4) 
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1(1 )

rE E e rb
r a e

r r
θθσ = − + ξ ξ ξ −

− ν− ν ∫  (5) 

а узагальнену граничну умову механічного спряження тіла з середовищем 
– у вигляді [9] (якщо у відповідних виразах замінити температурну дефор-
мацію на 0e )  
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Розглядатимемо два випадки: 
(i) вільні кінці циліндра:  

1

0

0
R

zzrdr RNσ + =∫ , (7.1) 

(ii) кінці циліндра фіксовані від осьових переміщень: 

0zze ≡ . (7.2) 

З урахуванням неперервності тангенціальних деформацій на поверхні 
поділу тіло–покрив осьове зусилля 1N  в оболонці, якою моделюємо покрив, 
можна подати у вигляді [9, 10] 

T T T
1 11 12 2( ) ( ) ( )zz e rrN G e R G e R N C Rθθ= + − + σ , (8) 

де 
3 3 4 4

1 1
2 2 3
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i i i i i

i
ii

C h
h h

− −

=

 ν γ − γ γ − γ
= − +  − ν  

∑ , i ir Rγ = − . 

Враховуючи умову T

0
rr

r =
σ ≠ ∞ , спiввiдношення (1)–(3) для тіла, уза-

гальнену граничну умову (6), умову (7.1) та співвідношення (8) для випадку 
(i), умову (7.2) для випадку (ii), знаходимо наближений розв’язок задачі для 
циліндра 0 r R≤ ≤ : 

( ) ( )T 0 0T
1 1 1 1 T T 1

T

( ) ( ) ( )
2 1rr zz e

E
r Z G e Z Y e R e r Z Nσ = + − +

− ν
% %% % , (9) 

( )T 0 0 0T
1 1 1 1 T T T 1

T

( ) ( ) ( ) 2 ( )
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E
r Z G e Z Y e R e r e r Z Nθθσ = + + − +

− ν
% %% % , (10) 
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( ) ( )T 0 0T
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T

( ) 2 ( ) ( ) 2
1zz zz e

E
r Z G E e Z Y e R e r Z Nσ = ν + + ν − + ν
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% %% , (11) 

де для випадку (i) 
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Тут  
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Підставляючи вирази (9)–(11) у формули відновлення [9], знаходимо 
напруження в i-му шарі покриву 1i ir r r− ≤ ≤ : 
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Залишкові напруження при охолодженні покриву. Проаналізуємо си-

туацію, коли підкладка з нанесеним покривом остигає. Тоді 0
k ke t= α , де kα  

– коефіцієнт лінійного температурного розширення (КЛТР) матеріалу 

{ } { }T 1,2, ...,k n∈ U , t  – зміна температури за рівномірного охолодження 

системи тіло–багатошаровий покрив. 

Загальний випадок. Тоді формули (9)–(12), (14), (15) матимуть вигляд 
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де для вільних торців (i) 
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Врахувавши (13), подамо формули (19) і (20) у вигляді  
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Сталий коефіцієнт Пуассона: 

Tiν = ν = ν   при 1,i n= . (24) 

Тоді формули (16)–(18), (21)–(23) матимуть вигляд 
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З формули (25) випливає, що знак залишкових радіальних напружень 

на поверхні поділу циліндр–покрив T 1( ) ( )rr rr rrR Rσ = σ = σ%  не залежить від 
коефіцієнта Пуассона і способу закріплення торців циліндра. 

Причому, коли КЛТР кожного з шарів покриву більший, ніж підкладки 

Tiα > α  для 1,i n= ,  (31) 

ці напруження завжди стискальні, а коли менший – 

Tiα < α  для 1,i n=  (32) 

– завжди розтягальні.  
Слід зауважити, що коли не для всіх шарів покриву виконується одна 

з умов (31) або (32), то знак цих напружень визначатиме ефективна вели-

чина ( )T
1

n

i i i
i

E h
=

α − α∑ , тобто на нього впливатиме і жорсткість кожного 

окремого шару покриву. 

Зі збільшенням температурної зміни t , модуля Юнґа підкладки TE , 

зменшенням радіуса циліндра R напруження rrσ%  зростають за абсолютним 
значенням. Те саме відбувається за виконання однієї з умов (31) або (32) зі 

збільшенням різниці КЛТР Tiα − α . 

Можна зауважити, що збільшення модуля Юнґа jE  і товщини jh  шару 

покриву з найбільшим КЛТР за виконання умови (31) і шару покриву з 
найменшим КЛТР за виконання умови (32) призводить також до зростання 
за абсолютним значенням радіальних напружень rrσ% . 

Так само для цього випадку з формули (28) випливає, що знак колових 

напружень в i-му шарі покриву i
θθσ  не залежить від способу закріплення 

торців циліндра і в основному визначається знаком величини Tiα − α . Зі 
збільшенням температурної зміни t  ці напруження зростають за абсолют-

ним значенням.  
Слід зазначити, що через відмінність знака величини Tkα − α  у від-

хиленні КЛТР у k-му шарі покриву від знака відхилення КЛТР в i-му шарі 

Tiα − α  колові напруження у i-му шарі збільшуються за абсолютним зна-
ченням.  
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За виконання умови  

( ) ( )α − α α − α <T T 0k i    1, ;  k n k i= ≠  (33) 

зі збільшенням модуля Юнґа i-го шару iE , різниці КЛТР Tiα − α , змен-

шенням товщини i-го шару ih  ці напруження збільшуються за абсолютним 
значенням. 

З цієї ж формули (28) випливає, що жорсткістні властивості інших 
шарів покриву менше впливають на напруження в цьому шарі. Зі змен-
шенням товщини покриву колові напруження прямують до граничного зна-

чення ( )T1
i i

i
E t

θθσ = α − α
− ν

% . 

Закріплені торці циліндра. Тут формули (16), (17), (21), (22) матимуть 
вигляд 
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σ = − α − ν α + β α − α  − ν + ν − ν + ν   

∑T 1 T
T T

1

1 1
( ) ( )

1 1 1 1

n
i z k ki
zz i i i k

i i k kk

E hE t Z t
r r

R
. (37) 

З (34) випливає, що при  

T
T

1

1i
i

+ ν
α > α

+ ν
 для 1,i n=   (38) 

напруження rrσ%  стискальні, а при  

T
T

1

1i
i

+ ν
α < α

+ ν
 для 1,i n=   (39) 

– розтягальні.  
Якщо не для всіх шарів покриву виконується одна з умов (38) або (39), 

знак напружень rrσ%  визначатиме ефективна величина 

T
T

1

1

1

n

i i i
ii

E h
=

 + ν
α − α + ν 

∑ . 

Як і в попередньому випадку, зі збільшенням температурної зміни t , 

модуля Юнґа підкладки TE , зменшенням радіуса циліндра R напруження 

rrσ%  збільшуються за абсолютним значенням. За виконання однієї з умов 

(38) або (39) зі збільшенням різниці 
+ ν

α − α
+ ν

T
T

1

1i
i

 вони також зростають 

за абсолютним значенням.  
З формул (36), (37) випливає, що колові та осьові напруження в i-му 

шарі покриву збільшуються із підвищенням температурної зміни t . Знак 
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колових напружень, в основному, визначає знак величини 
+ ν

α − α
+ ν

T
T

1

1i
i

, а 

осьових – знак 
+ ν

α − ν α
+ ν

T
T

1

1i i
i

.  

За виконання умови  

T T
T T

1 1
0

1 1k i
k i

   + ν + ν
α − α α − α <   + ν + ν  

   1, ;  k n k i= ≠  (40) 

зі збільшенням модуля Юнґа i-го шару iE , різниці T
T

1

1i
i

+ ν
α − α

+ ν
, 

зменшенням товщини i-го шару ih  колові напруження i
θθσ  збільшуються 

за абсолютним значенням. 

Виконання умови  

T T
T T

1 1
0

1 1k i i
k i

   + ν + ν
α − α α − ν α <   + ν + ν  

,   = 1,k n  (41) 

забезпечує збільшення осьових напружень i
zzσ  за абсолютним значенням з 

ростом модуля Юнґа i-го шару iE  та різниці T
T

1

1i i
i

+ ν
α − ν α

+ ν
.  

Якщо виконується умова (41) для {1, ..., 1} { 1, ..., }k i i n∈ − ∪ +  та  

T T
T T

1 1
0

1 1i i i
i i

   + ν + ν
α − α α − ν α >   + ν + ν   

,     (42) 

то зі зменшенням товщини i-го шару ih  осьові напруження 
збільшуватимуться за абсолютним значенням.  

З (36) і (37) випливає, що жорсткістні властивості інших шарів слабше 
впливають на колові та осьові напруження в цьому шарі.  

Зі зменшенням товщини покриву колові напруження прямують до 

граничного значення T
T

1

1 1
i i

i
i i

E t
θθ

 + ν
σ = α − α − ν + ν 
% , а осьові – до 

T
T

1

1 1
i i
zz i i

i i

E t  + ν
σ = ν α − α − ν + ν 
% . 

Вільні торці циліндра. Тут знак і рівень радіальних напружень на 
поверхні поділу циліндр–покрив (формули (16) і (18)), колових та осьових 
напружень в i-му шарі покриву (формули (21) і (22)) залежать від усього 
комплексу геометричних і термомеханічних параметрів підкладки і шарів 
покриву.  

Зі збільшенням температурної зміни t , модуля Юнґа підкладки TE , 
зменшенням радіуса циліндра R напруження rrσ%  зростають за абсолютним 
значенням.  

Зі зменшенням товщини покриву колові і осьові напруження прямують 

до граничного значення ( )T1
i i

i
i

E t
σ = α − α

− ν
% .  

Висновки. На основі аналітичного розв’язку статичної задачі пружнос-
ті для циліндра з тонким багатошаровим покривом, отриманого із застосу-
ванням узагальнених граничних умов, проаналізовано вплив геометричних і 
фізико-механічних характеристик покриву і підкладки, а також умов за-
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кріплення торців циліндра на залишковий напружений стан системи тіло–
багатошаровий покрив. Виявлено умови, за яких можуть виникати небез-
печні радіальні, колові та осьові напруження. Отриманий замкнений ана-
літичний розв’язок є відносно простим і зручним для практичного викорис-
тання. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОСТАТОЧНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ 
В ЦИЛИНДРЕ С ТОНКИМ МНОГОСЛОЙНЫМ ПОКРЫТИЕМ 
 
Предложена аналитическая модель для прогнозирования остаточных напряжений 
в цилиндрических телах с многослойными тонкими покрытиями, основываю-
щаяся на применении обобщенных граничных условий. На основе полученного 
замкнутого аналитического решения одномерной задачи упругости для сплошного 
цилиндра с многослойным покрытием проанализировано влияние геометрических 
и физико-механических характеристик покрытия и подложки, а также условий 
закрепления торцов цилиндра на остаточное напряженное состояние системы 
цилиндр–многослойное покрытие при ее остывании.  

 
 
DETERMINATION OF RESIDUAL STRESSES IN CYLINDER WITH THIN MULTILAYER COATING 
 
The analytical model for prediction of residual stresses in cylindrical bodies with thin 
multilayer coatings based on the use of the generalized boundary conditions has been 
suggested. On the basis of the obtained closed analytical solution of the one-dimensional 
elasticity problem for a solid cylinder with a multilayer coating, the analysis of the 
influence of geometrical and physico-mechanical properties of the coating and 
substrate, as well as conditions of fixing of cylinder ends, on residual stress state of 
cylinder – multilayer coating system under its cooling has been performed. 
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