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НАПІВСПАДКОВІ КВАЗІ-ЕВКЛІДОВІ КІЛЬЦЯ 
 

Доведено, що праве напівспадкове квазі-евклідове дуо-кільце є кільцем Безу і 
для всіх натуральних 2n ≥ , ( ) ( )n nGL R GE R= . Також доведено, що кому-

тативне квазі-евклідове кільце стабільного рангу 2 є кільцем Безу і для всіх 
натуральних 2n ≥ , ( ) ( )n nE R SL R= . 

 
 Всі розглядувані нижче кільця є асоціативними з відмінною від нуля 
одиницею. Через ( )U R  позначимо групу оборотних елементів кільця ,R  а 

через ( )nGL R  – групу всіх оборотних матриць порядку n  з елементами 

кільця R . Під ( )nUT R  розумітимемо групу нижніх унітрикутних матриць 

порядку n  над кільцем R , тобто матриць, в яких 1iia =  і 0ija = , де i j< , 

для 1,2, , .i n=   
Під елементарними матрицями [5] з елементами кільця R розуміємо 

квадратні матриці таких трьох типів: які отримують з одиничної перестав-
лянням рядків чи стовпців; діагональні з оборотними елементами на голов-
ній діагоналі; відмінні від одиничної деяким ненульовим елементом поза 
головною діагоналлю. Групу всіх елементарних матриць порядку n  з еле-
ментами з кільця R  позначатимемо ( )nGE R  [4], а через ( )nE R  – групу 

елементарних ( )n n× -матриць третьго типу [6]. 

Правим (лівим) кільцем Безу називають кільце, в якому довільний 
скінченно породжений правий (лівий) ідеал є головним. Кільце Безу – це 
кільце, яке є правим і лівим кільцем Безу. Кільце R  називають правим 
кільцем Ерміта, якщо для довільних елементів ,a b R∈  існують такі еле-

мент d R∈  і матриця 2( )Q GL R∈ , що ( , ) ( ,0)a b Q d= . Правим (лівим) дуо-
кільцем називають кільце, в якому кожний правий (лівий) ідеал є двобіч-
ний. Кільце називають дуо-кільцем, якщо воно є лівим і правим дуо-кіль-
цем одночасно. Кільце R назвемо правим (лівим) напівспадковим, якщо 
довільний скінченно породжений правий (лівий) ідеал R  є проективним. 
Кільце називають напівспадковим, якщо воно є лівим і правим напівспад-
ковим кільцем. Кільце R  називають правим елементарно головним, якщо 
для довільних елементів ,a b R∈  існують такі елемент d R∈  і матриця 

2( )Q GE R∈ , що ( , ) ( ,0)a b Q d= . 

Кільце R  назвемо кільцем стабільного рангу 2, якщо для таких 
довільних , ,a b c R∈ , що aR bR cR R+ + = , виконується співвідношення 
( ) ( )a cx R b cy R R+ + + =  для деяких елементів ,x y R∈  [3]. Якщо на кільці 

R  заданий правий квазі-алгоритм, тобто задана така функція : R R Wϕ × → , 

де W  – ординал, що для довільних , , 0a b R b∈ ≠ , існують такі ,q r R∈ , що 

a bq r= +  і ( , ) ( , )b r a bϕ < ϕ , то кільце R  називають правим квазі-евклідовим.  

Твердження. Нехай R  – праве квазі-евклідове кільце, тоді R  – праве 
кільце Безу. 

Доводиться аналогічно до теореми 2 в [4]. 
 
Теорема 1. Нехай R  – напівспадкове дуо-кільце. Тоді еквівалентними є 

такі твердження: 
1) R  – праве квазі-евклідове кільце; 
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2) R  – праве кільце Безу і 2 2( ) ( )GL R GE R= ; 

3) R  – праве кільце Безу і для всіх натуральних 2n ≥ , 
( ) ( )n nGL R GE R= . 

Д о в е д е н н я .  3) 2)⇒  Очевидно.  
2) 1)⇒  Оскільки R  – праве напівспадкове дуо-кільце Безу, то R праве 

кільце Ерміта [1]. Отже, з того, що R  праве кільце Ерміта випливає, що 
існує така оборотна матриця Q , що виконується рівність 

  ( , ) ( ,0).a b Q d=  
Оскільки 2 2( ) ( )GL R GE R= , то R  є елементарно головним, а отже, і квазі-
евклідовим [4].  

1) 3)⇒  За вказаним твердженням, квазі-евклідове кільце є кільцем 
Безу. Тому для доведення досить показати, що для всіх натуральних 2n ≥  
будь-яка матриця з ( ) ( )n nGL R GE R= . Отже, нехай R  – праве напівспадкове 

квазі-евклідове дуо-кільце. Візьмемо довільну оборотну матрицю A  вигляду 

  
11 1

1

( ).
n

n

n nn

a a
A GL R

a a

 
 = ∈
 
 



  


 

Тоді 
  11 12 1 .na R a R a R R+ + + =   
 Оскільки R  – праве напівспадкове квазі-евклідове кільце, то для еле-
ментів 11a  і 12a  існує скінченний правий ланцюг подільності. За допомогою 

елементарних перетворень стовпців замінимо елемент 11a  на останню, від-

мінну від нуля, остачу (позначимо її 1∂ ) в ланцюзі подільності для елемен-

тів 11, 12a a . Тоді перший рядок матриці A  набуде вигляду  1 13 1( ,0, , , ).na a∂   

 Тепер замінимо елемент 1∂ на останню, відмінну від нуля, праву остачу 

в ланцюзі подільності для елементів 1 13,a∂  і так далі. 

 У підсумку отримаємо, що першим рядком матриці A  буде рядок  
(1,0, ,0)  і за допомогою елементарних перетворень стовпців зведемо її до 
вигляду 
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Тепер елементарними перетвореннями рядків, тобто домноженням 

зліва на відповідні елементарні матриці, матрицю 'A зведемо до вигляду 
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 Зауважимо, що '
1( )nA GL R−∈ . Над матрицею ''A здійснимо перетво-

рення, анологічні виконаним вище, і так далі. Очевидно, що цей процес є 
скінченний. У результаті матрицю A  за допомогою елементарних пертво-
рень звели до одиничної, що й потрібно довести.  
 Отже, ( ) ( )n nGL R GE R= . 

Теорему доведено. 

Для комутативних кілець правильне таке твердження. 
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Наслідок 1. Нехай R  – напівспадкове комутативне кільце. Тоді еквіва-
лентними є такі твердження: 

1) R  – квазі-евклідове кільце; 
2) R  – кільце Безу і 2 2( ) ( )GL R GE R= ; 

3) R  – кільце Безу і для всіх натуральних 2n ≥ , ( ) ( )n nGL R GE R= . 

 Лема 1. Будь-яка матриця з ( )nUT R належить ( )nE R . 

 Д о в е д е н н я .  Для цього достатньо зауважити, що для довільної ма-
триці ( )nM UT R∈  виконується рівність 

  
1

1 1

( ( )) ,
n n

n ij n
j i j

M E a I
−

= = +

⋅ − =∏ ∏  

де 1( ), ( ( ))n nE a E a −  належить ( ).nE R  

Лему доведено. 

 Лема 2. Будь-яка діагональна матриця з ( )nSL R  належить ( )nE R . 

 Д о в е д е н н я .  Легко бачити, що  
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Тому матрицю 1( , , )ndiag a a  множенням на матриці третього типу, 

тобто на перетині i  рядка та j  стовпця стоїть елемент a  ( ( )ij
nE a ), зводимо 

до вигляду 1 2( ,1, ,1)n ndiag a a a I× × × =  . А оскільки ( )ij
nE a  належить 

( )nE R , то лему доведено.  

 
Теорема 2. Нехай R  – комутативне кільце стабільного рангу 2. Тоді 

еквівалентними є такі твердження: 
1) R  – квазі-евклідове кільце; 
2) R  – кільце Безу і 2 2( ) ( )E R SL R= ; 

3) R  – кільце Безу і для всіх натуральних 2n ≥ , ( ) ( )n nE R SL R= . 

Д о в е д е н н я .  3) 2)⇒  Очевидно.  
2) 1)⇒  Оскільки R  – комутативне кільце Безу стабільного рангу 2, то 

R  – кільце Ерміта [2]. Тоді, оскільки стабільний ранг ермітового кільця не 
перевищує 2, то існують такі елементи ,x y R∈ , що 

  0 0( ) ( ) .a cx R b cy R R+ + + =  
 Звідси 

  0 0( ) ( ) 1a cx t b cy s+ + + =  

для деяких ,t s R∈ . Очевидно, що матриця 

  0 0a cx b cy
P

s t
+ + =  − 

 

є унімодулярною і такою, що  

  ( ,0) ( , ).d P a b=  
Тоді 

  1( , ) ( ,0),a b P d− =  
де 1

2( )P SL R− ∈ . 

 Оскільки 2 2( ) ( )E R SL R= , то R є квазі-евклідовим кільцем. 
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 1) 3)⇒  Для доведення досить показати, що для всіх натуральних 

2n ≥  будь-яка матриця з ( )nSL R  належить ( )nE R . З квазі-евклідовості 

кільця R  випливає, що кільце R є правим кільцем Ерміта. Тому обмежи-
мось розглядом нижньотрикутних матриць. 
 Оскільки  
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то доведення випливає з двох попередніх лем. 
Теорему доведено. 

Наслідок 2. Нехай R  – комутативне кільце. Тоді еквівалентними є такі 
твердження: 

1) R  – квазі-евклідове кільце; 
2) R  – кільце Ерміта і 2 2( ) ( )E R SL R= ; 

3) R  – кільце Ерміта і  для всіх натуральних 2n ≥ , ( ) ( )n nE R SL R= . 
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ПОЛУНАСЛЕДСТВЕННЫЕ КВАЗИ-ЭВКЛИДОВЫЕ КОЛЬЦА 

Доказано, что правое полунаследственное квази-эвклидовое кольцо является коль-
цом Безу и для всех натуральных 2n ≥ , ( ) ( )n nGL R GE R= . Также доказано, что 

коммутативное квази-эвклидовое кольцо является кольцом Безу и для всех нату-
ральных 2n ≥ , ( ) ( )n nE R SL R= . 

 
 
SEMIHEREDITARY QUASI-EUCLIDEAN RINGS 

We prove that a right semihereditary quasi-euclidean duo-rings is a Bezout rings and 
( ) ( )n nGL R GE R=  for every positive integer 2n ≥ . We prove that a commutative quasi-

euclidean ring of stable range 2 is a Bezout ring and ( ) ( )n nE R SL R=  for every 

positive integer 2n ≥ . 
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