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В. П. Щедрик  
 
ЗНАЧЕННЯ МАТРИЦІ НА СИСТЕМІ КОРЕНІВ ДІАГОНАЛЬНИХ ЕЛЕМЕНТІВ 
МАТРИЦІ ТА ЇЇ ВЛАСТИВОСТІ 
 

Досліджено властивості значення матриці на системі коренів діагональних 
елементів матриці. Отримані результати використано для регуляризації 
поліноміальних матриць. 

 

У 1980 р. П. С. Казімірський [4] виділив регулярний множник з матрич-

ного полінома. Дещо пізніше цю задачу розв’язали в термінах інваріантних 

підпросторів та жорданових ланцюгів [6, 5]. Одним із основних інструментів 

досліджень П. С. Казімірського було поняття значення матриці на системі 

коренів многочлена [3]. У цій праці на основі результатів П. С. Казімірського 

введено поняття значення матриці на системі коренів діагональних елемен-

тів матриці. Отримані результати використано для встановлення необхід-

них та достатніх умов регуляризації матриць. 

 Нехай        1 2
1 1( ) ( ) ( ) ( ) rk k k

rx x x x  – унітальний поліном над 

алгебрично замкненим полем F  характеристики нуль і ( )G x  – матриця над 

[ ].F x  

 Означення 1 [4]. Значенням матриці ( )G x  на системі коренів полінома 

( )x  називають числовою матрицею:  
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 1, 2, , ,i r  де ( )( )jG x  – похідна j -го порядку матриці ( ).G x  

Нехай ( )G x  – n m  матриця, ( )i xg  – її i -й рядок,  1, 2, ,i n  і  

        1 2( ) diag( ( ), ( ), , ( )), ( ) 0,n ix x x x x   1, 2, , ,i n  

де  ( )i x  – унітальні поліноми над [ ].F x  

 Означення 2. Значенням матриці ( )G x  на системі коренів діагональних 

елементів матриці ( )x  називають числову матрицю  
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де блок ( )( )
k x kMg  відсутній, якщо  ( ) 1.k x  

 Без особливих труднощів доводять такі властивості. 

 Властивість 1. Якщо L  матриця над ,F  то 

  ( ) ( )( ) ( ) .G x L G xM M L  

 Властивість 2. Виконується рівність 

     
1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ).G x G x G x G xM M M  
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 Властивість 3. Для того, щоб  ( )( )G xM 0 , необхідно та достатньо, 

щоб  ( ) ( ) ( ).G x x Q x  

Нехай ( )A x  – неособлива n n  матриця над [ ]F x . Для неї існують такі 

оборотні матриці ( )P x  та ( ),Q x  що  

        1 2( ) ( ) ( ) diag( ( ), ( ), , ( )) ( ),nP x A x Q x x x x x  (1) 

де   1( ) | ( )i ix x ,  1, 2, , 1.i n  Матрицю ( )x  називають формою Сміта 

матриці ( )A x , а матриці ( )P x  та ( )Q x  – лівою та правою 

перетворювальними матрицями матриці ( )A x . Позначимо через AP  

множину оборотних матриць ( )P x , які задовольняють рівність (1). Згідно з 

[1] множина  ( )A P xP G , де ( )P x  – довільна фіксована матриця з рівності 

(1), а  

       1 1( ) ( [ ])  |     ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( [ ])n nH x GL F x H x x x H x H x GL F xG  

– група Зеліска, що складається з усіх оборотних матриць вигляду 












  

  

11 12 1, 1 1

2
21 22 2, 1 2

1

1 2 , 1
1 2 1

...

...

.
... ... ... ... ...

...

n n

n n

n n n
n n n n nn

n

h h h h

h h h h

h h h h

 

 Подальші дослідження стосуються властивостей значення матриці 

( )G x  на системі коренів діагональних елементів матриці ( )x  та групи 

Зеліска G . 

Нехай  

        1 2diag(( ) , ( ) , , ( ) )nss sx x x  (2) 

– матриця над [ ]F x , причому    10, , 1, 2, , 1.i i is s s i n  Нехай  

                    
1 1 1 2 1 11 2 1 2 1 2, , , ,

p p pns s s s s s s s s s  

де     
1 2

.
p

s s s  Виберемо в групі 


G  довільну матрицю 


1

( ) ( ) .
n

ijH x h x  Розіб’ємо її на блоки, щоб діагональними були блоки 
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Лема 1.   det ( ) 0, 1, 2, , .iiH i p  

 Доведення .  Зваживши на вигляд елементів матриці ( )H x , отри-

муємо, що  



Значення матриці на системі коренів діагональних елементів матриці та її властивості 189 

  

 
 



11

22

( )

( )
( ) .

( )pp

H

H
H

H

0

0 0

 

Отже,     11 22det ( ) ( ) ( ) ( ).ppH H H H  Оскільки матриця ( )H x  оборотна, то 

 det ( ) 0.H  Таким чином,    11 22( ) ( ) ( ) 0,ppH H H  що і потрібно довести. 

 Лема 2. Нехай ( )D x  – n m  матриця над [ ]F x  і 


( ) .H x G  Тоді 

існує така оборотна матриця F , що    ( ) ( ) ( )( ) ( ),H x D x D xM FM  причому 

     1 2
11 22det ( ) ( ) ( ) .p

ss s
ppF H H H  

 Доведення .  Маємо: 
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де ( )ih x  – i -й рядок матриці ( )H x . Застосуваши до похідної добутку двох 

поліноміальних матриць формулу Лейбніца, отримаємо: 
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 1, 2, , .i n  Отже,  
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Зваживши на структуру елементів матриці ( )H x , що стоять під її головною 

діагоналлю, бачимо, що матриця R  містить нульові стовпці. Викресливши 

їх, отримаємо деяку матрицю .L  Викреслимо в матриці ( )
( )[ ]ns

D xM  ті ряд-

ки, що відповідають викресленим стовпцям матриці R . Отриману матрицю, 

переставляючи рядки, зведемо до матриці ( )( ).D xM  Таким чином, рів-

ність (3) рівносильна рівності    ( ) ( ) ( )( ) ( ),H x D x D xM LTM  де T  – матриця 

перестановок. У свою чергу для матриці L  існують такі матриці переста-

новок , ,M N  що у матриці 1L MLN  першими 1
s  діагональними блоками 

є матриці 11( ),H  наступними 2
s  – матриці 22( ),H  і т.д., останніми p

s  – 

матриці ( ).ppH  При цьому структура матриці 1L MLN  така, що 

     1 2
1 11 22det ( ) ( ) ( ) .p

ss s
ppL H H H  

Оскільки   1
1 ( ) ,L MLN M LT T N  то   1 1

1 .LT M L N T F  Зауваживши, що 

матриці перестановок , ,M N T  мають визначники 1,  отримуємо, що і 

     1 2
11 22det ( ) ( ) ( ) .p

ss s
ppF H H H  

Згідно з лемою 1 det 0.F  Лему доведено. 

Розглянемо загальний випадок. Нехай 

      1 2( ) diag( ( ), ( ), , ( ))nx x x x  – неособлива матриця з унітальними 

поліномами на головній діагоналі, в якій   1( ) | ( ),i ix x  

       1 2
1 2det ( ) ( ) ( ) ( ) .qtt t

qx x x x  Тоді матрицю ( )x  можна 

записати у вигляді       
1 2

( ) ( ) ( ) ( ),
q

x x x x  де матриці  ( )
i

x  мають 

вигляд (2). 

 Властивість 4. Існує така оборотна матриця ,K  що 
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 Довед ення .  Легко переконатися, що перестановкою рядків матрицю 

( )( )G xM  зведемо до вигляду (4). Тобто K  – матриця перестановок. 

 Теорема 1. Нехай ( )D x  – n m  матриця над [ ]F x  і ( ) .H x G  Тоді 

існує така оборотна матриця ,N  що  

  ( ) ( ) ( )( ) ( ).H x D x D xM NM  

 Довед ення .  З властивості 4 випливає, що існує така оборотна ма-

триця ,T  що 
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На підставі леми 2 існують такі оборотні матриці  ,
i

L  що 

    ( ) ( ) ( )( ) ( ),
i i iH x D x D xM L M  

 1, 2, , .i q  Таким чином,  
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Зауваживши, що матриця N  оборотна, завершуємо доведення. 

 Наслідок 1. Якщо ( ) ,H x G  то 

  ( ) ( ) ( )rang ( ) rang ( ).H x D x D xM M  

 Наслідок 2. Якщо ( )H x G  і  ( )det ( ) 0,D xM  то і 

 ( ) ( )det ( ) 0.H x D xM  

Нехай ( )A x  – неособлива n n  матриця над [ ]F x , що записана у 

вигляді матричного полінома над F :  


   1
1 0( ) k k

k kA x A x A x A . 

Матрицю ( )A x  називають унітальною, якщо kA I  – одинична матриця. 

Говоритимемо , що матриця ( )A x  регуляризується справа, якщо існує така 

оборотна матриця ( )U x , що  


   1
1 0( ) ( ) s s

sA x U x Ix D x D . 

Як було вже зауважено, для матриці ( )A x  існують такі оборотні матриці 

( )P x  та ( )Q x , що виконується рівність (1). 

 Теорема 2. Для того, щоб матричний поліном ( )A x  регуляризувався 

справа, необхідно та достатньо, щоб  
1) degdet ( )A x ns ,  

2) рівняння  

    1 ( )( )
( ) ( )ss P x xP x Ix Ix I

M X M  (5) 

мало розв’язок. 
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 Довед ення .  Необхідність. Нехай існує така оборотна матриця ( )U x , 

що  

 
    1
1 0( ) ( ) ( ).s s

sA x U x Ix D x D K x  (6) 

Оскільки 


    1
1 0deg det( ( ) ( )) deg det( )s s

sA x U x Ix D x D ns  

і 

 deg det( ( ) ( )) deg det ( ) deg det ( )A x U x A x U x , 

де deg det ( ) 0,U x  то degdet ( )A x ns .  

 З рівностей (6) та (1) випливає, що 

 
     1 1
1 0( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ).s s

sP x A x U x P x Ix D x D x Q x U x  

На підставі властивості 3 


 1( ) ( ) ( )
( ) .

x Q x U x
M 0  

Тому  

 
  

 1
1 0( )( )

( ) .s s
sP x Ix D x D

M 0  (7) 

Використавши властивості 2, 1, отримаємо: 
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Врахувавши рівність (7), дістанемо: 





  1
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Це означає, що рівняння (5) має розв’язок. 

Для завершення доведення необхідності залишається показати, що 

умова 2) не залежить від вибору перетворювальної матриці ( ).P x  Нехай 

1( )P x  – інша ліва перетворювальна матриця матриці ( )A x . Це означає, що 

в групі G  існує така матриця ( ),H x  що 1( ) ( ) ( ).P x H x P x  Згідно з 

теоремою 1 існує така оборотна матриця ,N  що  

  ( ) ( ) ( )( ) ( ),H x D x D xM NM  

де ( )D x  – довільна n m  матриця. Тобто рівняння  
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   1
11 ( )( )

( ) ( )ss P x xP x Ix Ix I
M X M  

рівносильне рівнянню 

   1 ( )( )
( ) ( ),ss P x xP x Ix Ix I

NM X NM  

яке, в свою чергу, рівносильне розв’язному рівнянню (5). 

 Достатність. Нехай рівняння (5) розв’язне і 

1

0

sM

M

 – його розв’язок. 

Міркуючи зворотно, отримаємо:  


  

 1
1 0( )( )

( ) .s s
sP x Ix M x M

M 0  

Згідно з властивістю 3 

 
     1
1 0( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ).s s

sP x Ix M x M P x K x x T x  (8) 

Оскільки  

     

  

deg det ( ) deg det( ( ) ( )) deg det( ( ) ( ))

deg det ( ) deg det ( ),

ns x P x K x x T x

x T x
 

то deg det ( ) 0.T x  Зваживши на те, що матриця ( ) ( )P x K x  неособлива, отри-

муємо, що ( )T x  є оборотною матрицею.  

 Домноживши рівність (8) справа на оборотну матрицю 
  1 1( ) ( ) ( )L x T x Q x , отримаємо    1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).P x K x T x Q x x Q x  Тобто  

   1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).K x L x P x x Q x A x  

Оскільки  1( ) ( ) ( )A x L x K x  – унітальна матриця, то ( )A x  регуляризується 

справа.  

 Наслідок 3. Щоб матричний поліном ( )A x  регуляризувався справа, 

необхідно та достатньо, щоб  

1) degdet ( )A x ns ,  

2)   1( )
det ( ) 0sP x I Ix Ix

M . 

 Довед ення .  Необхідність умови 1) доведено в теоремі 2.  

Матричний поліном ( )A x  регуляризується справа єдиним чином. Це 

означає, що рівняння (5) має єдиний розв’язок. А це рівносильно виконанню 

умови 2). 

Зауваження. Інше доведення наслідку 3, яке опирається на результати 

П. С. Казімірського, можна знайти в праці [2]. 
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ЗНАЧЕНИЕ МАТРИЦЫ НА СИСТЕМЕ КОРНЕЙ ДИАГОНАЛЬНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ МАТРИЦЫ И 

ЕЕ СВОЙСТВА 

 

Исследованы свойства значения матрицы на системе корней диагональных 

элементов матрицы. Полученные результаты использованы для регуляризации 

полиномиальных матриц. 

 

 

THE VALUE OF MATRIX ON A SYSTEM OF ROOTS OF DIAGONAL ELEMENTS OF MATRIX AND 

ITS PROPERTIES 

 

We investigate properties of value of matrix on a system of roots of diagonal elements 

of matrix. The results are used for regularization of polynomial matrices. 
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