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ЗАДАЧА СТАЦІОНАРНОЇ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ ДЛЯ БІМАТЕРІАЛУ ЗА 
ТЕПЛОІЗОЛЯЦІЇ У ПАРАЛЕЛЬНІЙ ДО МІЖФАЗНОЇ ПОВЕРХНІ КРУГОВІЙ 
ОБЛАСТІ 

 
Побудовано функцію Ґріна задачі стаціонарної теплопровідності для куско-
во-однорідного тіла, складеного з двох ідеально контактуючих півпросторів, 
в одному з яких міститься паралельне до межі поділу теплонепроникне дис-
кове включення. При цьому використано гармонічний потенціал подвійного 
шару, густиною якого є диполі тепла. Записано двовимірне гіперсингулярне 
інтегральне рівняння для визначення густини диполів через тепловий потік 
заданого температурного поля. В осесиметричному випадку досліджено роз-
поділ температури на осі симетрії включення та її стрибки на ньому для 
різних відношень коефіцієнтів теплопровідності півпросторів та віддалі 
включення до межі їх поділу. 

 
У сучасних конструкціях широко використовують композитні матеріа-

ли і кусково-однорідні структури. Під час їх виготовлення та експлуатації 
на межі з’єднання різнорідних компонентів можуть виникати дефекти, зо-
крема тріщини, які зумовлюють високу концентрацію напружень і подаль-
ше міжфазне руйнування, особливо за одночасної дії силових і термічних 
навантажень. Багато елементів цих конструкцій працюють в умовах нерів-
номірного нагрівання, за якого виникають градієнти температури та неодна-
кове теплове розширення окремих частин, яке викликає температурні на-
пруження. Тонкі теплоактивні включення, на яких задано температуру або 
теплові потоки, зумовлюють локальне зростання в їх околі температурних 
градієнтів і напружень. 

Задачі про збурення теплового потоку в околі теплоізольованого вклю-
чення важливі у техніці та геофізиці. Таке включення є тепловим екраном, 
ідеальність теплового контакту між його поверхнями порушується, вони 
прогріваються нерівномірно, внаслідок чого з’являються дотичні напру-
ження. 

Під час дослідження напруженого стану тіла з теплоізольованими 
включеннями (тріщинами) проміжним етапом є визначення температурного 
поля за заданими на їх місці температурою або тепловим потоком. Загаль-
ний метод розв’язування просторових задач для безмежного тіла з плоски-
ми тріщинами, на поверхнях яких задано різні теплові та силові наванта-
ження, наведено у монографії [1]. З допомогою гармонічних потенціалів 
подвійного шару для теплоізольованих включень задачі зведено до розв’я-
зування двовимірних сингулярних інтегральних рівнянь. При цьому густи-
нами потенціалів є густини диполів тепла на місці розташування включень. 
Задачі стаціонарної теплопровідності та термопружності для безмежного 
тіла з круговими теплоізольованими включеннями (тріщинами) розв’язані у 
працях [4, 5, 7], а такі ж осесиметричні – у [2, 3, 6]. 

Детальний огляд публікацій з дослідження термонапруженого стану 
кусково-однорідних тіл з міжфазними тріщинами наведено у монографії [9]. 
Задачам термопружності для біматеріальних тіл з міжфазними теплоізо-
льованими круговими тріщинами присвячені праці [8, 10–14]. Нижче вивче-
но збурення стаціонарного температурного поля у складеному тілі з пара-
лельним до межі поділу матеріалів теплонепроникним дисковим включен-
ням. 

Формулювання задачі, побудова функції Ґріна. Розглянемо кусково-
однорідний простір, складений з двох півпросторів 1D  і 2D  з коефіцієнтами 

теплопровідності λ1  і λ2 , у верхньому з яких міститься паралельне до межі 
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поділу теплонепроникне дискове включення S  (див. рисунок). Введемо ци-
ліндричну систему координат з початком на межі поділу півпросторів і 
віссю Oz , перпендикулярною до неї.  

Температурне поле у тілі з включен-
ням подамо у вигляді 

( ) ( ) ( )= +0, , ,T r z t r z t r z , 

де ( )0 ,t r z  – температурне поле у тілі без 

включення; ( ),t r z  – температурне поле 

від збурення температури ( )0 ,t r z  вклю-

ченням. Граничну умову теплоізоляції на 
включенні запишемо 
так: 

( )∂
=

∂
,

0
T t z

z
 або 

( ) ( )∂ ∂
= −

∂ ∂
0, ,t r z t r z

z z
 на S .        (1) 

Побудуємо функцію Ґріна задачі теплопровідності. Для цього на віддалі 
h  від межі у верхньому півпросторі розмістимо диполь тепла сталої 
потужності γ , вісь якого спрямована по осі Oz . На межі поділу матеріалів 

= 0z  виконуються умови ідеального теплового контакту: 

 =1 2( , ) ( , )t r z t r z ,     
( ) ( )∂ ∂

λ = λ
∂ ∂

1 2
1 2

, ,t r z t r z

z z
,     якщо = 0z . (2) 

Розподіл температури у кожному з півпросторів задаємо у вигляді 

 
( ) κ +γ −= + π  

1
1 3 3

1 2

( , )
4 ( , ) ( , )

z hz ht r z
R r z R r z

,     
( )κ −γ=

π
2

2 3
1

( , )
4 ( , )

z h
t r z

R r z
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 ( )= + − 22
1( , )R r z r z h ,  ( )= + + 22

2( , )R r z r z h , 

де κ1  і κ2  знаходимо з граничних умов (2) 

 − κ = κ1 21 ,              + κ = λ κ*
1 21 .  

Звідси 

 − λκ = −
+ λ

*

1 *
1
1

,           κ =
+ λ2 *
2

1
,         

λ
λ =

λ
* 2

1
.  

При = 0z  для h , відмінного від нуля, спрямувавши λ → ∞2  ( λ = ∞* , 

κ =1 1, κ =2 0 ), за формулами (3) дістанемо півпростір з нульовою темпера-

турою на межі, а спрямувавши λ →2 0  (λ =* 0 , κ = −1 1 , κ =2 2 ), за цими ж 
співвідношеннями одержимо півпростір з теплоізольованою межею. 

Паралельне до межі поділу тіла включення. Наведені співвідношення 
для температури є відповідними функціями Ґріна, які можна використати 
під час визначення у біматеріальному тілі температурного поля, зумов-
леного нагрівом диполями тепла, розподіленими по області S , обмеженій 
гладким контуром. Для цього необхідно перенести диполь тепла в точку 

( )ξ ξ1 2, ,0  декартової системи координат з початком в області S  (див. рису-

нок). У формули для температури в декартовій системі координат слід під-
ставити 

= +2 2
1( , )R r z r z ,     ( )= + + 22

2( , ) 2R r z r z h ,  
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де ( ) ( ) = − ξ + − ξ 
1 22 2

1 1 2 2r x x . 

За відомою функцією Ґріна визначаємо температуру у верхньому та 
нижньому півпросторах, викликану розподіленими в області S  диполями 
тепла з густиною ( )γ ξ ξ1 2, : 

 ( ) ( ) ( ) ξ= γ ξ ξ∫∫* * * ;i i

S

t x t x d S ,   = 1,2i , (4) 

де ( )=*
1 2, ,x x x z , ( )= 1 2,x x x , ( )ξ = ξ ξ1 2, . 

Для визначення густини диполів ( )γ 1 2,x x  знайдемо похідну по z  від 

( )* *
1t x  і підставимо в граничну умову теплоізоляції (1). Тоді одержимо 

гіперсингулярне інтегральне рівняння  

 ( )
( ) ( )

( )ξ
 κ

γ ξ + = π ξ ξ  
∫∫ 1

3 3
1 2

1 1
4 , ,

S

d S q x
R x R x

,   (5) 

де ( )
( )

=

∂
= −λ

∂

*
0

1
0z

t x
q x

z
. 

Для кругової області рівняння (5) можна розв’язувати аналітично-
числовим методом [1]. Для цього його регуляризуємо, розбиваємо область S  
на граничні елементи за радіусом та кутом і задовольняємо рівняння у 
колокаційних точках усередині введених елементів, використовуючи кус-
ково-сталу апроксимацію шуканих функцій та різницеві схеми для її 
перших і других похідних. Так приходимо до системи лінійних алгебричних 
рівнянь.  

Осесиметричне температурне поле. Якщо густина теплових диполів 

( )γ ρ  не залежить від кутової координати, вираз для температури  ( )*
1 ,t r z  

(4) можна записати в циліндричній системі координат:  

 ( ) ( ) ( )
∞

−η −η += η η η + κ η∫ 2*
1 0 1

0

1( , ) sign
2

z z ht r z H J r ze e d , (6) 

 ( ) ( ) ( )η = ργ ρ ηρ ρ∫ 0

0

a

H J d , (7) 

де ( )0J u  – функція Бесселя. 

Візьмемо з виразу (6) похідну по z  і підставимо в граничну умову теп-
лоізоляції. Тоді інтегральне рівняння (5) набуде вигляду 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 1

0

1 1
2

∞
− ηη η η + κ η =∫ hH J r e d q r ,  

де  ( ) ( )
=

∂
= −λ

∂
0

1
0

,

z

t r z
q r

z
. 

Із виразу (6) видно, що при λ = λ1 2  ( κ =1 0 ) температура має розрив за 
переходу через шар: 

 
( )γ

± ∈± = 
 ∉

1
, ,( , 0) 2

0, .

r
r St r
r S

  

Якщо κ ≠1 0 , граничні значення температури на поверхнях включення від-
різняються. 
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Приклад. Нехай ( )γ ρ = − ρ21 , тоді із формули (7)  

 ( ) ( ) ( )−πη = ρ − ρ ηρ ρ = η η∫
1

2 3 2
0 3 2

0

1
2

H J d J .  

Підставивши цей вираз у формулу (6), отримаємо при = 0r : 

 ( ) ( )
∞ ∞

−η −η +− −π πκ
= η η η + η η η =∫ ∫ 21 2 1 1 2

1 3 2 3 2

0 0

sign
(0, )

2 2 2 2
z z hz

t z J e d J e d  

 
( ) ( )( ) ( )

 κ   = +   + + + ++ +  

1
2 222

sign 5 1 5 11,1, , 1,1, ,
2 216 1 1 26 1 2

z
F F

zz z hz h
. 

Якщо = ±0z , маємо: 

 ( )± = ± + κ1 16 3t f h , (8) 

де ( ) ( )
 =  + + 22

1 5 11,1, ,
2 1 41 4

f h F
hh

. 

У таблиці наведено значення функції ( )f h  для певних значень h . 

  h  0,25 0,5 0,75 1,0 2.0 5,0 10,0 

( )f h  1,339 0,644 0,354 0,218 0,060 0,010 0,003 

Із виразу (8) і таблиці випливає, що при κ >1 0  + −>1 1t t , а при  

κ <1 0  + −<1 1t t . Якщо > 5h , межа поділу матеріалів не впливає на темпе-

ратуру і вона буде така ж, як у безмежному тілі. 

Висновки. Одержано розв’язок осесиметричної задачі стаціонарної 
теплопровідності для безмежного тіла, складеного з двох ідеально контак-
туючих півпросторів з диполем тепла в одному з них. Наведені співвідно-
шення є функціями Ґріна, через які з використанням гармонічного потен-
ціалу подвійного шару записані вирази для температури і гіперсингулярне 
інтегральне рівняння для визначення густини диполів тепла на паралель-
ному до межі поділу півпросторів дисковому включенні за заданим на 
ньому тепловим потоком. Розв’язок задачі можна застосувати під час дослі-
дження збурення теплонепроникним включенням заданої у біматеріальному 
тілі температури.  
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ЗАДАЧА СТАЦИОНАРНОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ ДЛЯ БИМАТЕРИАЛА ПРИ 
ТЕПЛОИЗОЛЯЦИИ В ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ К МЕЖФАЗНОЙ ПОВЕРХНОСТИ КРУГОВОЙ ОБЛАСТИ 
 
Построена функция Грина задачи стационарной теплопроводности для кусочно-
однородного тела, составленного из двух идеально контактирующих полупро-
странств, в одном из которых содержится параллельное к границе раздела те-
плонепроницаемое дисковое включение. При этом использован гармонический по-
тенциал двойного слоя, плотность которого является диполями тепла. Записано 
двухмерное гиперсингулярное интегральное уравнение для определения плотности 
диполей с помощью теплового потока заданного температурного поля. В осесим-
метрическом случае исследовано распределение температуры на оси симметрии 
включения и ее прыжки на нем для различных соотношений коэффициентов теп-
лопроводности полупространств и расстояния включения к границе их раздела.  
 
 
STATIONARY HEAT CONDUCTION PROBLEM FOR BIMATERIAL AT THERMAL INSULATION  
IN PARALLEL TO THE MATERIALS BOUNDARY CIRCULAR DOMAIN 
 
The Green's functions for stationary heat conduction problem for a piecewise-
homogenous body formed by two ideally contacting half-spaces with heat-proof disk 
inclusion parallel to its boundary in one of them are constructed. In this case, the 
harmonic potential of the double layer, whose density is thermal dipoles, is used. A two-
dimensional hypersingular integral equation is derived to determine the density of 
dipoles through the heat flow of a given temperature field. In the axisymmetric case, 
the distribution of temperature on the axis of symmetry of the inclusion and its jumps 
on inclusion for different ratios of the heat conduction coefficients of the half-spaces 
and the distance of the inclusion to the materials boundary are investigated. 
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