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ТЕРМОНАПРУЖЕНИЙ СТАН ПІВПРОСТОРУ З БАГАТОШАРОВИМ 
ПОКРИВОМ ЗА ПРОМЕНЕВО-КОНВЕКТИВНОГО ТЕПЛООБМІНУ 
 

З використанням узагальнених нелінійних граничних умов, методу квазіліне-
аризації та інтегрального перетворення Лапласа побудовано ітераційну 
процедуру визначення температурного поля та відповідних термонапру-
жень у системі півпростір–багатошаровий покрив за променево-конвектив-
ного теплообміну з довкіллям. Процеси нагрівання та охолодження описано 
єдиними співвідношеннями. Досліджено вплив умов теплообміну з довкіллям 
на термомеханічні процеси в системі півпростір–двошаровий зносостійкий 
покрив під час нагрівання. 

 
Вступ. Під час експлуатації в елементах конструкцій та деталях об-

ладнання з одно- чи багатошаровими покривами різноманітного функціо-
нального призначення виникають нерівномірні температурні поля і, як 
наслідок, значні температурні напруження та деформації, які можуть спри-
чинити розтріскування, відшарування покривів і втрату тримкої здатності 
таких систем.  

Задачі про визначення термонапруженого стану багатошарових струк-
тур за променево-конвективного теплообміну з довкіллям розглядали в 
працях [2–5, 7–12, 18], використовуючи наявні математичні моделі та роз-
в’язуючи відповідні крайові задачі теплопровідності та термопружності з 
допомогою аналітико–числових та різноманітних числових методів. Для 
визначення температурних полів у тілах з покривами застосовують, зокре-
ма, підхід, який ґрунтується на лінійних та нелінійних узагальнених гра-
ничних умовах опису для конвективної чи променево-конвективної взаємо-
дії основи зі середовищем через одно- та багатошарові тонкі покриви [6, 16, 
19]. 

За такого підходу отримано розв’язок нестаціонарної задачі теплопро-
відності для півпростору з багатошаровим покривом за конвективного [13] 
та променево-конвективного [15] нагрівання. Задача термопружності для 
півпростору з багатошаровим покривом за лише конвективного теплообміну 
розглянута в праці [14].  

Нижче процеси нагрівання та охолодження описано єдиними співвідно-
шеннями, на підставі яких побудовано ітераційну процедуру визначення 
температурного поля в півпросторі з багатошаровим покривом за промене-
во-конвективного нагрівання. Досліджено термонапружений стан півпросто-
ру з двошаровим зносостійким покривом.  

Формулювання задачі теплопровідності. Розглянемо променево-кон-
вективний теплообмін півпростору з довкіллям через n-шаровий покрив 

товщиною 
=

δ = δ∑
1

n

i
i

. Початок координати = 0z  розмістимо на контактній 

поверхні покриву з півпростором, а додатний відлік такої координати спря-
муємо вглиб системи. 

Одновимірну нелінійну крайову задачу теплопровідності сформулюємо 
так: рівняння теплопровідності 
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, = П,1,2, ...,j n , (1) 

початкова умова 

τ= = =00 const,         jT T  (2) 

гранична умова променево-конвективного теплообміну між покривом і сере-
довищем 
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умови ідеального теплового контакту на поверхнях поділу шарів покриву і 
покриву з тілом 
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умова на безмежності 

→ → ∞П 0    при   .T T z  (5) 

У формулах (1)–(5) уведені такі позначення: T , ( )= λ ωρ/a , λ , ω , ρ , 

τ , z  – абсолютна температура, температуропровідність, теплопровідність, 
питома теплоємність, густина, час і координата; µ  – коефіцієнт теплообмі-
ну між поверхнею покриву і середовищем; ε  – ступінь чорноти зовнішньої 
поверхні покриву; σ0  – стала Стефана–Больцмана.  

Індексами i , П та C  позначено величини, що відносяться до i -го ша-
ру покриву, півпростору та середовища відповідно. 

Для розв’язування задачі теплопровідності (1)–(5) використали підхід, 
який ґрунтується на моделюванні впливу покриву на теплоперенос у систе-
мі узагальненими граничними умовами [6, 19]. 

У цьому випадку така узагальнена нелінійна гранична умова має 
вигляд [16] 
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H  – зведені теплоємність і термоопір покри-

ву; ( )( )= −4 4!/ ! !4mC m m  – біноміальні коефіцієнти.  

Уведемо безрозмірні величини: θ =П П */T T , θ =0 0 */T T , θ =С */CT T  – 

безрозмірні температури, де відлікова температура =* СT T  під час 

нагрівання системи і =* 0T T  під час її охолодження; ∗= /z z z  – безроз-

мірна координата; ∗= τ 2
ПFo /a z  – число Фур’є; ∗= µ λПBi /z  – критерій Біо; 

= εσ λ3
0 * * ПSk /T z  – критерій Старка; ( )ξ = λП */ Hz  – відносний ефектив-

ний термоопір покриву; ( )∗η = Ω ω ρП П/ z  – відносна його ефективна тепло-

ємність. Тут *z  – масштабний параметр. 
Тоді нелінійну крайову задачу теплопровідності (1), (2), (5), (6) для 

півпростору в безрозмірних величинах подамо так: 
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Зауважимо, що після введення, як і в праці [17], безрозмірної темпе-
ратури θП  узагальнюється постава задачі теплопровідності [15] і вдається 
сформулювати нелінійну задачу теплопровідності променево-конвективного 
нагрівання чи охолодження, включаючи охолодження в середовищі з 
нульовою температурою, однією системою співвідношень. 

Розв’язування задачі теплопровідності. Температуру в півпросторі 
θП  визначаємо за ітераційною схемою на основі методу квазілінеаризації 

[1, 17], а температуру θ = */i iT T  в i -му ( )= 1,2, ...,i n  шарі покриву – за 
формулами відновлення [19], використовуючи значення відповідних вели-
чин на останній ітерації.  

Тоді розрахунковий алгоритм [15]: 
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де %k  – кількість ітерацій, необхідних для досягнення заданої точності роз-
рахунків; Φ1 , Φ2  – оператори, вигляд яких залежить від величин η  та 

( )( ) ( )−
− ψ

2

*
4Bi kk  (див. формули (12)–(17)). 

Аналогічно [15] розрахункові формули отримуємо так. 
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Тут ϕ =
2 Fo

z ; ( ) ( ) ( )= θ +0 */ Bi kk kg Q ; ( ) ( ) ( )∆ = − Μ *1 4 Bi kk k ; 

( ) ( ) ( )ψ = Μ */ Bi kk k ; ( )
( ) ( )( )

( ) ( )

− ± − ψ
=

ψ

2

*
1,2

*

1 1 4 Bi

2 Bi

k k
k

kk
q ;  

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )= − + ϕ − =
2

( ,Fo) exp Fo erfc Fo ,   1,2,3,4,k k kk
m m mmF z q z q mq   

( ) ( )
( )

( )

−

−

+ α
=

+ ξ − α

( 1)
2

* ( 1)
1

Bi Sk FoBi Fo
1 Bi Sk Fo

k
k

k
; ( ) ( )

( )−
ηΜ =

+ ξ − α( 1)
1

Fo
1 Bi Sk Fo

k
k

;  

( ) ( )
( )( )

( )

−

−

θ + θ + α
= −

+ ξ − α

( 1)4
C 3

( 1)
1

Bi SkFo
Fo

1 Bi Sk Fo

k
Ck

k
Q ;   



174 В. А. Шевчук, О. П. Гаврись 

 

( ) ( )
−−−− −

=

 ∂θα = ξ θ−  
∂ 

∑
14 ( 1)4( 1) ( 1) П

41 П
1

1
mkmmk m m k

m

mC
z

; 

( ) ( ) ( )
−−−−− − − −

=

 ∂θα = ξ θ−−  
∂ 

∑
14 ( 1)41( 1) 1 1 ( 1) П

42 П
1

51
mkmmk m m k

m

Cm
z

;   

( ) ( )
−−− −

=

 ∂θα = ξ θ−  
∂ 

∑
4 ( 1)4( 1) ( 1) T

43 T
0

3 1
mkmmk m m k

m

C
z

; 

( ) ( )
−

∗ −
=

 
λ= λ − δ + − λ = =  

 
∑

1

П 1 *
1

( ) / / ,   / ,  0,1, ...,
i

ji j i i j j
j

zr z z z z z z j n . 

2) Для η ≠ 0 , якщо ( )( ) ( )−
− ψ =

2

*
4 0Bi kk ,  

( ) { ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )}

θ = θ − +ϕ + −ϕπ

 + ≤ < ∞− − 

( ) 2
0П 3

2 ( )
333

Fo( ,Fo) experfc 2

      ,   0 ;  ,Fo2 Fo 1

k kk

kkk

z g q

F zzq zq

 (14) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){θ = θ − + + π −% %%
0 3 31 2 1 Fo,Fo k kk

i ig q r qz z  

( ) ( ) ( )( ) ( )} −
 − − + ≤ ≤ =  

%% % ( )
13 3 31 2 1 Fo ,  ,  1, ..., ;0,Fokk k

i i iq q r F z z z i nz  (15) 

де ( ) ( )= − Μ3 0.5 /k kq . 

3) Для η = 0   
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де ( ) ( )= −4 *Bik kq . 

Розв’язок задачі термопружності. Нерівномірний розподіл темпера-
тури в системі зумовлює в ній температурні напруження, які визначимо за 
формулою [14] 
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де jE  – модулі Юнга; βj  – коефіцієнти лінійного температурного розши-

рення; ν j  – коефіцієнти Пуассона.  

Увівши безрозмірні напруження за формулою 

( ) ( ) ( )β −
σ = σ τ − ν
% П П 0

П
,Fo ,

1
Cj j E T T

z z , = П,1,2, ...,j n , (19) 

запишемо співвідношення для визначення температурних напружень у сис-
темі: під час нагрівання 
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під час охолодження 

( )
( )θ −β β

σ =  − ν − ν − θ 
% П П
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jj jj

j

E zE
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Аналіз числових результатів. Розглянемо променево-конвективне 
нагрівання півпростору з нержавкої сталі 316L з двошаровим зносостійким 
покривом із ніхрому Cr–Ni (внутрішній шар) товщиною δ =1 0.1 мм  та 

сплаву WC-Co (зовнішній шар) товщиною δ =2 0.3 мм  Розраховували при 

=C 1073 KT ; =0 293 KT , ε = 0.5 , =* 1 мz . Вхідні параметри задачі вибрали 
як деякі середні значення в розглянутому діапазоні температури [18] і 
подали в таблиці (за таких параметрів =Sk 2.06 ).  

 

Термомеханічні параметри Сталь 316L Cr–Ni WC–Co 

Теплопровідність  

λ , ( )⋅Вт/ м K  
17 13 24 

Питома теплоємність 
ω , ( )⋅Дж/ кг K  

535 530 166 

Густина 

ρ , 3кг/м  
8031 8050 13900 

Модуль Юнга  
E , ГПа 170 200 367 

Коефіцієнт Пуассона ν  0.29 0.29 0.29 

Коефіцієнт лінійного 
температурного розширення 

β , − −×1 6K 10  
18 14 6.5 

Рис. 1 ілюструє вплив зростання інтенсивності конвективного (суцільні 
криві) та променево-конвективного (штрихові) нагрівання на зміну з часом 

контактної температури ( )θП 0,Fo . Як бачимо, якщо при ( ≈Bi 1.18 ) та 

( )µ = ⋅2100 Вт/ м K  ( ≈Bi 5.88) променева складова =(Sk 2.06)  суттєво під-

вищує контактну температуру, то при ( )µ ≥ ⋅2500 Вт/ м K  (відповідно 

≥Bi 29.41) її вплив на нагрівання системи незначний (верхні штрихова і 
суцільна криві практично зливаються). 

 
Рис. 1. Вплив інтенсивності нагрівання на зміну контактної температури 

( )θ = θП 0,Fo : 

суцільні криві – =Sk 0 ; штрихові – 2.06 . 
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Зміну температури в системі півпростір–двошаровий покрив уздовж 
координати z  для деяких моментів часу залежно від інтенсивності конвек-
тивного та променево-конвективного нагрівання відтворено на рис. 2. 

 
                              а                                                         б 

Рис. 2. Розподіл температури ( )θ = θ ,Foj z  у системі основа–двошаровий покрив 

для деяких моментів часу:  
а – конвективне нагрівання =(Sk 0) ; б – променево-конвективне =(Sk 2.06) ; 

суцільні криві – =Fo 0.02 ; штрихові – 0.1 ; пунктирні – 0.5 . 

 
Інтенсифікація нагрівання викликає суттєве зростання перепаду тем-

ператури за глибиною основи. Зауважимо, що як і за контактної темпера-
тури (рис. 1), вплив променевої складової на розподіл температури в 

системі зі збільшенням коефіцієнта теплообміну µ  до ( )⋅2500 Вт/ м K  

( )≈Bi 29.41  виявляеться несуттєвим. Слід зазначити, що за цього співвідно-
шення характеристик покриву і основи практично відсутній перепад темпе-
ратури за товщиною шарів покриву в розглядуваному діапазоні зміни µ . 
Однак для іншої системи півпростір–багатошаровий покрив інтенсивність 
теплообміну може спричинити помітний перепад температури за товщиною 
шарів покриву [15]. 

Рис. 3 ілюструє зміну з часом безрозмірних напружень ( )σ%П 0,Fo  у 

півпросторі на поверхні контакту з покривом залежно від інтенсивності 
нагрівання. Як і раніше для рис. 1, це викликає зростання стискальних 

напружень на поверхні основи, а якщо ≥Bi 29.41 ( )µ ≥ ⋅2500Вт/(м К) вплив 

променевої складової на контактні напруження незначний. 

 

Рис. 3. Вплив інтенсивності нагрівання на контактні напруження ( )σ = σ%П 0,Fo : 

суцільні криві – =Sk 0 ; штрихові – 2.06 . 

На рис. 4 і 5 подано розподіл напружень за просторовою координатою 
в системі півпростір–двошаровий покрив для деяких моментів часу за 
променево-конвективного нагрівання при ≈Bi 1.18 , =Sk 2.06  (рис. 4) та для 
різних значень Bi  та Sk  при =Fo 0.02  (рис. 5).  
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Рис. 4. Розподіл напружень ( )σ = σ% ,Foj z  у системі основа–двошаровий покрив  

для деяких моментів часу: 
суцільна крива – =Fo 0.02 ; штрихова – 0.1 ; пунктирна – 0.5 . 

 

Рис. 5. Розподіл напружень ( )σ = σ% ,Foj z  у системі основа–двошаровий покрив  

у фіксованому моменті часу: 
суцільні криві – =Sk 0 ; штрихові – 2.06 . 

Отже, стискальні напруження в покриві мають розривний характер і 
зростають з часом. Їх стрибок на поверхні поділу шарів залежить від 

величини 
α α

− ν − ν
2 2 1 1

2 1
/

1 1
E E

, а на поверхні контакту покриву з півпростором – 

від 
α α

− ν − ν
1 1 П П

1 П
/

1 1
E E

 [14].  

Як і для температурного поля, якщо ( )µ ≥ ⋅2500 Вт/ м K  ( )≥Bi 29.41 , 

променева складова незначно впливає на термонапружений стан системи, 
що особливо помітно проявляється у характері розподілу стискальних на-
пружень вглиб півпростору та дещо менше – на їх значення в шарах 
покриву (рис. 5).  

Висновки. З використанням узагальнених нелінійних граничних умов, 
методу квазілінеаризації та інтегрального перетворення Лапласа отримано 
співвідношення для визначення термонапруженого стану півпростору з 
багатошаровим тонким покривом за променево-конвективного теплообміну з 
довкіллям. Процеси охолодження та нагрівання системи об’єднано та 
описано єдиними співвідношеннями. Для системи півпростір–двошаровий 
зносостійкий покрив досліджено вплив параметрів променево-конвектив-
ного теплообміну на нестаціонарне температурне поле та зумовлений ним 
термонапружений стан. Виявлено область зміни коефіцієнта теплообміну, в 
якій вплив променевої складової на термонапружений стан системи несут-
тєвий. 
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ТЕРМОНАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ПОЛУПРОСТРАНСТВА С МНОГОСЛОЙНЫМ 
ПОКРЫТИЕМ ПРИ ЛУЧИСТО-КОНВЕКТИВНОМ ТЕПЛООБМЕНЕ 
 
С использованием обобщенных нелинейных граничных условий, метода квази-
линеаризации и интегрального преобразования Лапласа построена итерационная 
процедура определения температурного поля и соответствующих термо-напря-
жений в системе полупространство−многослойное покрытие при лучисто-кон-
вективном теплообмене с окружающей средой. Процессы нагрева и охлаждения 
описаны едиными соотношениями. Исследовано влияние условий теплообмена со 
средой на термомеханические процессы в системе полупространство−двухслойное 
износостойкое покрытие при нагреве. 
 
 
THERMOELASTIC STATE OF A HALF-SPACE WITH A MULTILAYER COATING UNDER THE 
CONDITIONS OF RADIATIVE-CONVECTIVE HEAT EXCHANGE 
 
Using generalized nonlinear boundary conditions, the quasilinearization method and the 
Laplace integral transformation, the iterative procedure of investigation of the 
temperature field and appropriate thermal stresses in the “half-space−multilayer 
coating” system under the conditions of radiative-cpnvective heat exchange with the 
environment has been built. The processes of heating and cooling are presented by single 
expressions. The investigation of the influence of conditions of heat exchange with 
ambient medium on thermomechanical processes in the “half−space−twolayer wear−
resistant coating” system under heating has been conducted. 
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