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Íà îñíîâå êîìáèíàöèè ðàçëîæåíèé ïåðåìåííûõ â ðÿäû Ôóðüå ïî óãëîâîé êîîðäèíàòå è

äâóõìåðíîãî àëãîðèòìà Óèëêèíñà ðàçðàáîòàí ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ

òðåõìåðíîé íåîñåñèììåòðè÷íîé äèíàìèêè ìíîãîñëîéíûõ òîëñòîñòåííûõ óïðóãèõ ñïèðàëüíî

îðòîòðîïíûõ öèëèíäðîâ êîíå÷íîé äëèíû. Ïðîâåäåíî òåñòèðîâàíèå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà,

îñíîâàííîå íà ñðàâíåíèè ðåçóëüòàòîâ ñ ïîëó÷åííûìè ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî

ÿäðà LS-DYNA ó÷åáíîé âåðñèè ANSYS ED. ×èñëåííî èññëåäîâàíû íåêîòîðûå îñîáåííîñòè

äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ äâóõñëîéíîãî ñïèðàëüíî àðìèðîâàííîãî öèëèíäðà ïðè âíóòðåííåì

èìïóëüñíîì íàãðóæåíèè ñîñðåäîòî÷åííûì çàðÿäîì âçðûâ÷àòîãî âåùåñòâà, ñìåùåííûì îòíî-

ñèòåëüíî öåíòðà ñèììåòðèè îáîëî÷êè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñïèðàëüíàÿ îðòîòðîïèÿ, òðåõìåðíàÿ äèíàìèêà, ìíîãîñëîé-
íûé òîëñòîñòåííûé öèëèíäð, ðÿäû Ôóðüå, àëãîðèòì Óèëêèíñà, íåîñåñèììåò-
ðè÷íàÿ íàãðóçêà.

Ââåäåíèå. Êîìïîçèòíûå ìàòåðèàëû (ÊÌ) íàõîäÿò âñå áîëåå øèðîêîå
ïðèìåíåíèå â òåõíèêå, â ÷àñòíîñòè â êîíñòðóêöèÿõ, ïîäâåðæåííûõ íåñòà-
öèîíàðíûì íàãðóçêàì. Ê òàêèì êîíñòðóêöèÿì â ïåðâóþ î÷åðåäü îòíîñÿòñÿ
ñîñóäû, êîðïóñà èëè çàùèòíûå ñîîðóæåíèÿ, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ óäåðæàíèÿ
â ñâîåé ïîëîñòè çíà÷èòåëüíûõ ãèäðî- ëèáî ãàçîäèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê [1, 2].
Ñòðóêòóðà è òåõíîëîãèÿ ñîçäàíèÿ ÊÌ ïðåäîïðåäåëÿþò èõ êà÷åñòâåííûå ðàç-
ëè÷èÿ â ðåàêöèè íà äèíàìè÷åñêóþ íàãðóçêó. Â ïðèëîæåíèÿõ èñïîëüçóþòñÿ
ìíîãîñëîéíûå îáîëî÷êè âðàùåíèÿ, èçãîòîâëåííûå èç êîìïîçèòíûõ ñëîåâ,
àðìèðîâàííûõ ïî ñïèðàëè ïîä îïðåäåëåííûì óãëîì � ê îáðàçóþùåé. Òàêèå
îáîëî÷êè, êàê ïðàâèëî, ëîêàëüíî îðòîòðîïíû. Îäíàêî èõ ãëàâíûå îñè àíèçî-
òðîïèè �x , �� , r íå ñîâïàäàþò ñ îñÿìè ãëîáàëüíîé öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò x , �, r , à ïîâåðíóòû îòíîñèòåëüíî îñè r íà óãîë àðìèðîâàíèÿ. Âî
ìíîãèõ ðàáîòàõ [1–4] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ïðè èññëåäîâàíèè íàïðÿæåííî-äåôîð-
ìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ýôôåêòû, îáóñëîâëåí-
íûå íåñîâïàäåíèåì ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé óïðóãîñòè ñ íàïðàâëåíèåì êîîðäè-
íàòíûõ ëèíèé.

Áîëüøèíñòâî èññëåäîâàíèé ïîäîáíûõ êîíñòðóêöèé ïðîâîäèëîñü ïðè îñå-
ñèììåòðè÷íîì íàãðóæåíèè [3, 4]. Â ñëó÷àå íåîñåñèììåòðè÷íîé íåñòàöèîíàð-
íîé íàãðóçêè, êîíå÷íîé äëèíû öèëèíäðè÷åñêîãî êîíñòðóêòèâíîãî ýëåìåíòà,
ëîêàëüíîñòè íàãðóæåíèÿ çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ ÷åòûðåõìåðíîé, çà-
âèñÿùåé îò òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò x , �, r è âðåìåíè t. Äëÿ
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ òàêèõ êðàåâûõ çàäà÷, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþò
ñîâðåìåííûå êîììåð÷åñêèå ïàêåòû òèïà LS-DYNA, áàçèðóþùèåñÿ íà òðåõ-
ìåðíîì (3D) äèíàìè÷åñêîì ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ).

Îäíàêî â ñëó÷àå òåë âðàùåíèÿ è óïðóãèõ äåôîðìàöèé, êîãäà çàäà÷à
ëèíåéíà è çàâèñèìîñòü ÍÄÑ îò óãëà � îáóñëîâëåíà òîëüêî íåîñåñèììåò-
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ðè÷íîñòüþ íàãðóæåíèÿ, ìîæíî îáîéòèñü è áåç ïðèâëå÷åíèÿ 3D-ýëåìåíòîâ.
Êàê ïîêàçûâàåò îïûò [5], â òàêèõ ñëó÷àÿõ õîðîøî çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ
÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ðàçëîæåíèè ïåðåìåííûõ â
ðÿäû Ôóðüå ïî �, â ðåçóëüòàòå ÷åãî èñõîäíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ òðåõìåðíàÿ
êðàåâàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàáîðó äâóõìåðíûõ. Äëÿ ìíîãîñëîéíûõ èçîòðîï-
íûõ è öèëèíäðè÷åñêè îðòîòðîïíûõ öèëèíäðîâ ýòîò ìåòîä óñïåøíî ïðèìå-
íÿëñÿ ðàíåå [5].

Öåëü äàííîé ðàáîòû – ìîäèôèöèðîâàòü óêàçàííûé ìåòîä íà ñëó÷àé
íåîñåñèììåòðè÷íîãî äèíàìè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ òîëñòîñòåííûõ ìíîãîñëîé-
íûõ ñïèðàëüíî îðòîòðîïíûõ öèëèíäðîâ, ïðîâåñòè òåñòèðîâàíèå è ïîêàçàòü
åãî ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïóòåì ïðîâåäåíèÿ ìîäåëüíîãî ðàñ÷åòà.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è. Ñôîðìóëèðóåì ìàòåìà-
òè÷åñêè çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ (íà÷àëî êîîðäèíàò óñëîâèìñÿ âñåãäà ðàñïîëà-
ãàòü â öåíòðå ñèììåòðèè öèëèíäðà). Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â öèëèíäðè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ ñ ó÷åòîì ïðîèçâîëüíîãî (îò �90 äî � �90 ) óãëà ñïèðàëüíîãî
àðìèðîâàíèÿ �, êîòîðûé ïîëàãàåòñÿ ïîñòîÿííûì â ïðåäåëàõ ðàññìàòðèâà-
åìîãî ñëîÿ, èìåþò âèä [5]
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ãäå � – ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ñëîÿ; 	 r , 	 � , 	 x , 
 rx , 
 �r , 
 �x – êîìïîíåíòû
òåíçîðà íàïðÿæåíèé; t – âðåìÿ; ur , u� , ux – êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè
ïåðåìåùåíèé.

Ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, âûðàæàþùèå òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìà-
öèé ÷åðåç âåêòîð ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé, çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì [5]:
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Ôèçè÷åñêèå óðàâíåíèÿ òåîðèè óïðóãîñòè ñ ó÷åòîì ïðîèçâîëüíîãî óãëà
ñïèðàëüíîãî àðìèðîâàíèÿ ñëîÿ � ïðåäñòàâèì â âåêòîðíîé ôîðìå:

d

dt
Cx r x r rx x r x r{ ; ; ; ; ; } {� ; � ; � ; � ; � ;	 	 	 
 
 
 � � � � �� � � � � �� � },� rx (3)
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ãäå êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà Ñ ðàçìåðíîñòè 6 6� ñèììåòðè÷íà (Ñ Cij ji� ) è
èìååò ñëåäóþùèå íåíóëåâûå êîìïîíåíòû [6]:

C B A A B Gx x x x12
2 22 4� � � � �� � � � � �( )sin cos ;

C G A A Bx x x44
2 2 22 2� � � �� � �� � �cos ( )sin cos ; C Ar33 � ;

{ ; } { ; }cos { ; }sin { ; }{ ,C C A A A A B Gx x x11 22
4 4 1 1 0 5� � � �� � �� � x� �}sin ;2 2

{ ; ; ; }C C C C13 23 55 66 �

� �{ ; ; ; }cos { ; ; ; }sin ;B B G G B B G Grx r r rx r rx rx r� � � �� �2 2

{ ; } { ; }sin cos ;C C B B G Gr rx r rx34 56 � � �� � � �
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D x r rx x x r r rx xr0 1 2� � � � �� � � � � � � � �� � � � � � ;

âûðàæåíèÿ äëÿ A� , Ar , B r� , Brx ïîëó÷åíû ïóòåì öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè
èíäåêñîâ x , �, r; Ei , � ij , Gij (i, j x r� , , ;� i j� ) – òåõíè÷åñêèå õàðàêòå-
ðèñòèêè óïðóãîñòè îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà â ãëàâíûõ îñÿõ àíèçîòðîïèè ïðè
óãëå àðìèðîâàíèÿ ��0, ò.å. â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêè îðòîòðîïíîãî òåëà (Ei –
ìîäóëè óïðóãîñòè; Gij – ìîäóëè ñäâèãà; � ij – êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà â
ñîîòâåòñòâóþùèõ íàïðàâëåíèÿõ è ïëîñêîñòÿõ). Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ðàâåí-
ñòâà [6]:

E Ei ji j ij� �� , i j� , (4)

è äëÿ ðåàëüíûõ ìàòåðèàëîâ èìååì D0 0� .
Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1)–(4) çàìûêàåòñÿ íà÷àëüíûìè, ãðàíè÷íûìè è êîí-

òàêòíûìè óñëîâèÿìè. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïîëàãàëèñü íóëåâûìè, ãðàíè÷íûå –
ñèëîâûìè íà öèëèíäðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ (âíóòðåííÿÿ ïîâåðõíîñòü îáîëî÷-
êè ïîäâåðãàëàñü çàäàííîìó èìïóëüñíîìó äàâëåíèþ P x t( , , ),� íàðóæíàÿ áûëà
ñâîáîäíà îò íàãðóçîê) è êèíåìàòè÷åñêèìè íà òîðöàõ – îáà òîðöà öèëèíäðà
íåïîäâèæíû. Êîíòàêò ìåæäó ñëîÿìè ñ÷èòàëñÿ èäåàëüíûì.

×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ. Èñêîìûå ôóíêöèè â óðàâíå-
íèÿõ ñèñòåìû (1)–(4) çàâèñÿò îò òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è âðåìå-
íè. Â ñâÿçè ñ ëèíåéíîñòüþ ïîñòàíîâêè çàäà÷è èìååòñÿ âîçìîæíîñòü óìåíü-
øåíèÿ êîëè÷åñòâà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå
âñåõ íåèçâåñòíûõ è äàâëåíèÿ ïî îêðóæíîé êîîðäèíàòå:

×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ òðåõìåðíîé äèíàìèêè ...

ISSN 0556-171X. Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè, 2011, ¹ 4 105



F x r t F x r t n F x r t nn
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�

�
0

(5)

ãäå â êà÷åñòâå F áóäóò ïîî÷åðåäíî èñïîëüçîâàòüñÿ äàâëåíèå, à òàêæå âñå
êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè, òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòåé äåôîðìà-
öèé. Äëÿ îäíèõ âèäîâ íàãðóçîê ïàðàìåòð N áóäåò êîíå÷íûì, äëÿ äðóãèõ –
áåñêîíå÷íûì. Òåì íå ìåíåå ïðàêòè÷åñêè âñåãäà â ñëó÷àå íàãðóçîê, èìåþùèõ
ôèçè÷åñêèé ñìûñë, ìîæíî ïóòåì àíàëèòè÷åñêîãî èëè ÷èñëåííîãî àíàëèçà
ïîäîáðàòü òàêîå êîíå÷íîå N , ïðè êîòîðîì ïîëó÷àåìûå ðåøåíèÿ áóäóò óäî-
âëåòâîðÿòü òðåáóåìîé òî÷íîñòè.

Ïîäñòàâëÿÿ (5) â (1)–(3), ïîëó÷àåì N �1 âçàèìíî íåçàâèñèìûõ ñèñòåì
óðàâíåíèé, ãäå íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ðÿäà Ôóðüå, èçìåíÿ-
þùèåñÿ ïî äâóì ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì x , r è âðåìåíè. Ñëåäóåò
îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå èçîòðîïèè èëè öèëèíäðè÷åñêîé îðòîòðîïèè öèëèíäðà
ýòè N �1 ñèñòåì ðàñïàäàëèñü åùå îòäåëüíî ïî êîñèíóñàì è ñèíóñàì ñîîò-
âåòñòâåííî, òàê ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àëîñü 2 1N � íåçàâèñèìûõ ñèñòåì ñ
ìåíüøèì ÷èñëîì óðàâíåíèé â êàæäîé. Â ñëó÷àå ñïèðàëüíîé îðòîòðîïèè
òàêîãî íå ïðîèñõîäèò, íàïðèìåð, äàæå åñëè P x t( , , )� ðàñêëàäûâàåòñÿ òîëüêî
ïî êîñèíóñàì, èñêîìûå íåèçâåñòíûå áóäóò ðàñêëàäûâàòüñÿ êàê ïî êîñèíóñî-
èäàëüíûì, òàê è ïî ñèíóñîèäàëüíûì ãàðìîíèêàì. È ñèñòåìà, ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ n-é ãàðìîíèêå, íå áóäåò ðàñïàäàòüñÿ íà äâå îòäåëüíûå ñèñòåìû ïî
ñîîòâåòñòâóþùèì ñèíóñàì è êîñèíóñàì.

Êàæäàÿ èç ñèñòåì óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî îòíîñèòåëüíî êîýôôè-
öèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Óèëêèíñà [4, 5, 7], ëèíåàðèçîâàí-
íîãî äëÿ ñëó÷àÿ ìàëûõ äåôîðìàöèé, ïîâîðîòîâ è ïåðåìåùåíèé. Îòëè÷èå
ëèíåàðèçîâàííîãî àëãîðèòìà îò òðàäèöèîííîãî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

1) êîíå÷íîðàçíîñòíàÿ ñåòêà âìîðàæèâàåòñÿ â ñðåäó îäèí ðàç è íàâñåãäà è
íå äâèæåòñÿ âìåñòå ñî ñðåäîé;

2) âìåñòî ñêîðîñòåé óçëîâ ñåòêè èñïîëüçóþòñÿ ñêîðîñòè èõ ïåðåìåùå-
íèé;

3) íèêàêèõ ïîïðàâîê íà ïîâîðîò ÍÄÑ ýëåìåíòà ìåæäó ñîñåäíèìè âðå-
ìåííûìè øàãàìè íåò;

4) âû÷èñëåíèå ìàññèâîâ ìàññ ÿ÷ååê íå òðåáóåòñÿ;
5) âðåìåííîé øàã ïîñòîÿíåí è âû÷èñëÿåòñÿ îäèí ðàç â íà÷àëå ðàñ÷åòà èç

óñëîâèÿ Êóðàíòà;
6) äëÿ ðåãóëÿðíûõ ðàçíîñòíûõ ñåòîê âñå ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå

ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü íå ôîðìóëîé Ãðèíà, à ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ Òåéëîðà
(ðèñ. 1);

7) â ñëó÷àå ðåãóëÿðíûõ ðàçíîñòíûõ ñåòîê âñå ñèíãóëÿðíûå ÷ëåíû äëÿ
óçëîâ (ðèñ. 1,à) â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ (1) àïïðîêñèìèðóþòñÿ òàê:

f
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r h

f f
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ãäå ri – ðàäèóñ i-ãî óçëà; �12 è �34 – ïëîòíîñòè ìàòåðèàëà â âåðõíèõ (1, 2) è
íèæíèõ (3, 4) ÿ÷åéêàõ ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 1,à).
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Ñèíãóëÿðíûå ÷ëåíû äëÿ öåíòðà ðàçíîñòíîé ÿ÷åéêè (ðèñ. 1,á) â ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèÿõ (2) àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u

r

u u

r

u u

r hr

�
�

�
�

�

�

�
��

�

�
��

1

4
1 2

12

3 4

12
,

ãäå r12 – ðàäèóñ 1- èëè 2-ãî óçëà, ÷òî îäíî è òî æå íà ðèñ. 1,á.
Äàëåå èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ðåãóëÿðíûå ðàçíîñòíûå ñåòêè. Â ñëó÷àå

ìíîãîñëîéíîãî öèëèíäðà óçëû ñåòêè äîëæíû òî÷íî ïîïàäàòü íà êîíòàêòíóþ
ïîâåðõíîñòü.

Íà îñíîâå ïðèâåäåííûõ óðàâíåíèé ðàçðàáîòàí ïàêåò ïðèêëàäíûõ ïðî-
ãðàìì (ÏÏÏ), íàïèñàííûé íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Delphi, äëÿ íåîñå-
ñèììåòðè÷íîãî òðåõìåðíîãî äèíàìè÷åñêîãî ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ÍÄÑ ìíîãî-
ñëîéíûõ òîëñòîñòåííûõ ñïèðàëüíî îðòîòðîïíûõ óïðóãèõ öèëèíäðîâ ïðè
ïðîèçâîëüíîì óãëå àðìèðîâàíèÿ êàæäîãî ñëîÿ.

Òåñòèðîâàíèå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà. Ïîäîáíûé ÏÏÏ äëÿ êðàåâûõ
çàäà÷ ñ èçîòðîïèåé ëèáî öèëèíäðè÷åñêîé îðòîòðîïèåé ñëîåâ òåñòèðîâàëñÿ
ðàíåå [5]. Ââèäó îòñóòñòâèÿ â ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêàõ äàííûõ î íåîñåñèì-
ìåòðè÷íîì äèíàìè÷åñêîì íàãðóæåíèè öèëèíäðè÷åñêèõ ñïèðàëüíî àíèçîòðîï-
íûõ êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ ìîäèôèöèðîâàííûé ÏÏÏ òåñòèðîâàëñÿ ìåòî-
äîì ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ñ ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíîãî ÿäðà
LS-DYNA, âõîäÿùåãî â áåñïëàòíóþ ó÷åáíî-òåñòîâóþ âåðñèþ ìíîãîôóíêöè-
îíàëüíîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ðàñ÷åòîâ ANSYS ED.
Çàìåòèì, ÷òî â LS-DYNA íå èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû,
îñíîâàííûå íà ðàçëîæåíèÿõ â ðÿäû Ôóðüå, è âñå òðåõìåðíûå çàäà÷è ðåøà-
þòñÿ äèíàìè÷åñêèì ÌÊÝ íà 3D êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêå â äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàòàõ.
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Ðèñ. 1. Êîíå÷íîðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ i-ãî óçëà (à) è
öåíòðà ðàçíîñòíîé ÿ÷åéêè (á).
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Â êà÷åñòâå òåñòîâîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîñëîéíûé öèëèíäð ñëåäó-
þùèõ ðàçìåðîâ: âíóòðåííèé ðàäèóñ R1 0 1� , ì, âíåøíèé ðàäèóñ R2 0 12� , ì,
äëèíà L�0 4, ì. Öèëèíäð âûïîëíåí èç àðìèðîâàííîãî ïîä óãëîì 45� ê
îáðàçóþùåé ñòåêëîïëàñòèêà ñ òàêèìè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòè-
êàìè [2]: E Er� � �14000 ÌÏà; Åõ �57000 ÌÏà; G Gx rx� � �5750 ÌÏà;

G r� �5000 ÌÏà; � �x �0 277, ; � �r �0 4, ; � rx �0 068, ; ��1990 êã/ì 3; � �� 4.

Èñïîëüçîâàëè íàãðóçêó

P x t P H T t( , , ) ( cos ) ( ),� �� � �0 01 (6)

ãäå H t( ) – ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Â ðàñ÷åòàõ ïîëàãàëè P0 10� ÌÏà, Ò 0 �

� � �2 10 5 ñ.
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ íàãðóçêè òèïà (6) íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òîëüêî íóëå-

âóþ è ïåðâóþ ãàðìîíèêè, ïîñêîëüêó âñå îñòàëüíûå áóäóò òîæäåñòâåííûìè
íóëÿìè. Ðèñ. 2, ãäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ, èëëþñòðè-
ðóåò èçìåíåíèå âî âðåìåíè áåçðàçìåðíûõ íàïðÿæåíèé. Âèäíî, ÷òî äàííûå,
ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè è ñ ïîìîùüþ ðàçíûõ ÏÏÏ, õîðîøî ñîãëà-
ñóþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Ýòî ïîäòâåðæäàåò õîðîøóþ òî÷íîñòü ðàçðàáîòàííîãî
ÏÏÏ è ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà. Â ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íûõ íàãðó-
çîê, êîãäà â ðàñ÷åò ïðèíèìàåòñÿ òîëüêî íóëåâàÿ ãàðìîíèêà, ðåçóëüòàòû, ïîëó-
÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííîãî ÏÏÏ, òîæäåñòâåííî ñîâïàäàþò ñ
òàêîâûìè, ïîëó÷åííûìè ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàíåå ðàçðàáîòàííîãî ÏÏÏ äëÿ
ðàñ÷åòà îñåñèììåòðè÷íîé äèíàìèêè ìíîãîñëîéíûõ ñïèðàëüíî îðòîòðîïíûõ
öèëèíäðîâ [4].

Ìîäåëüíûé ðàñ÷åò. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóõñëîéíûé öèëèíäð, èìåþùèé òå
æå ðàçìåðû, ÷òî è îäíîñëîéíûé, òîëùèíà ñëîåâ ïðåäïîëàãàëàñü îäèíàêîâîé –
ïî 0,01 ì êàæäûé. Ìàòåðèàë âíóòðåííåãî ñëîÿ òàêîé, êàê è â òåñòîâîé çàäà÷å,
íî ñ äðóãèì óãëîì íàâèâêè: ïîä óãëîì 30� ê îáðàçóþùåé. Íàðóæíûé ñëîé
âûïîëíåí èç ñòåêëîïëàñòèêà ñ òàêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè [2]: E� �10500 ÌÏà;
Åõ �30900 ÌÏà; År �27400 ÌÏà; Gx� �3660 ÌÏà; G r� �3690 ÌÏà; Grx �

�3960 ÌÏà; � �x �0 443, ; � �r �0 16, ; � rx �0 11, ; ��1760 êã/ì 3; � ��� 3.

Äâóõñëîéíàÿ îáîëî÷êà òàêèì îáðàçîì áûëà îðòîãîíàëüíî àðìèðîâàíà:
âíóòðåííèé ñëîé ïîä óãëîì 30�, íàðóæíûé – ïîä óãëîì � �60 ê îáðàçóþùåé.

Íàãðóæåíèå îáîëî÷êè ïðîâîäèòñÿ ñìåùåííûì îòíîñèòåëüíî öåíòðà åå
ñèììåòðèè ñôåðè÷åñêèì çàðÿäîì òðîòèëîãåêñîãåíîâîãî âçðûâ÷àòîãî âåùåñòâà
(ÂÂ), ñîâïàäàþùèì ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, è ñîãëàñíî [4, 8] äàâëåíèå íà
âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà èìååò âèä

P x t P
H R a t

( , , )
( cos )

( cos
�

 !  �

 !  �
�

� � � �

� � �

�

0
1

1 2 2

2 2

1 2

1 2 )
,

3
(7)

ãäå  � r R0 1; !� �( ) ;x x R0 1 a�6310 ì/ñ; Ð0 – íîìèíàëüíîå äàâëåíèå íà
ðàññòîÿíèè R1 îò öåíòðà çàðÿäà; õ 0 è r0 – îñåâàÿ è ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòû
öåíòðà çàðÿäà ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ îäíîãî çàðÿäà áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
âñåãäà ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî îí ðàñïîëàãàåòñÿ â ïîëóïëîñêîñòè ��0.
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Ôóíêöèÿ âèäà (7) èìååò áåñêîíå÷íûé êîñèíóñîèäàëüíûé ðÿä Ôóðüå ïî �,
êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî íàéòè òî÷íî íåâîçìîæíî, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèå
îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ ïðèáëèæåííî ïî ôîðìóëå ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ. Ïðè ýòîì íèæíèå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ áëàãîäàðÿ ÷èñëèòåëþ â (7),

à

á

Ðèñ. 2. Òåñòîâûå ðàñ÷åòû äëÿ ðàçíûõ òî÷åê: à – r R� 1 , x � 0, �� 0; á – r R� 1 , x � 0, � �� (1 –
	r P0; 2 – 	� P0; 3 – 	x P0; 4 – 
 �x P0. (Ñïëîøíûå ëèíèè – ïî ïðåäëîæåííîìó ÷èñëåííî-
àíàëèòè÷åñêîìó ìåòîäó, øòðèõîâûå – ñ èñïîëüçîâàíèåì êîììåð÷åñêîãî ïàêåòà LS-DYNA.)
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íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî îïðåäåëåííîãî ìîìåíòà âðåìåíè, ñòàíîâèëèñü ïåðåìåí-
íûìè. Ïðè  � �r0 0 çàâèñèìîñòü Ð îò � â (7) èñ÷åçàåò, è èìååì îñåñèì-
ìåòðè÷íûé ñëó÷àé [4].

Â ðàñ÷åòàõ ïîëàãàëè x L0 4�� , r R0 1 2� . Îïòèìàëüíîå ÷èñëî ãàðìîíèê
äëÿ ðàñ÷åòà âûáèðàëè èñõîäÿ èç àíàëèçà èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ âî âðåìåíè â
òî÷êå x x� 0 ; � �� ïðè ðàçëè÷íûõ N , òàê êàê äëÿ ýòîé òî÷êè ñõîäèìîñòü
ðÿäîâ Ôóðüå ôóíêöèè âèäà (7) áóäåò íàèõóäøåé [9]. Ðèñ. 3 èëëþñòðèðóåò
èçìåíåíèå äàâëåíèÿ âî âðåìåíè â ýòîé òî÷êå ïðè ðàçíûõ N . Âèäíî, ÷òî ñ
äîñòàòî÷íîé äëÿ èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòîâ òî÷íîñòüþ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ÷èñëîì
ãàðìîíèê N �10. Ôóíêöèÿ (7) èìååò ñòóïåí÷àòûå ðàçðûâû, äâèæóùèåñÿ â
ïðîñòðàíñòâå ñî ñêîðîñòüþ à. Ïîýòîìó ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè
÷èñëà ãàðìîíèê â ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåñòàõ âñåãäà áóäóò âîçíèêàòü ïàðàçèòè-
÷åñêèå ýôôåêòû Ãèááñà [9], è èçáåæàòü ìàëûõ îñöèëëÿöèé ðàñ÷åòíûõ êðè-
âûõ âîêðóã òî÷íîé òåîðåòè÷åñêîé ëèíèè, âèäèìî, ïðè íàãðóçêå òèïà (7) íå
óäàñòñÿ íèêîãäà. Çàìåòèì, ÷òî íàãðóçêà (7) â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ñó-
ùåñòâåííî íåîñåñèììåòðè÷íà: íàïðèìåð, â ñå÷åíèè, ãäå ðàñïîëàãàåòñÿ çàðÿä
ÂÂ (!�0), èìïóëüñíîå äàâëåíèå íà âíóòðåííþþ ïîâåðõíîñòü äâóõñëîéíîé
îáîëî÷êè èçìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò óãëà � â 27 ðàç ïî àìïëèòóäå è â òðè
ðàçà ïî äëèòåëüíîñòè.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ áåçðàçìåðíûõ íàïðÿæåíèé, îòíåñåííûõ ê P0 , â
ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ äâóõñëîéíîãî öèëèíäðà ïðè N �10 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.
Âèäíî, ÷òî ìàêñèìàëüíûå 	 � â äâóõñëîéíîì öèëèíäðå ðåàëèçóþòñÿ â çîíàõ,
íàèáîëåå áëèçêèõ ê ìåñòó ðàñïîëîæåíèÿ çàðÿäà ÂÂ, ìàêñèìàëüíûå 	 õ – â
öåíòðàëüíîì ñå÷åíèè õ�0, ìàêñèìàëüíûå 
 �õ – â ñå÷åíèè, ñèììåòðè÷íîì
ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíèÿ çàðÿäà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ñèììåòðèè îáîëî÷êè.

Ðèñ. 3. Îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà ãàðìîíèê äëÿ ðàñ÷åòà: 1 – N � 5; 2 – N �10; 3 –
N � 20. (Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ – òî÷íîå çíà÷åíèå.)
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Ïðè ýòîì íàïðÿæåíèÿ 	 õ è 	 � ìîãóò èìåòü ëîêàëüíûå âñïëåñêè, îáóñëîâ-
ëåííûå âîëíîâûìè ïðîöåññàìè âäîëü îñè è îêðóæíîé êîîðäèíàòû è èõ
âçàèìíûì íàëîæåíèåì. Â ìåíüøåé ñòåïåíè ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ êàñàòåëüíûõ
íàïðÿæåíèé. ßâíî âûðàæåííûõ ýôôåêòîâ òèïà “ðàñêà÷êè” [4, 10] íå íàáëþ-
äàåòñÿ, ïîñêîëüêó îáîëî÷êà, âî-ïåðâûõ, íåïîäâèæíî çàêðåïëåíà ïî òîðöàì è,
âî-âòîðûõ, èìïóëüñíîå íàãðóæåíèå (7) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñóùåñò-
âåííî íåîñåñèììåòðè÷íî è, êðîìå òîãî, çíà÷èòåëüíî ñäâèíóòî âäîëü ïðîäîëü-
íîé îñè öèëèíäðà îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðà ñèììåòðèè.

à

á

â
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Â û â î ä û

1. Ðàçðàáîòàíû ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä è ÏÏÏ äëÿ ðàñ÷åòà íåñòà-
öèîíàðíîãî òðåõìåðíîãî íåîñåñèììåòðè÷íîãî ÍÄÑ ìíîãîñëîéíûõ òîëñòîñòåí-
íûõ óïðóãèõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ñî ñïèðàëüíîé îðòîòðîïèåé ñëîåâ.

ã

ä

å

Ðèñ. 4. Èçìåíåíèå íàïðÿæåíèé âî âðåìåíè äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷åê äâóõñëîéíîãî öèëèíäðà: à –
r R� 1 , x L�� 4, � � 0; á – r R� 1, x � 0, � � 0; â – r R� 1, x L� 4, � � 0; ã – r R� 1, x L�� 4,
� �� ; ä – r R� 1, x � 0, � �� ; å – r R� 1, x L� 4, � �� . (Îñòàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ òå æå, ÷òî è
íà ðèñ. 2.)
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2. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä îòòåñòèðîâàí è íà ïðèìåðå êîíêðåòíîé êðàåâîé
çàäà÷è ïîêàçàíû åãî ðàáîòîñïîñîáíîñòü è âîçìîæíîñòè.

Ð å ç þ ì å

Íà îñíîâ³ êîìá³íàö³¿ ðîçêëàäàííÿ çì³ííèõ ó ðÿäè Ôóð’º âçäîâæ êóòîâî¿
êîîðäèíàòè òà äâîâèì³ðíîãî àëãîðèòìó Ó³ëê³íñà ðîçðîáëåíî ÷èñëîâèé àíàë³-
òè÷íèé ìåòîä äîñë³äæåííÿ òðèâèì³ðíî¿ íåîñåñèìåòðè÷íî¿ äèíàì³êè áàãàòî-
øàðîâèõ òîâñòîñò³ííèõ ïðóæíèõ ñï³ðàëüíî îðòîòðîïíèõ öèë³íäð³â ñê³í÷åííî¿
äîâæèíè. Ïðîâåäåíî òåñòóâàííÿ çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó íà îñíîâ³ ïîð³â-
íÿííÿ ðåçóëüòàò³â ç îòðèìàíèìè øëÿõîì âèêîðèñòàííÿ îá÷èñëþâàëüíîãî
ÿäðà LS-DYNA ó÷áîâî¿ âåðñ³¿ ANSYS ED. ×èñåëüíî äîñë³äæåíî äåÿê³ îñîá-
ëèâîñò³ äèíàì³÷íî¿ ïîâåä³íêè äâîøàðîâîãî ñï³ðàëüíî àðìîâàíîãî öèë³íäðà
ï³ä ä³ºþ âíóòð³øíüîãî ³ìïóëüñíîãî íàâàíòàæåííÿ çîñåðåäæåíèì çàðÿäîì
âèáóõîâî¿ ðå÷îâèíè, çñóíóòèì â³äíîñíî öåíòðà ñèìåòð³¿ îáîëîíêè.
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