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Îöåíèâàåòñÿ äîñòîâåðíîñòü îäíîãî èç íàèáîëåå ïðîñòûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ

êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà â îáëàñòè ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà óïðóãîãî òåëà ïðè íàëè÷èè

äûøàùåé òðåùèíû, ìîäåëèðóåìîãî ñèñòåìîé ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ñ áèëèíåéíîé

àñèììåòðè÷íîé õàðàêòåðèñòèêîé âîññòàíàâëèâàþùåé ñèëû. Ìåòîä áàçèðóåòñÿ íà ïîëîæå-

íèè, ÷òî â íåëèíåéíîé ñèñòåìå ñóáãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñóùåñòâóþò íàðÿäó ñ îñíîâíûìè

âûíóæäåííûìè è ïðåäñòàâëÿþò ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ, ïîääåðæèâàåìûå âûíóæäàþùåé

ñèëîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñóáãàðìîíè÷åñêèé ðåçîíàíñ, âèáðîäèàãíîñòèêà óñòàëîñò-

íîãî ïîâðåæäåíèÿ, äûøàùàÿ òðåùèíà, íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ.

Ââåäåíèå. Â ñâÿçè ñ îïàñíîñòüþ ïîÿâëåíèÿ óñòàëîñòíûõ òðåùèí â êîíñò-

ðóêöèÿõ, ýêñïëóàòèðóåìûõ â óñëîâèÿõ âèáðàöèîííîãî íàãðóæåíèÿ, âîïðîñû

êîëåáàíèé óïðóãèõ òåë ïðè íàëè÷èè òðåùèí è ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ èõ âèáðî-

äèàãíîñòèêè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé. Ñîñòîÿíèå ñ

èçó÷åíèåì ýòèõ âîïðîñîâ äàíî, â ÷àñòíîñòè, â îáçîðàõ [1–3].

Íàèáîëüøåå ðàçâèòèå â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷èëè ðàáîòû ïî èññëå-

äîâàíèþ âëèÿíèÿ òðåùèí íà èçìåíåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ôîðì êîëå-

áàíèé [3–7]. Îäíàêî ÷óâñòâèòåëüíîñòü äàííûõ ïàðàìåòðîâ ê íàëè÷èþ ìàëûõ

è çàêðûâàþùèõñÿ òðåùèí îòíîñèòåëüíî íèçêàÿ. Ýòî îáóñëîâèëî ïîâûøåííûé

èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ

óïðóãèõ òåë ñ çàêðûâàþùåéñÿ, èëè äûøàùåé òðåùèíîé (breathing crack) â

îáëàñòè ñóïåð- è ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ [8–17]. Ïðè ýòîì êàê ïðè

àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè [11, 12], òàê è ÷èñëåííîì ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíå÷íî-

ýëåìåíòíîé ìîäåëè è ìåòîäà íîðìàëüíûõ ôîðì êîëåáàíèé, èëè ãëàâíûõ

êîîðäèíàò [13–15, 18] ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà ðåçîíèðóþùàÿ ôîðìà êîëåáàíèé,

è ïîëó÷àåìûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé äëÿ ïîëóöèêëà îòêðû-

òîé è çàêðûòîé òðåùèíû, îòëè÷àþùèåñÿ ãëàâíûì îáðàçîì ìàòðèöàìè æåñò-

êîñòè, ôàêòè÷åñêè ñâîäÿò çàäà÷ó ê èññëåäîâàíèþ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé

êàê ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû.

Ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ðàçìåðàõ òðåùèíû íîðìàëüíîãî îòðûâà ìîæíî

ïðåíåáðå÷ü íåêîòîðûì èçìåíåíèåì ôîðìû êîëåáàíèé ïðè îòêðûòèè òðåùè-

íû, è äëÿ äàííîé ðåçîíèðóþùåé ôîðìû êîëåáàíèé óïðóãîå òåëî ðàññìàò-

ðèâàòü êàê ñèñòåìó ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ñ áèëèíåéíîé àñèììåòðè÷íîé

õàðàêòåðèñòèêîé âîññòàíàâëèâàþùåé ñèëû [19–26]. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-

íåíèå âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé òàêîé ñèñòåìû â ñëó÷àå âÿçêîãî òðåíèÿ óäîá-

íî ïðåäñòàâèòü â âèäå [22, 26]
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ãäå ïàðàìåòð íåëèíåéíîñòè ñèñòåìû � ðàâåí îòíîñèòåëüíîìó èçìåíåíèþ åå

æåñòêîñòè K ïðè îòêðûòèè òðåùèíû,

�� �( )K K Kò (2)

(K ò – æåñòêîñòü ñèñòåìû ñ îòêðûòîé òðåùèíîé).

Ïàðàìåòð � âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ óäîáíî îïðåäåëÿòü ÷åðåç ýíåðãåòè÷åñêóþ

õàðàêòåðèñòèêó ïîâðåæäåííîñòè � [16]:

� � �� �( ),1 ��	
 
�ò , (3)

ãäå 	
 ò – ïðèðàùåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèè óïðóãîãî òåëà,

îáóñëîâëåííîå íàëè÷èåì îòêðûòîé òðåùèíû è âû÷èñëÿåìîå ÷åðåç êîýôôè-

öèåíò èíòåíñèâíîñòè íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé íà îñíîâå àíàëèçà íîìèíàëü-

íîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ íåïîâðåæäåííîãî òåëà (��0) ïðè åãî âûíóæ-

äåííûõ êîëåáàíèÿõ â èññëåäóåìîé ðåçîíàíñíîé îáëàñòè; 
 0 – ïîòåíöèàëüíàÿ

ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè òàêæå íåïîâðåæäåííîãî òåëà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîñòàâ-

ëÿþùåé åãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïî ðåçîíèðóþùåé ôîðìå ïðè óêàçàííûõ êîëå-

áàíèÿõ.

Êîëåáàòåëüíàÿ ñèñòåìà, îïèñûâàåìàÿ óðàâíåíèåì (1), îòíîñèòñÿ ê ñïåöè-

ôè÷åñêîìó êëàññó ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ ñèñòåì – òàê íàçûâàåìîé êóñî÷íî-

ëèíåéíîé ñèñòåìå, óñëîæíåííîé â äàííîì ñëó÷àå íåñèììåòðè÷íîñòüþ óïðó-

ãîé õàðàêòåðèñòèêè, îáóñëîâëèâàþùåé íåèçâåñòíîñòü ìîìåíòà èçìåíåíèÿ

çíàêà ïåðåìåùåíèÿ.

Êàê èçâåñòíî [27], àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) äëÿ ñëó÷àÿ âû-

íóæäåííûõ êîëåáàíèé (q�0) ââèäó ñëîæíîñòè íàõîäèòñÿ äëÿ îáëàñòè ñóïåð-

è ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ:

ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà, óñðåäíåíèÿ, Êðûëîâà–Áîãîëþáîâà è äð. Îòíîñèòåëü-

íàÿ ãðîìîçäêîñòü ïîëó÷àåìûõ çà÷àñòóþ îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé ëèáî òðóä-

íîñòè â îïðåäåëåíèè óäîáíûõ äëÿ àíàëèçà çàâèñèìîñòåé îáóñëîâëèâàþò íå-

îáõîäèìîñòü ïðèìåíåíèÿ èìåþùèõ íåäîñòàòêè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, íàïðèìåð

óñðåäíåíèÿ ïî óñêîðåíèþ èëè Ðóíãå-Êóòòà, ñ ïîñëåäóþùèì âûïîëíåíèåì

ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà. Òðóäíîñòè âîçíèêàëè è ïðè ïîëó÷åíèè ðåøåíèé äëÿ

îáëàñòè îñíîâíîãî ðåçîíàíñà, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ [24,

28] íå ñîîòâåòñòâîâàëè äåéñòâèòåëüíîé êàðòèíå êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà.

Äëÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé è îñíîâíîãî ðåçîíàíñà ñ ïîìîùüþ àñèìï-

òîòè÷åñêîãî ìåòîäà íåëèíåéíîé ìåõàíèêè ðàíåå [22] ïîëó÷åíî ïðîñòîå ïðè-

áëèæåííîå ðåøåíèå, îïðåäåëÿþùåå (ïðè ââåäåíèè íîâîãî ñäâèãà ôàç �
�� �� �2 ) ñëåäóþùèå ïðîñòûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îñíîâíûìè ãàðìîíè-

êàìè êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà:

u t A A t A n tn

n

( ) sin( ) cos ( ),

, ,...
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�

�0 1 0 0

2 4

� � � � (4)
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Äëÿ ñóïåð- è ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñîâ âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå

ïðîñòîãî ìåòîäà: óäîâëåòâîðåíèå óðàâíåíèÿ (1) íà êàæäîì ÷åòâåðòü öèêëå

ïðåîáëàäàþùåé ãàðìîíèêè â ìîìåíòû èçâåñòíîãî çíàêà ïåðåìåùåíèÿ [25,

26]. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îáëàñòè ñèëüíîãî ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïîðÿäêà

1/2, ò.å. ïðè ÷àñòîòå âîçáóæäåíèÿ � , ðàâíîé óäâîåííîé ÷àñòîòå ñâîáîäíûõ

êîëåáàíèé (� ��2 0), ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü îñíîâíîãî âèáðîäèíàìè÷åñêîãî

ïàðàìåòðà íàëè÷èÿ òðåùèíû îò ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè ñèñòåìû �, à èìåí-

íî: îòíîøåíèÿ àìïëèòóäû îñíîâíîé (ïåðâîé) ðåçîíèðóþùåé ãàðìîíèêè À1 ê

àìïëèòóäå ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòîé âîçáóæäåíèÿ À2 :
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Â íàñòîÿùåì ñîîáùåíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå ïðîñòîé è òî÷íûé ìåòîä

íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) êàê äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîãî, òàê è îñíîâ-

íîãî ðåçîíàíñîâ. Ïðè ýòîì ïîëàãàëè, ÷òî äëÿ äàííîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû

ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå ïðè îñíîâíîì ðåçîíàíñå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâî-

áîäíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, ïîääåðæèâàåìûå âûíóæäàþùåé ñèëîé. Ñóáãàðìî-

íè÷åñêèå êîëåáàíèÿ òàêæå ïðåäñòàâëÿþò ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ, ïîääåðæèâà-

åìûå äàííûì âîçáóæäåíèåì, íî ñóùåñòâóþò íàðÿäó ñ îñíîâíûìè âûíóæ-

äåííûìè êîëåáàíèÿìè ïðè ÷àñòîòå âîçáóæäåíèÿ, ðàâíîé îäíîé èç âûñøèõ

ãàðìîíèê ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ àìïëèòóäû ðåçîíàíñíûõ

êîëåáàíèé ñëåäóåò îïðåäåëÿòü èç áàëàíñà ïîäâîäèìîé è ðàññåèâàåìîé ýíåð-

ãèé çà ïåðèîä îñíîâíîé ãàðìîíèêè ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé.

Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ. Äëÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé (q�0) èñïîëüçîâàíèå

ìåòîäà ïðèïàñîâûâàíèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1)

[19, 24, 28]. Òàê, ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ u( )0 0� è �( ) ,u 0 0��� ïðåíåáðåãàÿ

çàòóõàíèåì êîëåáàíèé â ïðåäåëàõ îäíîãî öèêëà è íåñóùåñòâåííûì âëèÿíèåì

âÿçêîãî òðåíèÿ íà ÷àñòîòó êîëåáàíèé, ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
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Ïðåäñòàâèâ íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ (8) â âèäå ðÿäà Ôóðüå
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Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ òî÷íîãî ðåøåíèÿ (9) ñ ïðè-

áëèæåííûì (4) ïîçâîëÿåò, ïðåíåáðåãàÿ ìåíåå çíà÷èìûìè íå÷åòíûìè ãàðìî-

íèêàìè, çàïèñàòü ðåøåíèå â áîëåå ïðîñòîì âèäå (4), óòî÷íèâ çíà÷åíèÿ À0 è
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Îñíîâíîé ðåçîíàíñ (� �� 0). Ïðèíèìàÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â âèäå (4)

ñ ó÷åòîì (12) è âîçìîæíûõ çíà÷åíèé àìïëèòóä âûñøèõ ãàðìîíèê ïðè äîïóñ-

òèìîé âñëåäñòâèå ïðåíåáðåæåíèÿ èçìåíåíèåì ôîðìû êîëåáàíèé âåëè÷èíå ïà-

ðàìåòðà ��0 3, , àìïëèòóäà ïåðâîé, îñíîâíîé ãàðìîíèêè îïðåäåëèòñÿ ñ äîñòà-

òî÷íîé òî÷íîñòüþ èç ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ �� �u hu u� � �2 0
2�

� q tsin :�

A
q

h
1

0
2 2 2 2 24

�
� �( )

;
� � �

tg �
� �

�
�

�

2

0
2 2

hv
. (13)

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ïî ôîðìóëàì (12), (13) ñ äàííûìè ÷èñ-

ëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà ñ

ïîñëåäóþùèì ãàðìîíè÷åñêèì àíàëèçîì ïîêàçûâàåò èõ õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå

â äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû âîçáóæäåíèÿ � �� #( , %) .1 0 01 0

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû âåëè÷èíû ðàñõîæäåíèÿ (â %) ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà

ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé (	 0), àìïëèòóäû ïåðâîé (	1) è âòîðîé (	 2) ãàðìî-

íèê êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà â îáëàñòè îñíîâíîãî ðåçîíàíñà äëÿ ðÿäà çíà÷å-
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íèé ïàðàìåòðà � è êîýôôèöèåíòà âÿçêîãî äåìïôèðîâàíèÿ h ïðè ðàçëè÷íîì

îòíîñèòåëüíîì îòêëîíåíèè (	�) ÷àñòîòû âîçáóæäåíèÿ � îò ñîáñòâåííîé

÷àñòîòû ñèñòåìû �0 ñ óêàçàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî óðîâíÿ ðåçîíàíñíîãî

ïèêà A Amax .

Íà ðèñ. 1 â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåíà ðàñ÷åòíàÿ àìïëèòóäíî-÷àñòîòíàÿ

õàðàêòåðèñòèêà îñíîâíîé (ïåðâîé) ãàðìîíèêè ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé, ðàñ-

ñ÷èòàííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (13) ïðè q�0 1, ; ��1; h�0 0016, è

��0 2, .

Îòíîñèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé À À À0 0 1� è àìïëè-

òóäû âòîðîé ãàðìîíèêè À À À2 2 1� , îïðåäåëÿåìûå èç ôîðìóë (12), ìîãóò ñëó-

æèòü âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè ñòåïåíè íåëèíåéíîñòè ñèñòåìû,
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Ò à á ë è ö à 1

Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ðàñ÷åòà ïî ôîðìóëàì (12), (13) çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ êîëåáàíèé

ïðè îñíîâíîì ðåçîíàíñå

h � 	�, % A Amax 	0 , % 	1 , % 	2 , %

0,0016 0,200 0 1,00 0,437 0,105 0,589

0,250 0 1,00 0,026 0,171 0,279

0,277 0 1,00 0,676 0,216 0,030

0,200 �0,659 0,25 0,435 0,122 �1,171

�0,294 0,50 0,435 0,131 �0,198

0,293 0,50 0,438 0,068 1,377

�0,173 0,70 0,436 0,132 0,128

0,0080 0,200 �3,333 0,25 0,426 0,113 �8,194

Ðèñ. 1. Ðàñ÷åòíàÿ àìïëèòóäíî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà îñíîâíîé ãàðìîíèêè ðåçîíàíñíûõ

êîëåáàíèé. (Çäåñü è íà ðèñ. 2–4: òî÷êè – äàííûå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.)

� �0

A1

Ê âîïðîñó ïðèáëèæåííîãî îïðåäåëåíèÿ âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà ...



îáóñëîâëåííîé íàëè÷èåì òðåùèíû, êîòîðûå íå çàâèñÿò íè îò çíà÷åíèé âûíóæ-

äàþùåé ñèëû íè îò äåìïôèðóþùåé ñïîñîáíîñòè ñèñòåìû. Ïðåèìóùåñòâî

èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ îòíîñèòåëüíûì èçìåíåíèåì

ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû, èëè ÷àñòîòû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé �
�

�0

1 1

1 1
�

� �

� �
ñîñòîèò â èñêëþ÷åíèè òðóäîåìêîé ïðîöåäóðû ïàñïîðòèçàöèè èñõîäíûõ çíà-

÷åíèé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ.

Îäíàêî ñóùåñòâåííûé èõ íåäîñòàòîê – âåñüìà íèçêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü, ñîèç-

ìåðèìàÿ ñ èçìåíåíèåì ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû (ðèñ. 2).

Ñóáãàðìîíè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Ïðè ÷àñòîòå âîçáóæäåíèÿ, áëèçêîé ê ÷àñ-

òîòå k-é ãàðìîíèêè (� ��� 0) ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé (4), âîçìîæíî âîçíèêíî-

âåíèå ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïîðÿäêà 1 k. Ñîãëàñíî ïðèíÿòîìó ïîëî-

æåíèþ î ôèçè÷åñêîé ïðèðîäå ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïîëàãàåì, ÷òî

ïðè ðàññìàòðèâàåìîì âîçáóæäåíèè íàðÿäó ñ îñíîâíûìè âûíóæäåííûìè êîëå-

áàíèÿìè À tâ âsin( )� �� âîçíèêàþò êîëåáàíèÿ ñî ñïåêòðîì ñâîáîäíûõ êîëåáà-

íèé, èëè îñíîâíîãî ðåçîíàíñà A
k

t A n
k

tn n

n

1

2 4

sin cos ,

, ,...

�
�

�
��

�

�
�

�

�
�� �

�

�
�

�

�
�

�

� è ðå-

øåíèå óðàâíåíèÿ (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

u t A A
k

t A t( ) sin sin( )� � �
�

�
�

�

�
�� � �0 1

�
� � �â â

� � � �
�

�
�

�

�
�

�

�A t A n
k

tk k n n

n k

sin( ) cos ,� �
�

� (14)
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Ðèñ. 2. Ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíûõ àìïëèòóä À0 (1), À2 (2) è ÷àñòîòû �0 (3) îò

ïàðàìåòðà ïîâðåæäåííîñòè �.

A A0 2 0, , | |�

�
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ãäå À0 è Àn îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç àìïëèòóäó íèçøåé, ïåðâîé ãàðìîíèêè ïî

ôîðìóëàì (12); � � �k k� �2 ; � �k k� ; � �n n� .

Â äàííîì ñëó÷àå ïðåíåáðåãàåì íå÷åòíûìè ãàðìîíèêàìè è èñêëþ÷àåì

âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà ñóáãàðìîíè÷åñêèõ

ðåçîíàíñîâ. Äëÿ èõ ó÷åòà íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííîå äëÿ ñâîáîä-

íûõ êîëåáàíèé òî÷íîå ðåøåíèå (9).

Àìïëèòóäà Àâ è ñäâèã ôàçû � â îñíîâíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé

îïðåäåëÿþòñÿ, êàê è ïðè îñíîâíîì ðåçîíàíñå, èç ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîãî

óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ïî ôîðìóëàì (13) ïðè � �� k 0 . Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå

îò èçâåñòíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ [29], cîãëàñíî êîòîðîìó ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì

ðåçîíàíñå çàêîí äâèæåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò çàêîíó ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé, â

äàííîì ñëó÷àå ïîëàãàåì ñóùåñòâîâàíèå ñóáãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé íàðÿäó

ñ îñíîâíûìè âûíóæäåííûìè.

Ïîäâîäèìàÿ ýíåðãèÿ, ïîääåðæèâàþùàÿ ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ, îïðåäåëÿ-

åòñÿ ðàáîòîé âûíóæäàþùåé ñèëû íà ïåðåìåùåíèÿõ òîëüêî èõ k-é ãàðìîíèêè

çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïåðâîé ãàðìîíèêè T k�2� �( ):

	W k qA
k

k
Aq k k k� �

�

�
� �

� �

�
�sin

( , )

( )
sin ,

2 1 0 6

12 2 1 (15)

ãäå

�
�

� �
k

h

k
�

�

�
arctg

2

0
2 2( )

. (16)

Ðàáîòà äèññèïàòèâíûõ ñèë, â äàííîì ñëó÷àå âÿçêîãî òðåíèÿ, íà ïåðåìå-

ùåíèÿõ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé çà ïåðèîä Ò áóäåò

	W h
k

A n
k

Ah n

n

� �
�

�

�
�

�

�

�
��

�

�2 1
2 2

2 4

�
� �

, ,...

� �
�

�

�

�
�
�

�

�
�
�

�

�

�
�

�

�2 1
2 1 0 6

12 2

2

2 4

�
� � �

�k
h n

nn

( , )

( ), ,...

�

�

�
�

A1
2 . (17)

Èç óñëîâèÿ áàëàíñà ýíåðãèé, ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ïðèåìëåìûõ â ñëó÷àå

ðàññìàòðèâàåìîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óïðóãîé ñèñòåìû ñ òðåùèíîé çíà÷åíèé

��0 3, [30] âåëè÷èíîé ñóììû – âòîðîãî ÷ëåíà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ìîæíî

ïðåíåáðå÷ü, è, âûðàæàÿ sin � k ÷åðåç çíà÷åíèå òàíãåíñà (16), íàõîäèì

A
k q

k k h
1

2

2 2
0

2 2 2 2 2

2 1 0 6

1 4
�

�

� � �

� �

� � � �

( , )

( ) [( ) ]
. (18)

Äàëåå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî ïðè ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå êîëåáàòåëü-

íîãî ïðîöåññà áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ äâóõ ïðåäñòàâëåííûõ â

(14) ãàðìîíèê ñ ÷àñòîòîé � �� k 0 :
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A t A t A tk k k kâ âsin( ) sin( ) sin( )� � � � � �� � � � �$ $ (19)

ïðè

A À À A Àk k k k$ � � � �â â â
2 2 2 cos( );� � (20)

�
� �

� �k
k k

k k

A A

A A$ �
�

�
arctg

â â

â â

sin sin

cos cos
, (21)

ãäå Àâ è � â âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (13) ïðè À À1% â è � �% k , à Ak è

� k – ïî (12), (16) ïðè ó÷åòå (18).

Ñëåäîâàòåëüíî, îñíîâíûì âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèì ïàðàìåòðîì ïîâðåæ-

äåííîñòè ñèñòåìû ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå áóäåò íå îòíîøåíèå

àìïëèòóä À1 ê Ak , êàê ýòî ñëåäóåò èç [30], à îòíîøåíèå àìïëèòóä À1 ê Ak$.

Îöåíèì äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà íà ïðèìåðå íàèáîëåå çíà÷è-

ìîãî â äàííîì ñëó÷àå ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïîðÿäêà 1/2 (� ��2 0,

k�2). Äëÿ íàñòðîåííîãî ðåçîíàíñà (� ��2 0, � �2 2�� , � �2 �� ), ó÷èòûâàÿ

÷òî � �â&&| |2 è cos( )� �â� 2 ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíûì íóëþ, ïîëó÷àåì â

ÿâíîì âèäå îòíîñèòåëüíî ïðîñòóþ çàâèñèìîñòü âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðà-

ìåòðà À À À1 2 1 2/ � $ îò ïàðàìåòðà �:

A

h
h

1 2
0

2
0

2 1 0 6

9
1

9

2 1 0 6

9

/

( , )

( , )

�
�

�
��

�
�

�

�
�

�

�
�
�

�

� � �

�
� �

�

�

�
�
�

2
.

(22)

Êàê âèäíî, îòíîøåíèå àìïëèòóä ãàðìîíèê êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà ïðè

ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå, â îòëè÷èå îò îñíîâíîãî ðåçîíàíñà, ñóùåñòâåííî

çàâèñèò îò äåìïôèðóþùåé ñïîñîáíîñòè êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû, íî, êàê è

ïðè îñíîâíîì ðåçîíàíñå, íå çàâèñèò îò óðîâíÿ âîçáóæäåíèÿ.

Ñðàâíåíèå ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé À1 , À2 , À1 2/ ñ äàííûìè ÷èñëåííîãî ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ (1) ïîêàçûâàåò âåñüìà õîðîøåå èõ ñîãëàñîâàíèå. Â êà÷åñòâå

ïðèìåðà â òàáë. 2 äëÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ��1, q�0 1, , h�0 0008, ïðèâå-

äåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà è ÷èñëåííîãî îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ À1 è À1 2/ .

Îòìåòèì, ÷òî âîçìîæíîñòü äîñòîâåðíîãî îïðåäåëåíèÿ óêàçàííûõ ïàðà-

ìåòðîâ êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà â ðåçîíàíñíîé îáëàñòè, ò.å. èñïîëüçîâàíèå

ôîðìóë (18)–(21), îãðàíè÷èâàåòñÿ íåêîòîðîé âåëè÷èíîé îòêëîíåíèÿ ÷àñòîòû

âîçáóæäåíèÿ � îò ÷àñòîòû ñîîòâåòñòâóþùåé ãàðìîíèêè ñâîáîäíûõ êîëåáà-

íèé, ðàâíîé 2 0� (òàáë. 3). Çíà÷èìîñòü óêàçàííîé ðåçîíàíñíîé îáëàñòè çàâè-

ñèò îò äîáðîòíîñòè ñèñòåìû, îïðåäåëÿåìîé êîýôôèöèåíòîì âÿçêîãî äåìïôè-

ðîâàíèÿ h. Òàê, ïðè îòíîñèòåëüíî âûñîêîé äîáðîòíîñòè ñèñòåìû (h�0 0008, )

ïðèåìëåìîå èçìåíåíèå ÷àñòîòû âîçáóæäåíèÿ, êàê è ïðè îñíîâíîì ðåçîíàíñå

(ðèñ. 2), îõâàòûâàåò ïðàêòè÷åñêè âåñü ðåçîíàíñíûé ïèê (ðèñ. 3). Òàêèì

îáðàçîì, ïðèìåíèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ

êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå îïðåäåëÿåòñÿ íå

óðîâíåì îòëè÷èÿ ôèêñèðóåìîé àìïëèòóäû êîëåáàíèé À îò ìàêñèìàëüíîé

ðåçîíàíñíîé àìïëèòóäû Àðåç, à ðàññòðîéêîé ÷àñòîò � è k�0 (òàáë. 2, 3).
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Â çàêëþ÷åíèå ñðàâíèì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà çàâèñèìîñòè âèáðîäèàãíîñòè-

÷åñêîãî ïàðàìåòðà À1 2/ ïî ôîðìóëå (22) ñ ïîëó÷åííîé (6) äðóãèì ìåòîäîì.

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè À1 2/ ( )� äëÿ ñèñòåìû ñ êîýôôèöèåíòîì

h�0 0008, ïðè íàñòðîåííîì ðåçîíàíñå (� ��2 0).

Êàê âèäíî, ðåøåíèå (22) ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ ÷èñëåííûì, à (6)

ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó è âîçðàñòàþùåìó ðàñõîæäåíèþ ðåçóëüòàòîâ ïðè

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû �'0 25, . Â îïðå-

äåëåííîé ìåðå ýòî îáóñëîâëåíî íåäîñòàòî÷íî òî÷íûì çàäàíèåì âåëè÷èíû

ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé À0 . Â äàííîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ çíà÷åíèå

A À0 1� ( ) ,� � ïîëó÷åííîå äëÿ ñïåêòðà ãàðìîíèê îñíîâíîãî ðåçîíàíñà (5) è íå

ó÷èòûâàþùåå âîçìîæíîå âëèÿíèå îñíîâíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé

À tâ âsin( )� �� â îáëàñòè ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè
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Ò à á ë è ö à 2

Äàííûå ðàñ÷åòà è ÷èñëåííîãî îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ À1 è À1 2/

ïðè íàñòðîåííîì ðåçîíàíñå

� À1 À1 2/

0,100 0 96259

0 95944

,

,

26 81775

26 45444

,

,

0,150 1 50684

1 50133

,

,

37 49332

37 43809

,

,

0,200 2 09748

2 08674

,

,

41 93237

41 86130

,

,

0,250 2 73868

2 72923

,

,

40 38487

40 27370

,

,

0,277 3 10772

3 09640

,

,

38 25385

38 58801

,

,

0,350 4 19456

4 19482

,

,

31 67311

31 37885

,

,

Ïðèìå÷àíèå. Çäåñü è â òàáë. 3: íàä ÷åðòîé ïðèâåäåíû äàííûå ðàñ÷åòà, ïîä ÷åðòîé – ÷èñëåííîå

ðåøåíèå.

Ò à á ë è ö à 3

Äàííûå ðàñ÷åòà è ÷èñëåííîãî îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ À1, À2$ è À1 2/

â ðåçîíàíñíîé îáëàñòè

� �

�

�2

2

0

0

, %
h q A Aðåç À1 À2$ À1 2/

�0,0694 0,0008/0,1 0,48684 1 00321

1 00617

,

,

0 05197

0 04940

,

,

19 3110

20 3641

,

,

�0,4033 0,0080/1,0 0,71233 1 43840

1 45621

,

,

0 39515

0 36316

,

,

3 6410

4 0097

,

,

�2,4800 0,0160/1,0 0,45580 0 31010

0 23833

,

,

0 40791

0 40305

,

,

0 7600

0 5913

,

,
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íåçíà÷èòåëüíîì èçìåíåíèè âåëè÷èíû À0 óæå ïðè �(0 2, îòìå÷àåòñÿ ñóùåñò-

âåííîå âëèÿíèå íà ðàññìàòðèâàåìûé âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèé ïàðàìåòð. Òàê,

ïðè óâåëè÷åíèè À0 è ñîîòâåòñòâåííî êîýôôèöèåíòà ïðè �2 â ôîðìóëå (7) â

( , )1 0 08� � ðàçà, ÷òî ïðè ��0 3, ñîñòàâëÿåò âñåãî 2,4%, ñóùåñòâåííî èçìå-

íÿåòñÿ ðàñ÷åòíàÿ çàâèñèìîñòü À1 2/ ( )� â îáëàñòè áîëüøèõ çíà÷åíèé ïàðà-

ìåòðà �.
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Ðèñ. 3. Àìïëèòóäíî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà îñíîâíîé ðåçîíèðóþùåé ãàðìîíèêè â îáëàñòè

ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà (� �� 2 0), ïîñòðîåííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (18) ïðè

q� 0 1, , � � 0 2, , ��1 è h� 0 0008, .

A1

� �0

Ðèñ. 4. Ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà À1 2/ îò ïàðàìåòðà íåëèíåé-

íîñòè ñèñòåìû � ïðè q� 0 1, , ��1 è h� 0 0008, , îïðåäåëåííûå ïî ôîðìóëàì (22) – 1 è (6), (7)

ïðè çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà ïðè �2 , ðàâíîì 0,5 – 2 è 0 5 1 0 08, ( , )� � – 3.

A1 2/

�

Â. Â. Ìàòâååâ, Î. Å. Áîãèíè÷



Äëÿ îöåíêè çíà÷èìîñòè ó÷åòà ãàðìîíèêè âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé

À tâ âsin( )� �� íà ðèñ. 4 øòðèõîâîé ëèíèåé ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü À1 2/ ( )� �

�
�

9

2 1 0 6

�

� �( , )
, êîòîðàÿ ñëåäóåò èç ïðèíÿòîãî â [29] ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî çàêîí

äâèæåíèÿ ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå íå ñîîòâåòñòâóåò çàêîíó ñâîáîä-

íûõ êîëåáàíèé (4), (12). Êàê âèäíî, çíà÷åíèå À1 2/ ( )� â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñò-

âåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïîëó÷åííîãî ïî ôîðìóëå (22) è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ,

îñîáåííî â îáëàñòè íàèáîëåå âàæíûõ äëÿ äèàãíîñòèêè ìàëûõ çíà÷åíèé

ïàðàìåòðà �, è íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòà h.

Çàêëþ÷åíèå. Ðàññìîòðåíî íàèáîëåå ïðîñòîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñóùåñòâåííî íåëèíåé-

íîé ñèñòåìû (1) äëÿ îáëàñòè ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ. Ðåøåíèå ïîëó-

÷åíî èñõîäÿ èç ïîëîæåíèÿ, ÷òî ñóáãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ âîçíèêàþò íàðÿ-

äó ñ îñíîâíûìè âûíóæäåííûìè è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñïåêòð ñâîáîäíûõ

êîëåáàíèé ñèñòåìû, ïîääåðæèâàåìûõ âûíóæäàþùåé ñèëîé, à èõ óðîâåíü

îïðåäåëÿåòñÿ èç áàëàíñà ïîäâîäèìîé è ðàññåèâàåìîé ýíåðãèé çà ïåðèîä

îñíîâíîé, ïåðâîé ãàðìîíèêè. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ êîëåáàòåëüíîãî

ïðîöåññà äëÿ îáëàñòè ñóáðåçîíàíñà ïîðÿäêà 1/2 ïîêàçàëè èõ ñòðîãîå ñîîòâåò-

ñòâèå äàííûì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà ñ

ïîñëåäóþùèì ãàðìîíè÷åñêèì àíàëèçîì ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.

Îòíîøåíèå àìïëèòóä îñíîâíîé, ïåðâîé ãàðìîíèêè ñóáãàðìîíè÷åñêèõ

êîëåáàíèé è ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòîé âîçáóæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà âûñîêî-

÷óâñòâèòåëüíûì âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèì ïàðàìåòðîì ñòåïåíè íåëèíåéíîñòè

êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû, îáóñëîâëåííîé íàëè÷èåì äûøàùåé òðåùèíû.

Ð å ç þ ì å

Îö³íþºòüñÿ äîñòîâ³ðí³ñòü îäíîãî ç íàéá³ëüø ïðîñòèõ ìåòîä³â ðîçðàõóíêó

ïàðàìåòð³â êîëèâàëüíîãî ïðîöåñó â îáëàñò³ ñóáãàðìîí³÷íîãî ðåçîíàíñó ïðóæ-

íîãî ò³ëà çà íàÿâíîñò³ äèõàþ÷î¿ òð³ùèíè, øî ìîäåëþºòüñÿ ñèñòåìîþ ç îäíèì

ñòóïåíåì â³ëüíîñò³ ç á³ë³í³éíîþ àñèìåòðè÷íîþ õàðàêòåðèñòèêîþ â³äíîâëþ-

âàëüíî¿ ñèëè. Ìåòîä áàçóºòüñÿ íà ïîëîæåíí³, ùî â íåë³í³éí³é ñèñòåì³ ñóá-

ãàðìîí³÷í³ êîëèâàííÿ º ïîðÿä ç îñíîâíèìè âèìóøåíèìè ³ ïðåäñòàâëÿþòü

â³ëüí³ êîëèâàííÿ, ùî ï³äòðèìóþòüñÿ âèìóøåíîþ ñèëîþ.
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