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Èíñòèòóò ïðîáëåì ïðî÷íîñòè èì. Ã. Ñ. Ïèñàðåíêî ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ, Óêðàèíà

Ðàññìîòðåíà ìåòîäîëîãèÿ ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà äâóõñëîéíûõ �-ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâ-

íåíèé òåîðèè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, îïèñûâàþùèõ íåèçîòåðìè÷åñêèå ïðîöåññû íàãðóæåíèÿ

ïî êðèâîëèíåéíûì òðàåêòîðèÿì äåôîðìèðîâàíèÿ ìàëîé êðèâèçíû. Â ýòîì ñëó÷àå íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå çàâèñèò îò èñòîðèè òåðìîñèëîâîãî íàãðóæåíèÿ, è ïðîöåññ

íåóïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ äîëæåí ïðîñëåæèâàòüñÿ íà âñåì èññëåäóåìîì èíòåðâàëå âðåìåíè

ïðè ïîøàãîâîì ðåøåíèè êðàåâîé çàäà÷è. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ìîäåëè

áàçèðóþòñÿ íà óðàâíåíèÿõ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ Ïðàíäëÿ–Ðåéññà è óñëîâèè òåêó÷åñòè

Ãóáåðà–Ìèçåñà. Ïðîöåññ íàãðóæåíèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà îòäåëüíûå ðàñ÷åòíûå ýòàïû ïî âðåìå-

íè. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ óðàâíåíèÿ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ èíòåãðèðóþòñÿ çà ýòàï íàãðóæå-

íèÿ. Ïðåäëîæåíà îáùàÿ ñõåìà ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà äâóõñëîéíûõ �-ñõåì

èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ. Ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ

ðàññìàòðèâàåìûå óðàâíåíèÿ ïëàñòè÷íîñòè ñîãëàñóþòñÿ ñ ïðèíöèïîì íåîáðàòèìîñòè ðîáî-

òû íà ïðèðàùåíèÿõ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé è ïîñòóëàòîì óïðî÷íåíèÿ Äðóêåðà. Â êà÷åñòâå

ïðèìåðà, èëëþñòðèðóþùåãî ñâîéñòâà ýòèõ óðàâíåíèé ïëàñòè÷íîñòè, ðåøåíà çàäà÷à î äåôîð-

ìàöèè êðóãëîé òîíêîñòåííîé òðóáû, íàõîäÿùåéñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì îñåâîãî ðàñòÿæåíèÿ è

êðóòÿùåãî ìîìåíòà. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è, ïîëó÷åííûå ñ

èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ äâóõñëîéíûõ ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ. Äàíû ïðàêòè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè

îòíîñèòåëüíî âûáîðà ïàðàìåòðà �.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ ïëàñòè÷íîñòè, äåâèàòîðû íàïðÿæåíèé è äåôîðìà-

öèé, íåèçîòåðìè÷åñêèå ïðîöåññû, óïðóãîïëàñòè÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå, òðàåê-

òîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ ìàëîé êðèâèçíû, ïðîïîðöèîíàëüíîå íàãðóæåíèå,

òåðìîìåõàíè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, ïîñòóëàò Äðóêåðà.

Ââåäåíèå. Ïðè èññëåäîâàíèè íåèçîòåðìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ óïðóãîïëàñòè-

÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïðîöåññ íàãðóæåíèÿ ðàçáèâàþò íà îòäåëüíûå âðåìåí-

íûå ýòàïû. Àíàëèç êèíåòèêè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðî-

âîäÿò ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðîñëåæèâàíèÿ èñòîðèè òåðìî-

ñèëîâîãî íàãðóæåíèÿ îò ýòàïà ê ýòàïó, êîãäà íà êàæäîì ïîñëåäóþùåì ýòàïå

ðåøåíèå çàäà÷è îïðåäåëÿþò ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî íà ïðåäûäóùåì. Âûáîð

ïðîäîëæèòåëüíîñòè ýòàïà íàãðóæåíèÿ çàâèñèò îò õàðàêòåðà èçìåíåíèÿ âíåø-

íåé íàãðóçêè è òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ, äåéñòâóþùèõ íà òåëî.

Ðåøåíèå ýâîëþöèîííîé óïðóãîïëàñòè÷åñêîé çàäà÷è íà îñíîâå òåîðèé

èíêðåìåíòàëüíîãî òèïà çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé,

äåôîðìàöèé è ïåðåìåùåíèé íà êàæäîì ýòàïå íàãðóæåíèÿ ïóòåì ðåøåíèÿ

ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèé èñêîìûõ âåëè÷èí

çà ýòàï íàãðóæåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è, ñôîðìóëè-

ðîâàííîé â ïðèðàùåíèÿõ, ïðèìåíÿþò ïðèáëèæåííûå ìåòîäû, ñ ïîìîùüþ

êîòîðûõ çàäà÷ó òåðìîïëàñòè÷íîñòè íà êàæäîì ýòàïå íàãðóæåíèÿ ñâîäÿò ê

ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ âñïîìîãàòåëüíûõ ëèíåéíûõ çàäà÷.
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Ñëåäóåò, îäíàêî, ó÷èòûâàòü, ÷òî ïðè ðåøåíèè óïðóãîïëàñòè÷åñêîé çàäà-

÷è â ïðèðàùåíèÿõ íà êàæäîì ýòàïå íàãðóæåíèÿ íåîáõîäèìî êîíòðîëèðîâàòü

òî÷íîñòü óäîâëåòâîðåíèÿ ðàçðåøàþùèì óðàâíåíèÿì, çàïèñàííûì äëÿ ïîëíûõ

çíà÷åíèé êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé, äåôîðìàöèé è ïåðåìåùåíèé, ïîñêîëüêó

êðàåâàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðèáëèæåííî äëÿ ïðèðàùåíèé ýòèõ âåëè÷èí è, ñëå-

äîâàòåëüíî, ïðè èõ ñëîæåíèè ìîæåò íàêàïëèâàòüñÿ ïîãðåøíîñòü.

Êðîìå òîãî, èñïîëüçîâàíèå îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé â ïðèðàùåíèÿõ

ïðåäïîëàãàåò áîëüøóþ ñòåïåíü ãëàäêîñòè àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé äëÿ

îáîáùåííûõ äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà, ïîñêîëüêó äëÿ óñòîé÷è-

âîñòè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà òðåáóåòñÿ îáåñïå÷èòü íåïðåðûâíîñòü êàñà-

òåëüíûõ ìîäóëåé ýòèõ äèàãðàìì.

Ñëåäóåò òàêæå ó÷èòûâàòü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè øàãîâî-èòåðàöèîííûõ

ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîé çàäà÷è, ñôîðìóëèðîâàííîé â ïðèðà-

ùåíèÿõ, ìîæåò èìåòü ìåñòî òàê íàçûâàåìûé ýôôåêò “ëîæíîé ðàçãðóçêè”,

êîãäà â ïðîöåññå àêòèâíîãî ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ â íåêîòîðûõ

òî÷êàõ òåëà íà ïîñëåäóþùèõ èòåðàöèÿõ ïðîèñõîäèò ðàçãðóçêà ïî óïðóãîìó

çàêîíó. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýôôåêòà ëîæíîé ðàçãðóçêè íåîáõîäèìî ëèáî çíà÷è-

òåëüíî óìåíüøèòü øàãè ïðèðàùåíèÿ íàãðóçêè, ëèáî ðàñïîëàãàòü ñðåäñòâàìè

îáíàðóæåíèÿ íåâåðíîé ðàçãðóçêè, ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ïðîäâèãàòüñÿ ïî

êðèâîé äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Ïåðâûé ñïîñîá

óâåëè÷èâàåò âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, âòîðîé – óñëîæíÿåò âû÷èñëèòåëüíûé

àëãîðèòì è íåóäîáåí ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè.

Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèÿ

ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ çà ýòàï íàãðóæåíèÿ ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ñèñòåìû ðàçðå-

øàþùèõ óðàâíåíèé íå äëÿ ïðèðàùåíèé, à äëÿ ïîëíûõ êîìïîíåíòîâ íàïðÿæå-

íèé, äåôîðìàöèé è ïåðåìåùåíèé. Èìåííî òàêîé ïîäõîä èñïîëüçóþò â ñâîèõ

ðàáîòàõ Þ. Í. Øåâ÷åíêî è åãî ó÷åíèêè â Èíñòèòóòå ìåõàíèêè èì. Ñ. Ï. Òèìî-

øåíêî ÍÀÍ Óêðàèíû. Íàïðèìåð, â [1, 2] ðàññìàòðèâàþòñÿ îïðåäåëÿþùèå

ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïóòåì ïîýòàïíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ïëàñ-

òè÷åñêîãî òå÷åíèÿ. Â ýòîé ñâÿçè ñëåäóåò îòìåòèòü ìåòîäèêó ðàñ÷åòà êèíåòèêè

íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé â ñâàðî÷íûõ êîíñòðóêöèÿõ, èñïîëüçóåìóþ â Èíñ-

òèòóòå ýëåêòðîñâàðêè èì. Å. Î. Ïàòîíà ÍÀÍ Óêðàèíû [3, 4].

Ïðèìåíåíèå óêàçàííîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ óïðóãîïëàñòè÷åñêîé çàäà÷è

ïîçâîëÿåò èçáåæàòü òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ ó÷åòîì ýôôåêòà ëîæíîé ðàçãðóç-

êè, âû÷èñëåíèåì êàñàòåëüíûõ ìîäóëåé ïî äèàãðàììàì äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòå-

ðèàëà è íàêîïëåíèåì îøèáîê ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è â ïðèðàùåíèÿõ,

÷òî ñïîñîáñòâóåò óñòîé÷èâîñòè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà. Ïðè ýòîì äëè-

òåëüíîñòü ýòàïà íàãðóæåíèÿ ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé, åñëè â ïðå-

äåëàõ âðåìåííîãî ýòàïà äåôîðìèðîâàíèå âñåõ òî÷åê òåëà ïðîèñõîäèò ïî

êðèâîëèíåéíûì òðàåêòîðèÿì ìàëîé êðèâèçíû, ÷òî çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàåò

âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû ïðè ÷èñëåííîì àíàëèçå.

Â òî æå âðåìÿ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî â ìåòîäèêå ðåøåíèÿ óïðóãî-

ïëàñòè÷åñêîé çàäà÷è [3, 4] ïðèíèìàåòñÿ äîïóùåíèå, ÷òî íà êàæäîì âðåìåí-

íîì ýòàïå íàãðóæåíèÿ êîìïîíåíòû íàïðàâëÿþùåãî äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé íå

èçìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ ýòàïà è àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè çíà÷å-

íèÿìè â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò íàãðóæåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ðå÷ü èäåò òîëüêî
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îá àïïðîêñèìàöèè êîìïîíåíò íàïðàâëÿþùåãî äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé â óðàâ-

íåíèÿõ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, à íå î òîì, ÷òî íà êàæäîì âðåìåííîì ýòàïå

ðåàëèçóåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîå íàãðóæåíèå [5].

Î÷åâèäíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé àïïðîêñèìàöèè êîì-

ïîíåíò äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé ñóùåñòâåííî óïðîùàåò èíòåãðèðîâàíèå óðàâ-

íåíèé ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ. Òåì íå ìåíåå äîïóùåíèå î òîì, ÷òî íà êàæäîì

âðåìåííîì ýòàïå íàïðàâëÿþùèé äåâèàòîð íàïðÿæåíèé íå èçìåíÿåòñÿ â ïðî-

öåññå íàãðóæåíèÿ, ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî îãðàíè÷åííûì. Â ÷àñòíîñòè, ïðè

îïèñàíèè ïðîöåññîâ ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ â óñëîâèÿõ ñëîæíîãî

íàãðóæåíèÿ ìîæåò âîçíèêíóòü íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ â ðàñ÷åòàõ äîñòà-

òî÷íî áîëüøîãî êîëè÷åñòâà âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ, ÷òî óâåëè÷èâàåò âðåìÿ

ðåøåíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîé çàäà÷è.

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ [1, 2] èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé ïëàñòè÷åñêîãî

òå÷åíèÿ çà ýòàï íàãðóæåíèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà èçâåñòíîé èç àíàëèçà òåîðåìå

Ëàãðàíæà î ñðåäíåì çíà÷åíèè [6], è ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî íà êàæäîì

âðåìåííîì ýòàïå êîìïîíåíòû íàïðàâëÿþùåãî äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé íå èçìå-

íÿþòñÿ â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ íå èñïîëüçóåòñÿ.

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè

îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷åííûõ ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé

ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ çà ýòàï íàãðóæåíèÿ [1–4], à òàêæå àíàëèç ñõîäèìîñòè

ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ

çàäà÷ â ýòèõ ðàáîòàõ íå îáñóæäàþòñÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî êîððåêòíîñòü óïîìÿ-

íóòûõ óðàâíåíèé ïëàñòè÷íîñòè ìîæåò èìåòü ìåñòî, åñëè íå íàðóøàþòñÿ

íåêîòîðûå îáùèå ïðèíöèïû, ïîëîæåííûå â îñíîâó òåîðèè òå÷åíèÿ ëþáîãî

âèäà. Ñ ó÷åòîì ýòîãî íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü òå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ óðàâ-

íåíèÿ ïëàñòè÷íîñòè ñîãëàñóþòñÿ ñ ïðèíöèïîì íåîáðàòèìîñòè ðàáîòû íà

ïðèðàùåíèÿõ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé è ïîñòóëàòîì óïðî÷íåíèÿ Äðóêåðà

[7]. Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíî-

çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äåâèàòîðàìè íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé, è, çíà-

÷èò, â ïðåäåëàõ ýòàïà íàãðóæåíèÿ âñåãäà ìîæíî âûðàçèòü íàïðÿæåíèÿ ÷åðåç

äåôîðìàöèè, è íàîáîðîò. Áîëåå òîãî, ïðè èññëåäîâàíèè óñëîâèé ðàçðåøè-

ìîñòè íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùåé ïðèíÿòîé ìîäåëè äåôîð-

ìèðîâàíèÿ, à òàêæå äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ê

òî÷íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è êîððåêòíîñòü îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ñîñòàâ-

ëÿåò îñíîâó ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Ðàíåå [8] áûëè ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåí-

íîñòè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è, îïèñûâàþùåé íåèçîòåðìè÷åñêèå ïðîöåññû

óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïî òðàåêòîðèÿì ìàëîé êðèâèçíû. Çàìå-

òèì, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à ñôîðìóëèðîâàíà íà îñíîâå îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíî-

øåíèé, ïîëó÷åííûõ èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèé ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ çà

ýòàï íàãðóæåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ [9], ÷òî ðàâíî-

ñèëüíî äîïóùåíèþ, ñîãëàñíî êîòîðîìó íà êàæäîì âðåìåííîì ýòàïå íàïðàâ-

ëÿþùèé äåâèàòîð íàïðÿæåíèé íå èçìåíÿåòñÿ â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ. Òàêèì

îáðàçîì, ïðèâåäåííûå [8] ðåçóëüòàòû àíàëèçà êðàåâîé óïðóãîïëàñòè÷åñêîé

çàäà÷è ñâèäåòåëüñòâóþò î êîððåêòíîñòè îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïðî-

öåññîâ ìàëîé êðèâèçíû â ôîðìå óðàâíåíèé, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ðàáîòàõ

[3, 4].

Ïîñòðîåíèå äâóõñëîéíûõ ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ...
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäîëîãè÷åñêèå àñïåêòû ïîñòðîå-

íèÿ ñåìåéñòâà äâóõñëîéíûõ �-ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé òåîðèè ïëàñ-

òè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, îïèñûâàþùèõ íåèçîòåðìè÷åñêèå ïðîöåññû íàãðóæåíèÿ ïî

êðèâîëèíåéíûì òðàåêòîðèÿì äåôîðìèðîâàíèÿ ìàëîé êðèâèçíû. Çàäà÷à îá

èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ñôîðìóëèðîâàíà, êàê è

çàäà÷à Êîøè, äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íà÷àëüíûì

óñëîâèåì, ïðè÷åì â êà÷åñòâå àðãóìåíòà (ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî ïðî-

öåññ íàãðóæåíèÿ) ïðèíèìàåòñÿ äëèíà òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ â ïðî-

ñòðàíñòâå ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé. Ïðåäëîæåíà îáùàÿ ñõåìà ìàòåìàòè÷åñ-

êèõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà äâóõñëîéíûõ �-ñõåì èíòåãðè-

ðîâàíèÿ óðàâíåíèé ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, à òàêæå èññëåäîâàíû óñëîâèÿ, ïðè

êîòîðûõ ýòè óðàâíåíèÿ ñîãëàñóþòñÿ ñ ïðèíöèïîì íåîáðàòèìîñòè ðàáîòû íà

ïðèðàùåíèÿõ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé è ïîñòóëàòîì óïðî÷íåíèÿ Äðóêåðà.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ìîäåëè. Ïóñòü � �( ) ( ( ))t tij�

(1 3� �i j, ) – ñèììåòðè÷íûé òåíçîð íàïðÿæåíèé, ïðåäñòàâëåííûé â âèäå äâóõ

ñîñòàâëÿþùèõ:

� � �( ) ( ) ( ),t t tS D� �

ãäå � S t( ) – øàðîâîé òåíçîð; �D t( ) – äåâèàòîð íàïðÿæåíèé; t – âðåìÿ èëè

êàêîé-ëèáî èíîé ïàðàìåòð, îáîçíà÷àþùèé èçìåíåíèå íàãðóçêè, äåéñòâóþùåé

íà òåëî.

Òåíçîð ìàëûõ äåôîðìàöèé � �( ) ( ( ))t tij� (1 3� �i j, ) ïî àíàëîãèè ñ òåí-

çîðîì íàïðÿæåíèé äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå â âèäå

� � �( ) ( ) ( ),t t tS D� �

ãäå �S t( ) – øàðîâîé òåíçîð; �D t( ) – äåâèàòîð äåôîðìàöèé.

Ïîñòàíîâêà íåèçîòåðìè÷åñêîé óïðóãîïëàñòè÷åñêîé çàäà÷è áàçèðóåòñÿ íà

ñëåäóþùèõ îñíîâíûõ ïîëîæåíèÿõ.

Ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî õàðàêòåð èçìåíåíèÿ îáúåìà òåëà âî âñåì èíòåðâàëå

èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé óïðóãèé, ò.å. ìåæäó òåíçîðàìè �S t( ) è

� S t( ) ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü

� � �S S S
T

t
k T t

t t( )
( ( ))

( ) ( ),
( )

� �
1

0
(1)

ãäå k T t0 ( ( )) – ìîäóëü âñåñòîðîííåãî îáúåìíîãî ðàñøèðåíèÿ, çàâèñÿùèé îò

òåìïåðàòóðû T t( ); �S
T

t
( )

( ) – òåíçîð òåðìè÷åñêèõ äåôîðìàöèé.

Äåâèàòîð ïîëíûõ äåôîðìàöèé �D t( ) ïðåäñòàâèì óñëîâíî â âèäå ñóììû

óïðóãîé è ïëàñòè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùèõ:

� � �D D
e

D
p

t t t( ) ( ) ( ).
( ) ( )

� � (2)

Óïðóãàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ äåâèàòîðà äåôîðìàöèé îïðåäåëÿåòñÿ îáîáùåí-

íûì çàêîíîì Ãóêà, êîòîðûé äëÿ èçîòðîïíîãî òåëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
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� �D
e

Dt
G T t

t
( )

( )
( ( ))

( ),�
1

2 0
(3)

ãäå G T t0 ( ( )) – íà÷àëüíûé ìîäóëü ñäâèãà, çàâèñÿùèé â îáùåì ñëó÷àå îò

òåìïåðàòóðû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç �( ),t �( )t – èíòåíñèâíîñòè äåâèàòîðîâ íàïðÿæåíèé

�D t( ) è äåôîðìàöèé �D t( ), îïðåäåëÿåìûå ïî ñîîòíîøåíèÿì

� �( ) | | ( )| |;t tD�
3

2
� �( ) | | ( )| | .t tD�

2

3
(4)

Çäåñü è íèæå èñïîëüçóþòñÿ òàêèå îáîçíà÷åíèÿ: (� �, ) – îáðàçîâàíèå ñâåðòêè

äâóõ ïðîèçâîëüíûõ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé; || | |� – ìîëóëü òåí-

çîðà, îïðåäåëÿåìûé ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ñâåðòêè òåíçîðà.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé �( )t è äåôîðìàöèé �( )t èìååì

( ( ), ( )) ( ) ( );

,

� � � �t t t tij ij

i j

�
� �

	
1 3

|| ( )| | ( ( ), ( ));� � �t t t� | | ( )| | ( ( ), ( )).� � �t t t�

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ìîäåëüþ ñðåäû ñ èçîòðîïíûì

óïðî÷íåíèåì ïîâåðõíîñòü íàãðóæåíèÿ ïðè ïëàñòè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè

îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì òåêó÷åñòè Ãóáåðà–Ìèçåñà [7] è çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

( ( )) ( ( ), ( ), ... , ( ), ) ,� t q t q t T t t2 2
1 2 0
 �� (5)

ãäå �( ( ), ( ), ... , ( ), )q t q t T t t1 2 – ñêàëÿðíûé ôóíêöèîíàë, õàðàêòåðèçóþùèé

óïðî÷íåíèå ìàòåðèàëà; q t q t1 2( ), ( ), ... – ïàðàìåòðû óïðî÷íåíèÿ.

Ïëàñòè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ äåâèàòîðà äåôîðìàöèé îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíî-

âå çàêîíà ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ [7], àññîöèèðîâàííîãî ñ ïîâåðõíîñòüþ íàãðó-

æåíèÿ (5):

d t
d t

t
tD

p
p

D�
�

�
�

( )
( )

( )
( )

( )
( ),�

3

2
(6)

ãäå d t
p

�
( )

( ) – èíòåíñèâíîñòü áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïðèðàùåíèé ïëàñòè÷åñêèõ

äåôîðìàöèé,

d t d t
d

dt
t dt

p

D
p

D
p

� � �
( ) ( ) ( )

( ) | | ( )| | | | ( )| |� �
2

3

2

3
.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîöåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ ïî òðàåê-

òîðèÿì ìàëîé êðèâèçíû óðàâíåíèÿ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ (6) ìîæíî ïîëó-

÷èòü áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïîíÿòèÿ ïîâåðõíîñòè íàãðóæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
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ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì òåîðèè óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ðàçðàáîòàííîé

À. À. Èëüþøèíûì, ñîîòíîøåíèÿ ïðîöåññîâ ìàëîé êðèâèçíû ìîæíî ïîëó÷èòü

íà îñíîâå ïîñòóëàòà èçîòðîïèè è ïðèíöèïà çàïàçäûâàíèÿ, êîòîðûå ñôîðìó-

ëèðîâàíû â ðàáîòå [5] è ýêñïåðèìåíòàëüíî îáîñíîâàíû äëÿ øèðîêèõ êëàññîâ

ìàòåðèàëîâ ïðè êîìíàòíîé è ïîâûøåííûõ òåìïåðàòóðàõ.

Çàìåòèì, ÷òî ê ïðîöåññàì ìàëîé êðèâèçíû îòíîñÿòñÿ òå, ó êîòîðûõ íàè-

ìåíüøèé ðàäèóñ êðèâèçíû òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ çíà÷èòåëüíî áîëüøå

ñëåäà çàïàçäûâàíèÿ âåêòîðíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà ïðè ðàçâèòûõ ïëàñòè÷åñêèõ

äåôîðìàöèÿõ [5]. Äëÿ ýòèõ ïðîöåññîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì çàïàçäû-

âàíèÿ ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî âåêòîð äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé íàïðàâëåí ïî êàñà-

òåëüíîé ê òðàåêòîðèè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèÿ

ïðîöåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ ïî ïðîèçâîëüíûì ïëîñêèì òðàåêòîðèÿì ñóùåñò-

âåííî óïðîùàþòñÿ è ïðåîáðàçóþòñÿ ê óðàâíåíèÿì (6).

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå íåèçîòåðìè÷åñ-

êèå ïðîöåññû óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïî òðàåêòîðèÿì ìàëîé

êðèâèçíû, ñîñòîÿò èç óñëîâèÿ óïðóãîãî èçìåíåíèÿ îáúåìà (1) è ñîîòíîøåíèé

(2), (3), (6), êîòîðûå ðàâíîñèëüíû óðàâíåíèÿì ñîñòîÿíèÿ Ïðàíäëÿ–Ðåéññà [7,

10]:

d t d
G T t

t
d t

t
tD D

p
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�

�
�( )

( ( ))
( )

( )

( )
(

( )

�
�



��

�

�
���

1

2

3

20

). (7)

Ñîîòíîøåíèÿ (6), (7) îáû÷íî íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè òåîðèè òå÷åíèÿ ñ

èçîòðîïíûì óïðî÷íåíèåì ïðè íåèçîòåðìè÷åñêèõ ïðîöåññàõ íàãðóæåíèÿ.

Ïðàâîìåðíîñòü ýòèõ óðàâíåíèé ñîäåðæèòñÿ â íàçâàíèè “ñîîòíîøåíèÿ ïðî-

öåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ ïî òðàåêòîðèÿì ìàëîé êðèâèçíû”.

Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ. Ïðè èñïîëüçîâà-

íèè óðàâíåíèé (7) ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ íàãðóæåíèÿ ðàçîáúåì íà âðåìåí-

íûå ýòàïû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðàñ÷åòíûå ìîìåíòû âðåìåíè, ðàçãðàíè-

÷èâàþùèå ýòàïû íàãðóæåíèÿ è ðàçãðóçêè, ïî âîçìîæíîñòè ñîâïàäàëè ñ ìî-

ìåíòàìè âðåìåíè èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ ýëåìåí-

òîâ òåëà îò íàãðóæåíèÿ ê ðàçãðóçêå, è íàîáîðîò [1].

Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèÿ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ (6) çà ýòàï íàãðó-

æåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðàâåíñòâî
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– ïðèðàùåíèÿ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé â êîíöå m-ãî ýòàïà
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Íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé (2), (3), (9) íàõîäèì
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôîðìóëèðîâêè îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé òåîðèè

ïðîöåññîâ ìàëîé êðèâèçíû îòíîñèòåëüíî ïîëíûõ êîìïîíåíòîâ òåíçîðîâ íà-

ïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå âûðà-

æåíèÿ äëÿ ïðèðàùåíèé ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé çà ýòàï íàãðóæåíèÿ.

Êàê ñëåäóåò èç ïðîâåäåííîãî àíàëèçà, òàêèå àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû

ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå èñïîëüçîâàíèÿ ðàçëè÷íîãî êëàññà ïðèáëè-

æåííûõ (÷èñëåííûõ) ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ïëàñòè÷åñêîãî òå÷å-

íèÿ (6). È õîòÿ äëÿ èõ ðåøåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðè-

ðîâàíèÿ, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå àíàëè-

òè÷åñêîé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû. Íà îñíîâàíèè ýòîé ôîðìóëû ìîæíî ïîëó-

÷èòü ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðèðàùåíèé ïëàñòè÷åñêèõ äåôîð-

ìàöèé çà ýòàï íàãðóæåíèÿ. Åñëè ýòè âûðàæåíèÿ ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèå (10),

ïîëó÷èì îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïðîöåññîâ ìàëîé êðèâèçíû îòíîñè-

òåëüíî êîìïîíåíò äåâèàòîðîâ íàïðÿæåíèé, ïîëíûõ è ïëàñòè÷åñêèõ äåôîð-

ìàöèé.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäÿ èç âûøåèçëîæåííîãî ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ

çàäà÷ó: ïîñòðîèòü àäåêâàòíûå ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ïëàñòè÷åñ-

êîãî òå÷åíèÿ (6) è ïîëó÷èòü ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ ïðèðàùåíèé ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé çà ýòàï íàãðóæåíèÿ. Ïîíÿòèå

“àäåêâàòíûå ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ” ïîä÷åðêèâàåò òî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå

ýòèì ñõåìàì èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ äîëæíû áûòü ñôîð-

ìóëèðîâàíû êîððåêòíî.

Ïóñòü s s t� ( ) – äëèíà äóãè òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå

ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì

s t
d

dt
t dt

t

D
p

( ) | | ( )| | .
( )

�
�

� ��
0

�

Ïîëàãàåì, ÷òî íà ýòàïå íàãðóæåíèÿ äëèíà äóãè òðàåêòîðèè ïëàñòè÷åñêèõ

äåôîðìàöèé ìîíîòîííî óâåëè÷èâàåòñÿ â ïðîöåññå äåôîðìèðîâàíèÿ, ò.å. çà

âðåìÿ dt äëèíà äóãè s s t� ( ) ïîëó÷àåò ïðèðàùåíèå

ds t
ds t

dt
dt d tD

p
( )

( )
| | ( )| | .

( )
� � �� 0

Çíà÷èò, êîìïîíåíòû òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü íå òîëüêî êàê ôóíêöèè âðåìåíè t, íî è êàê ôóíêöèè äëèíû òðàåêòîðèè

s.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íàïðàâëÿþùèé äåâèàòîð íàïðÿæåíèé
�

�D s( ):

�

�
�

�D
D

Ds
s

s( )
| | ( )| |

( ).�
1

(11)

Òîãäà óðàâíåíèÿ (6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå äèôôåðåíöèàëüíûõ

ñîîòíîøåíèé êèíåòè÷åñêîãî òèïà, îïèñûâàþùèõ ïðîöåññ äåôîðìèðîâàíèÿ â

ïðîñòðàíñòâå ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé:
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d

ds
s sD

p
D� �

( )
( ) ( ).�

�

(12)

Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó Êîøè äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé (12), äîïîëíåííûõ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

� �D
p

D
( ) ( )

( ) ,0
0

� (13)

ãäå �D
( )0

– äåâèàòîð íà÷àëüíûõ íåîáðàòèìûõ äåôîðìàöèé â óïðóãîïëàñòè-

÷åñêîì òåëå.

Òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèé (12), (13)

ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äëÿ îòäåëüíûõ êëàññîâ íàãðóçîê, íàïðèìåð äëÿ ïðîñ-

òûõ ïðîöåññîâ íàãðóæåíèÿ. Äëÿ áîëüøèíñòâà ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðàêòè÷åñêèé

èíòåðåñ çàäà÷ ïðèìåíèòü àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé (12),

(13) íåâîçìîæíî.

Öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â îïèñàíèè àäåêâàòíûõ ñïîñîáîâ ïîñòðîå-

íèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè íà îñíîâå îäíîøàãîâûõ ìåòîäîâ

èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé òå÷åíèÿ (12).

Èñõîäíûå êîíöåïòóàëüíûå ïðåäïîñûëêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ

ðåøåíèé óðàâíåíèé (12), (13) ìîãóò áûòü ðàçíûìè. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè

ìîæíî âûäåëèòü òðè ïîäõîäà, èìåþùèõ îáùèå õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè.

Ïåðâûé ïîäõîä îñíîâàí íà ðàçëîæåíèè êîìïîíåíò äåâèàòîðà ïëàñòè-

÷åñêèõ äåôîðìàöèé â ðÿä Òåéëîðà [6] è èñïîëüçîâàíèè êîíå÷íîðàçíîñòíûõ

ìåòîäîâ. Ïðîñòåéøåé ÷èñëåííîé ñõåìîé ýòîãî êëàññà ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ÿâíûé

ìåòîä Ýéëåðà ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè [9]. Ñðåäè äðóãèõ ðàçíîñòíûõ ìåòî-

äîâ îòìåòèì ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà [9], èìåþùèé ïîãðåøíîñòü âòîðîãî ïîðÿäêà.

Âòîðîé – áàçèðóåòñÿ íà èíòåãðèðîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(12) çà ýòàï íàãðóæåíèÿ (äåôîðìèðîâàíèÿ), ÷òî ïðèâîäèò ê îïðåäåëåíèþ

èíòåãðàëîâ îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò íàïðàâëÿþùåãî äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé.

Åñëè äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå àïïðîêñèìàöèè, ïîëó÷èì

ñîîòâåòñòâóþùèå ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (12). Ñàìûé ïðîñòîé

ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ôîðìóë ÷èñëåííîãî èíòåãðè-

ðîâàíèÿ [9], äðóãîé ñïîñîá – â èñïîëüçîâàíèè êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîé èíòåð-

ïîëÿöèè êîìïîíåíò íàïðàâëÿþùåãî äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé ñ ïîñëåäóþùèì

òî÷íûì èíòåãðèðîâàíèåì èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà [9].

Òðåòèé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå îáùèì è îñíîâûâàåòñÿ

íà ïîñòðîåíèè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé (12), (13) ñ ïîìîùüþ

ìåòîäèêè, ïðèíÿòîé â ïðîåêöèîííûõ ìåòîäàõ [11]. Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ

÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (12) íà ïðîèçâîëüíóþ íåïðåðûâíóþ

ôóíêöèþ �( )s è ïðèðàùåíèå ds, à çàòåì ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííûå ðàâåí-

ñòâà çà ýòàï äåôîðìèðîâàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî

d

ds
s s ds s s dsD

p

s

s

D

s

s

n

n

n

n

� � � �
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( ) ( ) ( ) ( )
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ãäå

s s tn n
 
�1 1( ); s s tn n� ( ).

Èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (14) ïîëó÷åíî ïóòåì “ïðîåêòèðîâàíèÿ” óðàâíå-

íèé ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ (12) íà ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ôóíêöèé �( )s .

Çàìåòèì, ÷òî ïðîåêöèîííàÿ ôîðìà èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà (14) áëèçêà ê

ðàâåíñòâàì, êîòîðûå èìåþò ìåñòî â ïðîåêöèîííîì ìåòîäå Ïåòðîâà–Ãàëåð-

êèíà è ìåòîäå Áóáíîâà–Ãàëåðêèíà [11].

Èòàê, åñëè â ïðåäåëàõ èññëåäóåìîãî èíòåðâàëà äåôîðìèðîâàíèÿ äåâèàòîð

ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé �D
p

s
( )

( ), íàïðàâëÿþùèé äåâèàòîð íàïðÿæåíèé
�

�D s( )

è ôóíêöèþ �( )s àïïðîêñèìèðîâàòü ïî èõ çíà÷åíèÿì íà ãðàíèöàõ èíòåðâàëà

[ , ],s sn n
1 ïîëó÷èì ñåìåéñòâî äâóõñëîéíûõ �-ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé

ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ (12):

~
( ( ) ( ) ( )) ,

( )
� n D

p
D n D n

s

s

s s ds

n

n

� �� � �� � 
 





�� �

1 1

1

(15)

ãäå � – âåñîâîé ìíîæèòåëü, çíà÷åíèå êîòîðîãî îïðåäåëÿåò âèä ñõåìû èíòå-

ãðèðîâàíèÿ.

Îòíîñèòåëüíî âûáîðà âåñîâîãî ìíîæèòåëÿ � ïîëàãàåì, ÷òî îí íå ìîæåò

ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå è ñêîëü óãîäíî áîëüøèå çíà÷åíèÿ. Áîëåå òîãî,

áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ (15), â êîòîðûõ äîïóñ-

êàåìûå çíà÷åíèÿ âåñîâîãî ìíîæèòåëÿ � îãðàíè÷åíû íåðàâåíñòâàìè

�

� �� �1, (16)

ãäå
�

� – íèæíåå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ìíîæèòåëÿ �, êîòîðîå íåîáõîäèìî

îöåíèòü.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå âàðèàíòû, ñëåäóþùèå èç ôîðìóëû (15), êàê ÷àñòíûå

ñëó÷àè ñåìåéñòâà �-ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (12).

Åñëè â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå (14) ôóíêöèþ �( )s ïîëîæèòü ðàâíîé

åäèíèöå, à íàïðàâëÿþùèé äåâèàòîð íàïðÿæåíèé
�

�D s( ) àïïðîêñèìèðîâàòü

çàâèñèìîñòüþ
� �

� �D D ns s( ) ( ),�

ïðèäåì ê ìåòîäó Ïåòðîâà–Ãàëåðêèíà, îòêóäà ñëåäóåò íåÿâíàÿ ñõåìà èíòåãðè-

ðîâàíèÿ (15) ñ âåñîâûì ìíîæèòåëåì ��1, êîòîðóþ èñïîëüçóåò Â. È. Ìàõ-

íåíêî.

Êðîìå òîãî, åñëè â òîæäåñòâå (14) ïîëîæèòü �( ) ,s �1 à íàïðàâëÿþùèé

äåâèàòîð íàïðÿæåíèé
�

�D s( ) àïïðîêñèìèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé èíòåð-

ïîëÿöèè

� � �
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n

n n
D n

n

n n
D ns

s s

s s
s

s s

s s
s( ) ( ) ( ),�






�














1
1

1

1
(17)

ïîëó÷èì ñõåìó èíòåãðèðîâàíèÿ ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà ñ âåñîâûì ìíîæèòåëåì

��1 2, èçâåñòíóþ â òåîðèè êîíå÷íîðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ êàê ñõåìà Êðàíêà–
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Íèêîëñîíà âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè [9]. Ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ (15) ñ

âåñîâûì ìíîæèòåëåì ��1 2 èñïîëüçóåò â ñâîèõ ðàáîòàõ Þ. Í. Øåâ÷åíêî.

Áîëåå îáùèé ïîäõîä îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè

äåâèàòîðà ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé �D
p

s
( )

( ), íàïðàâëÿþùåãî äåâèàòîðà íàïðÿ-

æåíèé
�

�D s( ) è ôóíêöèè �( )s â ïðåäåëàõ ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåðâàëà äåôîð-

ìèðîâàíèÿ.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè äåâèàòîðà ïëàñòè÷åñêèõ äå-

ôîðìàöèé �D
p

s
( )

( ) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé:
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Êðîìå òîãî, ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò äåâèàòîðîâ
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1 è
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(19)

Åñëè ñîîòíîøåíèÿ (17)–(19) ïîäñòàâèòü â èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (14),

ïîëó÷èì ñõåìó èíòåãðèðîâàíèÿ ìåòîäà Áóáíîâà–Ãàëåðêèíà ñ âåñîâûì ìíî-

æèòåëåì ��2 3.

Âîçìîæíû è äðóãèå ïîäõîäû ïîñòðîåíèÿ ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíå-

íèé ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ (12), îäíàêî â äàííîé ðàáîòå îíè íå ðàññìàòðè-

âàþòñÿ.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû (15) ïðè âû÷èñëåíèè ïðèðàùåíèé ïëàñ-

òè÷åñêèõ äåôîðìàöèé çà ýòàï äåôîðìèðîâàíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ çàïèøåì ðà-

âåíñòâà:
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îòêóäà ñ ó÷åòîì îöåíêè ïîãðåøíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ôîðìóëå ïðÿìî-

óãîëüíèêîâ [9] íàõîäèì

||
~

|| | | | | max
( ) ( )

� �n D
p

n D
p

n n
s s s

s s
n

� � �
 � 
 
 

� �


1

2
1 2 1

2

1 n

k s| ( )| , (20)

ãäå k k s� ( ) – ïàðàìåòð êðèâèçíû òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ â ïðîñòðàí-

ñòâå ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé, îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì
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k s
d

ds
sD

p
( ) | | ( )| | .

( )
��

2

2
�

Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîöåññû äåôîðìèðîâàíèÿ ïî òðàåêòîðèÿì

ìàëîé êðèâèçíû, âåëè÷èíà ïàðàìåòðà | ( )|k s îãðàíè÷åíà ñâåðõó, è, çíà÷èò,

ñîãëàñíî ïîëó÷åííîé îöåíêå (20) ôîðìóëà (15) èìååò ïîãðåøíîñòü âòîðîãî

ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèÿ äëèíû òðàåêòîðèè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîð-

ìàöèé çà ýòàï äåôîðìèðîâàíèÿ.

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû (15) ïðè âû÷èñëåíèè äåâèàòîðà ïëàñòè-

÷åñêèõ äåôîðìàöèé ~ ( )
( )
�D

p
ms â êîíöå m-ãî ýòàïà äåôîðìèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ

ðàâåíñòâà

� � � �D
p

m D
p

m n D
p

n D
p

n

m

s s
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ~ ( ) (
~

),
 � 

�

	 � �
1

îòêóäà ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà [9] è îöåíêè (20) íàõîäèì
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~

)|| | |
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p
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p
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p
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� �
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1

2
1 2 1

2

1 1

| | | | max | ( )|.� s s k sn n
s s s

n

m

n n

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|| ( ) ~ ( )| | | | max |
( ) ( )

,...,
� � �D

p
m D

p
m

m

n m
ns s

s
s
 � 
 


�2
1 2

1
s k sn

s sm



� �
1

0
| max | ( )|. (21)

Ñîãëàñíî îöåíêå (21), âû÷èñëåíèå äåâèàòîðà ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé ñ

èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ (15) âíîñèò ïîãðåøíîñòü ïåðâîãî

ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ìàêñèìàëüíîãî ïðèðàùåíèÿ äëèíû òðàåêòîðèè ïëàñòè-

÷åñêèõ äåôîðìàöèé çà ýòàï äåôîðìèðîâàíèÿ.

Êðîìå òîãî, íà îñíîâàíèè îöåíêè (21) è ðàâåíñòâà

| ( )| | | ( )| |k s
d

ds
sD�

�

�

ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå. Åñëè â ïðîöåññå äåôîðìèðîâàíèÿ

íàïðàâëÿþùèé äåâèàòîð íàïðÿæåíèé
�

�D s( ) èçìåíÿåòñÿ “äîñòàòî÷íî ïëàâíî”

îòíîñèòåëüíî àðãóìåíòà s, òî ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (15), ïî-âèäèìîìó, íå

äàåò áîëüøîé ïîãðåøíîñòè.

Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ

Êðàíêà–Íèêîëñîíà ñ âåñîâûì ìíîæèòåëåì ��1 2 ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ

äåâèàòîðà ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé íà îñíîâå ôîðìóëû (15) èìååò âòîðîé

ïîðÿäîê òî÷íîñòè.
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Ôîðìóëèðîâêà îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé. Ïðè ôîðìóëèðîâêå îïðåäå-

ëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïðîöåññîâ ìàëîé êðèâèçíû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñå-

ìåéñòâî äâóõñëîéíûõ �-ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ïëàñòè÷åñêîãî òå÷å-

íèÿ (12). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèðàùåíèé ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé çà ýòàï

íàãðóæåíèÿ èñïîëüçóåì ôîðìóëó (15), â êîòîðîé äëÿ óïðîùåíèÿ ôîðìû

çàïèñè óðàâíåíèé îïóñêàåì âåðõíèé ñèìâîë “~”.

Íà îñíîâàíèè ôîðìóëû (15) âûðàæåíèå äëÿ ïðèðàùåíèé ïëàñòè÷åñêèõ

äåôîðìàöèé çà ýòàï íàãðóæåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

�m D
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D m

m
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t
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(22)

Bâåäåì â ðàññìîòðåíèå ïîëîæèòåëüíóþ ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ G ts m( ),

çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåòðà � è îïðåäåëÿåìóþ ïî ñîîòíîøåíèþ

1 1 3

0
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G t G t t

d t

dt
dt

s m m m
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t

t

m

m

( ) ( ) ( )

( )
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( )

� �




�
�

�

�
(23)

Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (22) è (23) íàõîäèì
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s m m
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( ( ) ( )� 
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�

), (24)

ãäå
�

�D mt( )
1 – äåâèàòîð “äîïîëíèòåëüíûõ” íàïðÿæåíèé,

�

�
�

�

�

�
�D m

m

m
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t

t
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( )

( )
( ).
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1

1
1

1
(25)

Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (10) è (24) èìååì

� � �D m D
p

m
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D m
s m m

t t
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( )
( ) (
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�D mt 1 (26)

îòêóäà ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé �D mt( ):

� � �D m s m D m D
p

m
s m m

t G t t t
G t G t

( ) ( )( ( ) ( )
( ) (

( )
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2

1

2

1

21
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( )).
�



��

�

�
�� 

�

�D mt 1 (27)

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé (1) è (27) îïðåäåëÿþùèå

óðàâíåíèÿ òåîðèè ïðîöåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ ïî òðàåêòîðèÿì ìàëîé êðèâèç-

íû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
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� � � � �( ) ( ( ))( ( ) ( )) ( )( ( ) (t k T t t t G t t tm m S m S m s m D m D� 
 � 
0 2 m )), (28)

ãäå �( )tm – òåíçîð íà÷àëüíûõ äåôîðìàöèé,

� � �( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
t t t

G t G tm S
T

m D
p

m
s m m

� � � 

�



��

�

1

0

1

2

1

2 �
�� 

�

�D mt( ).1 (29)

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (28) ïî ôîðìå ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè òåîðèè

ïðîñòûõ ïðîöåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè òåîðèè ìàëûõ óïðóãîïëàñ-

òè÷åñêèõ äåôîðìàöèé [5]. Òåì íå ìåíåå òàêîå ñîâïàäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåí-

íî ôîðìàëüíûì. Íà÷àëüíûå äåôîðìàöèè â óðàâíåíèÿõ (28) îïðåäåëÿþòñÿ

ôîðìóëîé (29) è îáóñëîâëåíû íå òîëüêî íåðàâíîìåðíûì íàãðåâîì òåëà, íî è

èñòîðèåé óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç �D
a

mt
( )

( ) – äåâèàòîð àêòèâíûõ äåôîðìàöèé, âîçíèêà-

þùèõ â ýëåìåíòå òåëà äîïîëíèòåëüíî ê íà÷àëüíûì äåôîðìàöèÿì �D mt( ) â

êîíöå m-ãî ýòàïà íàãðóæåíèÿ:

� � �D
a

m D m D mt t t
( )

( ) ( ) ( ).� 
 (30)

Òîãäà óðàâíåíèÿ (28) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

� �D m s m D
a

mt G t t( ) ( ) ( ).
( )

�2 (31)

Åñëè ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå (31) â ôîðìóëó äëÿ èíòåíñèâíîñòè äåâèà-

òîðà íàïðÿæåíèé (5), ïîëó÷èì

G t
t

t
s m

m

a
m

( )
( )

( )
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( )
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(32)

ãäå � ( ) ( )a
mt – èíòåíñèâíîñòü äåâèàòîðà àêòèâíûõ äåôîðìàöèé �D

a
mt

( )
( ),

� �( ) ( )
( ) | | ( )| | .a

m D
a

mt t�
2

3
(33)

Èç ôîðìóëû (32) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ èíòåíñèâ-

íîñòåé äåâèàòîðîâ íàïðÿæåíèé è àêòèâíûõ äåôîðìàöèé ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ

Gs ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê “ñåêóùèé ìîäóëü ñäâèãà” ìàòåðèàëà. Çàìå-

òèì, îäíàêî, ÷òî òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ôîðìóëû (32) íîñèò ôîðìàëüíûé

õàðàêòåð, ïîñêîëüêó èíòåíñèâíîñòü äåâèàòîðà àêòèâíûõ äåôîðìàöèé òàêæå

îïðåäåëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñåêóùåãî ìîäóëÿ ñäâèãà, ÷òî ÿâíî ñëåäóåò èç

ôîðìóë (29), (30), (33).

Òàêèì îáðàçîì, íåëèíåéíîñòü óðàâíåíèé (28), (29), (32) çàâèñèò îò äâóõ

ôàêòîðîâ: ïåðâûé îáóñëîâëåí çàâèñèìîñòüþ ñåêóùåãî ìîäóëÿ ñäâèãà îò èíòåí-
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ñèâíîñòåé äåâèàòîðîâ íàïðÿæåíèé è àêòèâíûõ äåôîðìàöèé, ÷òî ñëåäóåò èç

âûðàæåíèÿ (32), âòîðîé – çàâèñèìîñòüþ äåâèàòîðà íà÷àëüíûõ äåôîðìàöèé îò

èíòåíñèâíîñòè äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé è ñåêóùåãî ìîäóëÿ ñäâèãà ìàòåðèàëà,

÷òî ïðÿìî ñëåäóåò èç ôîðìóë (25), (29).

Çàìåòèì, ÷òî èíòåíñèâíîñòü äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé ìîæíî âûðàçèòü

÷åðåç èíòåíñèâíîñòü äåâèàòîðà àêòèâíûõ äåôîðìàöèé ñ ïîìîùüþ ôóíêöè-

îíàëüíîé çàâèñèìîñòè, îïèñûâàþùåé óïðî÷íåíèå ìàòåðèàëà. Â òàêîì ñëó÷àå

ñåêóùèé ìîäóëü ñäâèãà è äåâèàòîð íà÷àëüíûõ äåôîðìàöèé áóäóò çàâèñåòü

òîëüêî îò èíòåíñèâíîñòè äåâèàòîðà àêòèâíûõ äåôîðìàöèé. Òåì íå ìåíåå ê

íà÷àëó ýòàïà íàãðóæåíèÿ èíòåíñèâíîñòü äåâèàòîðà àêòèâíûõ äåôîðìàöèé äëÿ

ðàññìàòðèâàåìîãî ýòàïà íàãðóæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèé, ÷òî, ïî

ñóòè, è ïðèâîäèò ê íåëèíåéíîñòè óðàâíåíèé (28), (29), (32).

Âû÷èñëåíèå ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé. Ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè â

êîíöå m-ãî ýòàïà íàãðóæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâàíèè ôîðìóë (2) è (3),

îòêóäà ñëåäóåò âûðàæåíèå
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ãäå �D
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( )

( ) – ìîäèôèöèðîâàííûé äåâèàòîð äåôîðìàöèé, îïðåäåëÿåìûé âû-

ðàæåíèåì
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Âû÷èñëåíèå ïàðàìåòðà Îäêâèñòà. Ïàðàìåòð Îäêâèñòà q tm( ), õàðàê-

òåðèçóþùèé íàêîïëåííóþ ïëàñòè÷åñêóþ äåôîðìàöèþ â êîíöå m-ãî ýòàïà

íàãðóæåíèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñîîòíîøåíèþ

q t
d t

dt
dtm

ptm
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0

(36)

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ïàðàìåòð èìååò ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë, à

èìåííî: ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 2 3 ðàâåí äëèíå äóãè òðàåêòîðèè

äåôîðìèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé.

Åñëè â ôîðìóëå (36) ó÷åñòü ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè îïðåäåëåííîãî èíòå-

ãðàëà, òî ïîëó÷èì
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ãäå ïðèðàùåíèå � nq âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè ôîðìóëû (23):
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Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèé (3), (32) è (38) íàõîäèì
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îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìîñâÿçü

ìåæäó èíòåíñèâíîñòÿìè àêòèâíûõ è óïðóãèõ äåôîðìàöèé ñ ïðèðàùåíèåì

ïàðàìåòðà Îäêâèñòà:

� � �( ) ( )( ) ( ) .a
n

e
n nt t q� � � (40)

Ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (40), èíòåíñèâíîñòü äåâèàòîðà àêòèâíûõ äåôîðìàöèé

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû èíòåíñèâíîñòè äåâèàòîðà óïðóãèõ äåôîð-

ìàöèé è íåêîòîðîé ÷àñòè ïðèðàùåíèÿ ïàðàìåòðà Îäêâèñòà, âåëè÷èíà êîòîðîé

çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ âåñîâîãî ìíîæèòåëÿ ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ (22).

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñîîòíîøåíèé (32), (40) ïðåäñòàâëåíà íà

ðèñ. 1.

Ïîñòðîåíèå ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè, îïèñûâàþùåé óïðî÷íå-

íèå ìàòåðèàëà. Îáû÷íî â òåîðèÿõ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ èíêðåìåíòàëüíîãî

òèïà ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ìàòåðèàëà èíòåíñèâíîñòü äåâèà-

òîðà íàïðÿæåíèé �( )t ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì ïàðàìåòðà Îäêâèñòà q t( ), òåì-

ïåðàòóðû Ò t( ) è, âîçìîæíî, âðåìåíè t:
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�( ) ( ( ), ( ), ).t q t T t t�� (41)

Îäíàêî äëÿ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé (28), (29) è (32) íåîáõîäèìî

ïîñòðîèòü äðóãóþ, îòëè÷íóþ îò âûðàæåíèÿ (41), ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñè-

ìîñòü, õàðàêòåðèçóþùóþ óïðî÷íåíèå ìàòåðèàëà ïðè ïëàñòè÷åñêîì äåôîðìè-

ðîâàíèè.

Èòàê, íà îñíîâàíèè óðàâíåíèÿ (32) ïîëàãàåì, ÷òî äëÿ èññëåäóåìîãî

ìàòåðèàëà èíòåíñèâíîñòü äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé �( )t ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíà-

ëîì èíòåíñèâíîñòè äåâèàòîðà àêòèâíûõ äåôîðìàöèé � ( ) ( ),a t òåìïåðàòóðû

T t( ) è âðåìåíè t:

� �( ) ( ( ), ( ), ).( )t t T t ta�� (42)

Ðàçóìååòñÿ, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, ïîñêîëüêó íå

ó÷èòûâàåòñÿ âëèÿíèå óïðî÷íåíèÿ, êîòîðîå ìàòåðèàë ïðèîáðåòàåò â ïðîöåññå

ïðåäûäóùåãî ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ðàññìàòðè-

âàåìîãî ìîìåíòà âðåìåíè t ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé òåìïåðàòóðå T t( ) âåëè-

÷èíà èíòåíñèâíîñòè äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé �( )t îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî

çíà÷åíèåì èíòåíñèâíîñòè äåâèàòîðà àêòèâíûõ äåôîðìàöèé � ( ) ( )a t â äàííûé

ìîìåíò âðåìåíè t, íî è óïðî÷íåíèåì ìàòåðèàëà â ìîìåíò âðåìåíè �� t.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü (42) äîëæíà îïèñûâàòü

ïðîöåññ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óïðî÷-

íåíèÿ ìàòåðèàëà, à èìåííî: óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà ê íà÷àëó ýòàïà íàãðóæå-

íèÿ. Èñõîäÿ èç ýòîãî ïðåäñòàâèì ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü (42) â áîëåå

ïîëíîì âèäå:

� � �( ) ( ( ), ( ), ( ), ),( )t t q T t ta�� �� t, (43)

ãäå â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà q( )� ïðèíèìàåòñÿ ïàðàìåòð, õà-

ðàêòåðèçóþùèé óïðî÷íåíèå ìàòåðèàëà ê íà÷àëó òåêóùåãî ýòàïà íàãðóæåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòð óïðî÷íåíèÿ q( )� îïðåäåëÿåòñÿ âñåé èñòîðèåé ïðîöåñ-

ñà äåôîðìèðîâàíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, â çàâèñèìîñòè (43) ýòîò ïàðàìåòð

ìîæåò îïèñûâàòü èñòîðèþ íàãðóæåíèÿ. Ïðîñòåéøåå ïðåäïîëîæåíèå î õàðàê-

òåðå óïðî÷íåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî çà ìåðó óïðî÷íåíèÿ ïðèíèìàåòñÿ âåëè-

÷èíà íàêîïëåííîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè, ò.å. ïàðàìåòð Îäêâèñòà.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè èçîòåðìè÷åñêèõ ïðîöåññàõ íàãðóæåíèÿ ôóíêöèîíàë

(43) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîâåðõíîñòü äåôîðìèðîâàíèÿ ñ íà÷àëüíûì

óïðî÷íåíèåì. Ïðè íåèçîòåðìè÷åñêèõ ïðîöåññàõ îí îïèñûâàåò ìíîæåñòâî

òåðìîìåõàíè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû óïðî÷íåíèÿ.

Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà óïðî÷íåíèÿ q( )� ôóíêöèîíàë (43)

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê òåðìîìåõàíè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ñ íà÷àëüíûì

óïðî÷íåíèåì.

Äëÿ êîíêðåòèçàöèè ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè (43) èñïîëüçóåì äåôîð-

ìàöèîííûé ïàðàìåòð e t( ), õàðàêòåðèçóþùèé óïðî÷íåíèå ìàòåðèàëà â ïðîöåñ-

ñå óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ â êàæäîé òî÷êå òåëà. Îïðåäåëèì åãî

êàê ñóììó íàêîïëåííîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè è èíòåíñèâíîñòè äåâèà-

òîðà óïðóãèõ äåôîðìàöèé:

e t q t te( ) ( ) ( ).( )� � � (44)
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Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèé (37), (40) è (44) íàõîäèì

e t q q t q t qe a( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,( ) ( )� � � � � � 
� � � � �� �1

îòêóäà ñ ó÷åòîì âòîðîé ôîðìóëû (39) ïîëó÷èì âûðàæåíèå

e t q t ta( ) ( ) ( ) ( ),( )� �� � � (45)

ãäå ìíîæèòåëü �( )t çàäàåòñÿ â âèäå

�
�

�

�
( )

( )

( ( ))
.t

G t

G T t

s
� 



1 1

0
(46)

Èç àíàëèçà ôîðìóë (44) è (45) ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå çàìå÷àíèÿ.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (44), ïàðàìåòð e t( ) õàðàêòåðèçóåò ïîëíóþ íàêîïëåííóþ

äåôîðìàöèþ â ïðîöåññå óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà â

êàæäîé òî÷êå òåëà. Êðîìå òîãî, èç ôîðìóëû (45) ñëåäóåò, ÷òî äàííûé ïàðà-

ìåòð ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðà íà÷àëüíîãî óïðî÷íåíèÿ q( )� è

èíòåíñèâíîñòè äåâèàòîðà àêòèâíûõ äåôîðìàöèé � ( ) ( ).a t

Íà îñíîâàíèè âûøåèçëîæåííîãî ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü (43) ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

�( ) ( ( ), ( ), ).t e t T t t�� (47)

Ïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèîíàë (47) íå çàâèñèò îò êðèâèçíû òðàåêòîðèè,

ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, âèäà äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé è îïðåäåëÿåòñÿ èç

îïûòîâ íà ïðîñòîå ðàñòÿæåíèå öèëèíäðè÷åñêèõ îáðàçöîâ ïðè ðàçëè÷íûõ

ôèêñèðîâàííûõ òåìïåðàòóðàõ.

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè ïðîöåññîâ ìàëîé

êðèâèçíû, ñôîðìóëèðîâàííûå â âèäå óðàâíåíèé (28), (29), (32), ñëåäóåò

äîïîëíèòü ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ (47). Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ

îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè çàïèñàíû â åäèíîé ôîðìå

íåçàâèñèìî îò õàðàêòåðà ïðîöåññîâ íàãðóæåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò èõ ïðèìåíÿòü

ïðè îïèñàíèè ïðîñòûõ ïðîöåññîâ àêòèâíîãî íàãðóæåíèÿ, ïðîöåññîâ äåôîðìè

ðîâàíèÿ ïî òðàåêòîðèÿì ìàëîé êðèâèçíû, ðàçãðóçêè è ïîâòîðíîãî íàãðóæåíèÿ.

Äàëüíåéøàÿ êîíêðåòèçàöèÿ ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè (47) âûïîëíÿ-

åòñÿ íà îñíîâå óðàâíåíèÿ ìãíîâåííîé òåðìîìåõàíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè:

� �� f T( , ), (48)

ãäå ïîä äåôîðìàöèåé � ïîíèìàåòñÿ òîëüêî ÷èñòî ñèëîâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, ò.å.

ïîëíàÿ äåôîðìàöèÿ ìèíóñ òåïëîâàÿ. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå ìãíîâåííîé

òåðìîìåõàíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî

äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ îáðàçöîâ, ïîñòðîåííûõ ïðè ðàçëè÷íûõ ôèêñèðî-

âàííûõ çíà÷åíèÿõ òåìïåðàòóðû.
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Åñëè äëÿ êîíêðåòèçàöèè ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè (47) èñïîëüçîâàòü

óðàâíåíèå ìãíîâåííîé òåðìîìåõàíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè (48), òî íåîáõîäèìî

óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñëîæíûì íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííûì

ñîñòîÿíèåì ýëåìåíòà òåëà è ïðîñòûì ðàñòÿæåíèåì îáðàçöà. Ïîëàãàåì, ÷òî

ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè îáðàçöà ïàðàìåòð å îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïîëíîé

äåôîðìàöèåé �, à ïàðàìåòð q, õàðàêòåðèçóþùèé óïðî÷íåíèå ìàòåðèàëà, àññî-

öèèðóåòñÿ ñ ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèåé îáðàçöà. Òîãäà ñ ó÷åòîì ëèíåéíîé

çàâèñèìîñòè íà óïðóãîì ó÷àñòêå äåôîðìèðîâàíèÿ ïîëó÷èì

�( , )
( )( ), ;

( , ), ,
e T

G T e q e e

f e T e e

p

p
�


 �

�

�
�
�

3 0
(49)

ãäå å p – äåôîðìàöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìãíîâåííîìó ïðåäåëó ïðîïîðöèîíàëü-

íîñòè f e Tp( , ), çàâèñÿùåìó îò íàêîïëåííîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè q è

òåìïåðàòóðû Ò.

Íà îñíîâàíèè (49) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ e p :

f e T G T e qp p( , ) ( )( ).� 
3 0 (50)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèé (32) è (50) íàõîäèì

G e T

G T e e

f e T
e es

p

a p

( , )

( ), ;

( , )
, .

( )

�

�

�

�

�
�

��

0

3�

Çàìå÷àíèå îá îïðåäåëåíèè äåôîðìàöèè e p . Äîïóñòèì, ÷òî ïðè ôèêñè-

ðîâàííîé òåìïåðàòóðå Ò èñïîëüçóåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

ôóíêöèè f e T( , ) â çàâèñèìîñòè îò äåôîðìàöèè å. Äëÿ ýòîãî âåñü èíòåðâàë

èçìåíåíèÿ å ðàçáèâàåòñÿ íà îòðåçêè [ , ]e en n
1 è â ïðåäåëàõ êàæäîãî èç íèõ

çàäàåòñÿ ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

f e T f e T g T e en n n( , ) ( , ) ( )( ),� � 

 
1 13 (51)

ãäå g Tn ( ) – ëèíåéíûé ìîäóëü óïðî÷íåíèÿ íà îòðåçêå [ , ],e en n
1

g T
f e T f e T

e en
n n

n n

( )
( , ) ( , )

( )
.�












1

13

Òîãäà íà îñíîâàíèè ôîðìóë (50) è (51) ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ äåôîðìàöèè e p :

e
f e T G T q g T e

G T g Tp
n n n

n

�
� 





 
( , ) ( ( ) ( ) )

( ( ) ( ))
.

1 0 1

0

3

3
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Çàìå÷àíèå î ïàðàìåòðå Îäêâèñòà. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ

óðàâíåíèé ïëàñòè÷íîñòè (28), (29), (32) ïðèðàùåíèå ïàðàìåòðà Îäêâèñòà íå

ðàâíî èíòåíñèâíîñòè ïðèðàùåíèé ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé çà ýòàï íàãðó-

æåíèÿ. Áîëåå òî÷íî ýòî óòâåðæäåíèå ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Åñëè çíà÷åíèÿ âåñîâîãî ìíîæèòåëÿ � óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

1

2
1� �� , (52)

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

� �m m
p

q �
( )

, (53)

ãäå �m
p

�
( )

– èíòåíñèâíîñòü ïðèðàùåíèé ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé çà ýòàï

íàãðóæåíèÿ,

� �m
p

m D
p

� �
( ) ( )

| | | | .�
2

3
(54)

Äåéñòâèòåëüíî, äåâèàòîð àêòèâíûõ äåôîðìàöèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå

� � �D
a

m D
m

m
s m

D mt t
G t

t
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ),� 
 


1

2 1
�

ãäå äåâèàòîð äåôîðìàöèé �D
m

mt
( )

( ) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (35).

Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà ïîëó÷èì òàêèå îöåí-

êè:

|| ( )| | | | ( )| |
( )

| | ( )| |;
( ) ( )
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a
m D

m
m

s m
D mt t

G t
t� � 


1
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�
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m D

a
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D mt t

G t
t� � 


1

2 1
�

(55)

Íà îñíîâàíèè (32), (35), (52), (55) ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâàì

2 1 1�

�
� �

�
�



� �| | ( )| | | | ( )| | | | ( )| | .

( ) ( ) ( )
D
a

m D
m

m D
a

mt t t (56)

Ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (34), èìååì

|| | |
( )

( ( ))
| | ( )| |

( ) ( )
�m D

p s m

m
D
m

m

G t

G T t
t� �� 


�



��

�

�
��1

0

, (57)

è ñ ó÷åòîì (39), (54), (56) è (57) íàõîäèì

( ) .
( )

2 1� �
 � �� � �m m
p

mq q
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà

0 2 1� 
 � 
� � �m m
p

mq q� �
( )

( ) ,

îòêóäà ñëåäóåò (53). Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ñõåìà èíòåãðèðîâàíèÿ (15) ñ âåñî-

âûì ìíîæèòåëåì ��1, äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî � �m m
p

q� �
( )

è

ïðèíèìàåòñÿ äîïóùåíèå î íåèçìåííîñòè êîìïîíåíò íàïðàâëÿþùåãî äåâèà-

òîðà íàïðÿæåíèé íà ýòàïå íàãðóæåíèÿ.

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà óðàâíåíèé ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ. Ïîêà-

æåì, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâó-

þùèå îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì (28), (29), (32), îòíîñÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì

òàê íàçûâàåìîé ñèíãóëÿðíîé ïëàñòè÷íîñòè, ò.å. òåîðèè ñ îñîáîé òî÷êîé íà

ïîâåðõíîñòè íàãðóæåíèÿ. Ïðè ýòîì ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ïðèðîäà ñèíãó-

ëÿðíîñòè îáóñëîâëåíà íå ôèçè÷åñêèìè çàêîíîìåðíîñòÿìè äåôîðìèðîâàíèÿ

óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû, à ïðèáëèæåííûì èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèé

ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ (6) çà ýòàï íàãðóæåíèÿ.

Èòàê, ïóñòü òåëî íàõîäèòñÿ â ïëàñòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè, êîòîðîå â ðàñ-

ñìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè õàðàêòåðèçóåòñÿ íàïðÿæåíèÿìè �D . Ñîîá-

ùèì ïîñëåäíèì áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðèðàùåíèÿ d D� , ïðèâîäÿùèå ê äîïîëíè-

òåëüíîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè. Âû÷èñëèì áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðèðàùå-

íèÿ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé ïðè çàäàííîì äîãðóæåíèè d D� . Äëÿ ýòîãî

èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå (24) äëÿ êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé ïëàñòè÷åñêèõ äå-

ôîðìàöèé çà ýòàï íàãðóæåíèÿ, îòêóäà ñëåäóåò

d d
G GD

p

s
D� �

( )
,� 


�



��

�

�
�� �

�



�
�

�

�
�
�

1

2

1

2 0
(58)

ãäå ��D – äåâèàòîð “ñóììàðíûõ” íàïðÿæåíèé,

� � �� � �D D D
�

. (59)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (58). Ñîãëàñíî ïðàâèëàì

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ôóíêöèé, èìååì

d d
G G G

dD
p

s
D

s
D� � �

( )
.�

�



��

�

�
�� � � 


�



��

�

�
�� �

1

2

1

2

1

2 0
(60)

Êðîìå òîãî, ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (32) íàõîäèì

d
G

d
f e

df e

f e

d

de Gs

a a1 3 1�



��

�

�
���

�




�
�

�

�

�
��

� �( ) ( )

( )

( )

( ) t sG



�




�
�

�

�

�
�

1
, (61)

ãäå Gt – êàñàòåëüíûé ìîäóëü ñäâèãà ìàòåðèàëà,

G
df e

det �
1

3

( )
. (62)

112 ISSN 0556-171X. Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè, 2012, ¹ 6

À. Þ. ×èðêîâ



Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ (44) ïîëó÷èì

de d d da a a� � �( ) ( ) ,( ) ( ) ( )�� � � � � (63)

ãäå ïðèðàùåíèå d� îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè ôîðìóëû (46):

d
G

G
d

G

s

s

�
�

�
�

 �



��

�

�
��

1 1
2

0

. (64)

Åñëè âûðàæåíèå (61) ïîäñòàâèòü â ôîðìóëó (64), à çàòåì ïîëó÷åííîå

âûðàæåíèå äëÿ ïðèðàùåíèÿ d� â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (63), ïðèäåì ê

ñîîòíîøåíèþ

d

de

G

G

a
t�

� �
! "

� � 
( ) .1
0

(65)

Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (65) âûðàæåíèå (61) ïðèíèìàåò âèä

d
G G G

d

s s

1 1 1�



��

�

�
��� 

�



��

�

�
��

�

�

�
, (66)

ãäå G� – “êîìáèíèðîâàííûé” ìîäóëü ñäâèãà, îïðåäåëÿåìûé ñ ïîìîùüþ

ëèíåéíîé êîìáèíàöèè:

1 1

0G G Gt�

� �
� �



. (67)

Íà îñíîâàíèè ôîðìóë (60), (66) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ áåñêîíå÷íî

ìàëûõ ïðèðàùåíèé ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé:

d
G G

d

G G
dD

p

s
D

s

�
�

�
�

�

( )
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�



��

�

�
�� � � 


�



��

�

�
�� �

1

2

1

2

1

2

1

2 0

�D . (68)

Ïðèâåäåì âûðàæåíèå äëÿ ïðèðàùåíèÿ íàïðÿæåíèé d D�� , èñïîëüçóåìîå â

ôîðìóëå (68). Åñëè ó÷åñòü, ÷òî äåâèàòîð íàïðÿæåíèé ��D çàäàåòñÿ â âèäå

ñóììû (59), ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

d d dD D D� � �� � �
�

. (69)

Êðîìå òîãî, ïðèðàùåíèå d D
�

� îïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè âûðàæåíèÿ

(25), îòêóäà ñëåäóåò

d
d

D D
� �

�
�

�
�� . (70)
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Ñ ó÷åòîì ôîðìóë (59), (69) è (70) óðàâíåíèå (68) ïðèíèìàåò âèä

d
G G

d

G G
dD

p

s
D

s
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d
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. (71)

Ñäåëàåì íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ óðàâíåíèÿ (71), ïðåä-

ñòàâèâ åãî â íåñêîëüêî èíîé ôîðìå, à èìåííî:

d
G G

d

G G
dD

p
D

s

�
�
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� �

�
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��
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�
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�

�
� . (72)

Ïðåæäå âñåãî, ïðè ïðîïîðöèîíàëüíîì íàãðóæåíèè â óðàâíåíèè (72)

îñòàåòñÿ òîëüêî ïåðâîå ñëàãàåìîå, êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå ïðåîáðàçóåòñÿ ê

îñíîâíîìó óðàâíåíèþ òåîðèè òå÷åíèÿ ïðè èçîòðîïíîì óïðî÷íåíèè, ò.å. ê

óðàâíåíèþ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ (6).

Èç óðàâíåíèÿ (72) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ïðè íåéòðàëüíîì äîãðóæåíèè

ïåðâîå ñëàãàåìîå èñ÷åçàåò, íî îñòàåòñÿ âòîðîå ñëàãàåìîå, è, çíà÷èò, ïðè

íåéòðàëüíîì äîãðóæåíèè ìîãóò ïðîèñõîäèòü èçìåíåíèÿ îòäåëüíûõ êîìïî-

íåíò äåâèàòîðà ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðîèçâîëüíîì äîãðóæåíèè âòîðîå ñëàãàåìîå â óðàâ-

íåíèè (72) îïðåäåëÿåò ïðèðàùåíèå êîìïîíåíò äåâèàòîðà ïëàñòè÷åñêèõ äå-

ôîðìàöèé, îáóñëîâëåííîå ïîâîðîòîì ãëàâíûõ îñåé ïðè áåñêîíå÷íî ìàëîì

ïðèðàùåíèè êîìïîíåíò äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé.

Êðîìå òîãî, îáðàùàÿñü ê óðàâíåíèþ (71), è, ñëåäóÿ ðàññóæäåíèÿì, ïðè-

âåäåííûì â [12], îòìåòèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü íàãðóæåíèÿ íå ìîæåò áûòü

ãëàäêîé, ïîñêîëüêó äëÿ íåå íàïðàâëåíèå âåêòîðà ïðèðàùåíèé ïëàñòè÷åñêèõ

äåôîðìàöèé çàâèñèò òîëüêî îò âåêòîðà íàïðÿæåíèÿ �D , íî íå îò âåêòîðà

äîãðóçêè d D� è âåêòîðà íàïðÿæåíèÿ
�

�D . Ïåðâîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè (71)

óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ, âòîðîå – çàâèñèò îò âåêòîðà ïðèðàùåíèÿ d D� ,

òðåòüå – îò âåêòîðà íàïðÿæåíèÿ
�

�D , è, çíà÷èò, âåêòîð ïðèðàùåíèé ïëàñòè-

÷åñêèõ äåôîðìàöèé â ïðîöåññå äîãðóæåíèÿ ìîæåò ìåíÿòü ñâîå íàïðàâëåíèå â

çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ êîìïîíåíò óêàçàííûõ âåêòîðîâ. Ñëåäîâàòåëüíî,

êîíåö âåêòîðà íàïðÿæåíèÿ �D ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé òî÷êîé ïîâåðõíîñòè íàãðó-

æåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (71), (72) íå ïîçâîëÿþò ñäåëàòü êàêèõ-ëèáî

êîíêðåòíûõ çàêëþ÷åíèé î âèäå ïîâåðõíîñòè íàãðóæåíèÿ â îêðåñòíîñòè óãëî-

âîé òî÷êè. Èç ýòèõ óðàâíåíèé ñëåäóåò òîò ôàêò, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ âèäîâ

íàãðóæåíèé, îòëè÷íûõ îò ïðîïîðöèîíàëüíîãî, ïîñëåäóþùèå ïîâåðõíîñòè

íàãðóæåíèÿ, îãðàíè÷èâàþùèå îáëàñòü óïðóãîé ðàçãðóçêè, ìîãóò èìåòü óãëî-

âóþ òî÷êó, ïåðåìåùàþùóþñÿ ïî òðàåêòîðèè íàãðóæåíèÿ âìåñòå ñ êîíöîì

âåêòîðà íàïðÿæåíèÿ.
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Çàìå÷àíèÿ î êîððåêòíîñòè îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé. Ïðèâåäåì íå-

êîòîðûå âïîëíå î÷åâèäíûå ñîîáðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî óñëîâèé ïðèìåíèìîñ-

òè îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé (28), (29), (32).

Åñòåñòâåííî äîïóñòèòü, ÷òî êîððåêòíîñòü îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé (28),

(29), (32) áóäåò èìåòü ìåñòî òîëüêî â ñëó÷àå åñëè íå íàðóøàþòñÿ íåêîòîðûå

îáùèå ïðèíöèïû, ïîëàãàåìûå â îñíîâó òåîðèè òå÷åíèÿ ëþáîãî âèäà. Â ñâÿçè

ñ ýòèì íåîáõîäèìî âûÿñíèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèÿ ïëàñòè÷íîñòè

(28), (29), (32) ñîãëàñóþòñÿ ñ ïðèíöèïîì íåîáðàòèìîñòè ðàáîòû íà ïðèðàùå-

íèÿõ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé è ïîñòóëàòîì óïðî÷íåíèÿ Äðóêåðà.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ íåîáðàòèìîñòè, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â

òîì, ÷òî ïðèðàùåíèå ðàáîòû ïëàñòè÷åñêîãî ôîðìîèçìåíåíèÿ åñòü âåëè÷èíà

ïîëîæèòåëüíàÿ:

dA dD D
p

� �( , ) .
( )

� � 0 (73)

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî äåâèàòîð äîïîëíèòåëüíûõ íàïðÿ-

æåíèé
�

�D îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (25), îòêóäà ñëåäóåò

� �

�
�

�
� �D D D�


1
|| | | , (74)

ãäå
�

�D – íàïðàâëÿþùèé äåâèàòîð íàïðÿæåíèé äëÿ ïðåäûäóùåãî ýòàïà

íàãðóæåíèÿ, åãî ìîäóëü ðàâåí åäèíèöå, ò.å. | | | | .
�

�D �1

Êðîìå òîãî, ïðèðàùåíèå èíòåíñèâíîñòè äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé d� çàäà-

åòñÿ â âèäå

d dD D�
�
� ��

3

2
( , ), (75)

è, çíà÷èò, ïðè ïîäñòàíîâêå â ôîðìóëó (73) âûðàæåíèÿ äëÿ ïðèðàùåíèé

ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé (71) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (74), (75) ïîëó÷èì

dA
G G

d� 

�



��

�

�
�� �


�



�

�

�
�
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1

3
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1

0�

�
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# � �cos , (76)

ãäå # – óãîë,

#
� �

�
�arccos

( , )

| | | |
.

�

D D

D
(77)

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè–Áóíÿêîâñêîãî–Øâàðöà [6] âûðà-

æåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (77) íå ïðåâûøàåò åäèíèöû, ò.å. óãîë #
îïðåäåëåí êîððåêòíî.

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (67) èìååì

1 1 1 1

0 0G G G Gt�
�
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��
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��, (78)
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è, ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå (76) ïðèìåò âèä

dA
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1
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1

3
1

0

( ( )cos ) .� � # � � (79)

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé îòíîñèòåëüíî ôîðìóëû (79). Ïðåæäå âñåãî,

äëÿ áîëüøèíñòâà ðåàëüíûõ ìàòåðèàëîâ äèàãðàììà äåôîðìèðîâàíèÿ îáû÷íî

íàïðàâëåíà âûïóêëîñòüþ ââåðõ è íå èìååò òî÷åê ïåðåãèáà, ïîýòîìó óñëîâèÿ

G Gt0 0� � âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâûé ìíîæèòåëü â ïðà-

âîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (79) ïîëîæèòåëåí.

Äàëåå ïðè äîãðóæåíèè d��0 è óñëîâèè cos #$0 èç âûðàæåíèÿ (79)

ñëåäóåò íåðàâåíñòâî dA�0. Ïðè íåðàâåíñòâå cos #�0 íà îñíîâàíèè (79)

ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî óñëîâèå dA�0 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî â ñëó÷àå,

åñëè çíà÷åíèÿ âåñîâîãî ìíîæèòåëÿ � íå ïðîòèâîðå÷àò ñëåäóþùåìó íåðàâåí-

ñòâó:
1

1



�
�

�
#|cos | .

Ïðîñòåéøèé àíàëèç ïîçâîëÿåò ñäåëàòü òàêîé âûâîä. Ìîäóëü êîñèíóñà

óãëà íå ïðåâûøàåò åäèíèöû, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èì óñëîâèå, îãðàíè÷è-

âàþùåå ñíèçó âûáîð äîïóñêàåìûõ çíà÷åíèé âåñîâîãî ìíîæèòåëÿ �:

1
1

1

2



� % �
�

�
�, . (80)

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà, âûòåêàþùåãî èç ïîñòóëàòà Äðóêåðà

è çàêëþ÷àþùåãîñÿ â òîì, ÷òî çà âåñü öèêë äîïîëíèòåëüíîãî íàãðóæåíèÿ è

ðàçãðóçêè äîáàâî÷íûå íàïðÿæåíèÿ d D� âûïîëíÿþò ïîëîæèòåëüíóþ ðàáîòó

ïðè íàëè÷èè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé:

( , ) .
( )

d dD D
p

� � �0 (81)

Åñëè â ôîðìóëó (81) ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå (71), òî ñ ó÷åòîì ñîîòíî-

øåíèé (74), (75), (78) ïîëó÷èì

( , ) ( ) ( , ),
( )

d d dD D
p

� � � & '�
1

3

2(

ãäå d� – èíòåíñèâíîñòü ïðèðàùåíèÿ äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé,

d d D� ��
3

2
|| | |;

(( , )& ' – òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

116 ISSN 0556-171X. Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè, 2012, ¹ 6

À. Þ. ×èðêîâ



(( , ) cos ( cos ( )cos )& ' & � & � '� 

�



��

�

�
�� � 
 � 


1 1
1

1 1

0G G G Gt s 0

2
�



��

�

�
��sin ;& (82)

&, ' – óãëû äîãðóçêè,

&
� �

� �
�arccos

( , )

| | | | | | | |
;

D D

D D

d

d
'

� �

�
�arccos

( , )

| | | |
.

�

D D

D

d

d

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå õàðàêòåðíûå ñëó÷àè äîãðóæåíèÿ. Ïðåæäå âñåãî,

ïðè ïðîïîðöèîíàëüíîì íàãðóæåíèè èìååì & ' #� � �0, è, ñëåäîâàòåëüíî,

âûðàæåíèå (82) ïðèìåò âèä

(( , ) .0 0
1 1

0

� 

G Gt

(83)

Êðîìå òîãî, ïðè íåéòðàëüíîì äîãðóæåíèè ïîëó÷èì & )� 2, â ðåçóëüòàòå

÷åãî ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

(
)
'

2

1 1

0

, .
�



�

�

�
�� 


G Gs
(84)

Âûðàæåíèÿ (83), (84) áóäóò ïîëîæèòåëüíûìè ïðè G G Gs t0 0� � � , ÷òî

îáû÷íî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ìàòåðèàë óïðî÷íÿåòñÿ ìîíîòîííî è êðèâàÿ äåôîð-

ìèðîâàíèÿ íå èìååò òî÷åê ïåðåãèáà.

Ó÷èòûâàåì, ÷òî ïðè äîãðóæåíèè d��0 èç ðàâåíñòâà (75) ñëåäóåò îöåíêà

cos ,&�0 è, çíà÷èò, ïðè óñëîâèè 0 2� �' ) ïîëó÷èì cos ,'$0 ÷òî ïîçâîëÿåò

îöåíèòü ñíèçó ôóíêöèþ (( , )& ' ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà:

(( , ) cos sin& ' � & &$ 

�



��

�

�
�� � 


�



��

�

�
�� �

1 1 1 1

0

2

0

2

G G G Gt s

0.

Ïðè ïðîèçâîëüíîì äîãðóæåíèè d��0 è óñëîâèè ) ' )2� � , íî ïðè

îãðàíè÷åíèè íà âåëè÷èíó óãëà äîãðóçêè & â âèäå íåðàâåíñòâà & ) '� 

èìååì îöåíêó |cos | cos .' &� Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèþ (( , )& ' ìîæíî îöåíèòü

ñíèçó òàê:

(( , ) ( )cos s& ' � &$ 

�



��

�

�
�� 
 � 


�



��

�

�
��

1 1
2 1

1 1

0

2

0G G G Gt s

in 2 &,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî (( , )& ' �0 áóäåò èìåòü ìåñòî òîëüêî â

ñëó÷àå åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ��1 2, îãðàíè÷èâàþùåå ñíèçó çíà÷åíèÿ

âåñîâîãî ìíîæèòåëÿ �.

Äëÿ âñåõ ïðî÷èõ âàðèàíòîâ äîãðóæåíèÿ ôóíêöèþ (82) çàïèøåì â âèäå

(( , ) cos& ' &
�

� 

�



��

�

�
�� � 


�



��

�

�
��� 


1 1 1 1 1 12

0G G G G G Gs s t 0

1
�



��

�

�
�� 
( )cos cos ,� & '
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îòêóäà ñëåäóþò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðà-

âåíñòâà (81):

G Gs� �� 0;
1 1

1 4
1 1 1 1

0

2

2

0G G G G G Gt s s



�



��

�

�
�� 
 � 


�



��

�

�
�� 

�



��( )�

�

�

�
��. (85)

Íåðàâåíñòâà (85) ïðèâîäÿò ê îãðàíè÷åíèþ íèæíèõ çíà÷åíèé âåñîâîãî

ìíîæèòåëÿ �:

� * *� � 
( ) ,1 2 *�







�

1 1

1 1
1

0

0

G G

G G

s

t

. (86)

Òàêèì îáðàçîì, âûòåêàþùèå èç ïðèíöèïà íåîáðàòèìîñòè è ïîñòóëàòà

óïðî÷íåíèÿ Äðóêåðà îãðàíè÷åíèÿ îòíîñÿòñÿ ê îöåíêå íèæíåãî ïîðîãîâîãî

çíà÷åíèÿ
�

�, ââåäåííîãî âûøå ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ (16).

Ïðàêòè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè âûáîðà ïàðàìåòðà �. Óñëîâèÿ (85), (86)

ñóæàþò äèàïàçîí äîïóñêàåìûõ çíà÷åíèé âåñîâîãî ìíîæèòåëÿ � è âëèÿþò íà

âåëè÷èíó ïîãðåøíîñòè ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ (15). Äåéñòâèòåëüíî, íå âñå

èç ðàññìîòðåííûõ âûøå �-ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ïëàñòè÷åñêîãî

òå÷åíèÿ (6) ïðèâîäÿò ê ïîñòðîåíèþ óñòîé÷èâûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé

â ôîðìå óðàâíåíèé (28), (29), (32). Â ÷àñòíîñòè, ÿâíûå ñõåìû èíòåãðèðî-

âàíèÿ, íàïðèìåð ìåòîä Ýéëåðà ñ âåñîâûì ìíîæèòåëåì ��0, à òàêæå ñõåìà

èíòåãðèðîâàíèÿ Êðàíêà–Íèêîëñîíà ñ ��1 2, èìåþùàÿ âòîðîé ïîðÿäîê òî÷-

íîñòè, ìîãóò âûçûâàòü íàðóøåíèå ïîñòóëàòà óïðî÷íåíèÿ Äðóêåðà è ïðèíöèïà

íåîáðàòèìîñòè ðàáîòû íà ïðèðàùåíèÿõ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé, ÷òî, â ñâîþ

î÷åðåäü, íàðóøàåò êîððåêòíîñòü îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé (28), (29), (32) è

ïðèâîäèò ê íåêîððåêòíîé ïîñòàíîâêå êðàåâîé çàäà÷è.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïîäòâåðäèëè òîò ôàêò, ÷òî èãíîðèðî-

âàíèå óñëîâèÿ ��1 2 ìîæåò ïðèâåñòè ê âûðîæäåíèþ êðàåâîé çàäà÷è, ïîòåðå

óñòîé÷èâîñòè èëè íàðóøåíèþ ñõîäèìîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ. Äëÿ

ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü ñõåìó èíòåãðèðîâàíèÿ ìå-

òîäà Áóáíîâà–Ãàëåðêèíà ñ âåñîâûì ìíîæèòåëåì ��2 3 è íåÿâíóþ ñõåìó

ìåòîäà Ïåòðîâà–Ãàëåðêèíà ñ ��1. Îïûò ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ñâè-

äåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ñõåìó èíòåãðèðîâàíèÿ ìåòîäà Áóáíîâà–Ãàëåðêèíà ñ

��2 3 öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ çàäà÷,

äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíî óìåðåííîå èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ

ýëåìåíòîâ òåëà ïðè ïåðåõîäå îò òåêóùåãî ýòàïà íàãðóæåíèÿ ê ïîñëåäóþùåìó,

íàïðèìåð ïðè ðåøåíèè çàäà÷ î íàãðåâå èëè îõëàæäåíèè ïðè ïëàâíîì èçìå-

íåíèè âíåøíèõ íàãðóçîê. Íåÿâíóþ ñõåìó èíòåãðèðîâàíèÿ ìåòîäà Ïåòðîâà–

Ãàëåðêèíà ñ âåñîâûì ìíîæèòåëåì ��1 ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü ïðè ðåøåíèè

óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ çàäà÷, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ óêðóïíåííûå ýòàïû íà-

ãðóæåíèÿ, ïðè÷åì â ïðîöåññå íàãðóæåíèÿ íàáëþäàþòñÿ ðåçêèå èçìåíåíèÿ

íàïðàâëåíèé äåôîðìèðîâàíèÿ ýëåìåíòîâ òåëà, íàïðèìåð ïðè íàãðóçêå ñ ïî-

ñëåäóþùåé ïîëíîé èëè ÷àñòè÷íîé ðàçãðóçêîé èëè ïîâòîðíî-ïåðåìåííîì íà-

ãðóæåíèè.
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Ïðèìåð. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, èëëþñòðèðóþùåãî ñâîéñòâà óðàâíåíèé

ïëàñòè÷íîñòè (28), (29), (32), ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äåôîðìàöèè êðóãëîé òîíêî-

ñòåííîé òðóáû, íàõîäÿùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì îñåâîãî ðàñòÿæåíèÿ è êðóòÿùåãî

ìîìåíòà.

Ìîäóëü óïðóãîñòè ìàòåðèàëà Å0 ïðèíèìàåì ðàâíûì 105 ÌÏà. Ïîëà-

ãàåì, ÷òî ìàòåðèàë íåñæèìàåì ñ ëèíåéíûì óïðî÷íåíèåì Å Å1 0 2� . Ïðåäåë

òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà � s çàäàåì ðàâíûì 200 ÌÏà.

Çàäà÷ó ðåøàåì ïðè óñëîâèè ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ðàññìîò-

ðèì åäèíè÷íûé êâàäðàò, ê ñòîðîíàì êîòîðîãî ïðèêëàäûâàåì îñåâîå ðàñòÿãè-

âàþùåå � è êàñàòåëüíîå � íàïðÿæåíèÿ ïî çàäàííîé ïðîãðàììå íàãðóæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì äâà ïóòè ñòóïåí÷àòîãî íàãðóæåíèÿ, êàæäûé èç êîòîðûõ â

ïðîñòðàíñòâå íàïðÿæåíèé � �
 ïðåäñòàâëÿåò äâà çâåíà (ðèñ. 2).

Ïåðâûé ïóòü ñîîòâåòñòâóåò ïðîãðàììå íàãðóæåíèÿ ðàñòÿæåíèå–êðó÷å-

íèå. Ïåðâîå çâåíî îïèñûâàåò ìîíîòîííûé ðîñò ðàñòÿãèâàþùåãî íàïðÿæåíèÿ

� îò íóëÿ äî âåëè÷èíû 3 � s, âòîðîå – ìîíîòîííîå ïîâûøåíèå êàñàòåëüíîãî

íàïðÿæåíèÿ � îò íóëÿ äî âåëè÷èíû � s 3 ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàñòÿãèâàþùåå

íàïðÿæåíèå � ïîñòîÿííî è ðàâíî 3 � s.

Âòîðîé ïóòü íàãðóæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâíûì ïåðâîìó è îïèñûâàåò

èñòîðèþ íàãðóæåíèÿ ïî ïðîãðàììå êðó÷åíèå–ðàñòÿæåíèå. Ïåðâîå çâåíî ñîîò-

âåòñòâóåò ìîíîòîííîìó ðîñòó êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ � îò íóëÿ äî âåëè-

÷èíû � s 3, âòîðîå – ìîíîòîííîìó ïîâûøåíèþ ðàñòÿãèâàþùåãî íàïðÿæå-

íèÿ � îò íóëÿ äî âåëè÷èíû 3 � s ïðè óñëîâèè, ÷òî êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå

� íå èçìåíÿåòñÿ è ðàâíî � s 3.
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Òî÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ îñåâîé � ( )p è ñäâèãîâîé � ( )p êîìïîíåíòû

òåíçîðà ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé â êîíöå êàæäîãî ïóòè íàãðóæåíèÿ îïðå-

äåëÿþòñÿ íà îñíîâàíèè ñëåäóþùèõ ôîðìóë:

ïåðâûé ïóòü íàãðóæåíèÿ
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Îöåíèì ñóììàðíóþ ïîãðåøíîñòü + îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà

ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé â êîíöå êàæäîãî ïóòè íàãðóæåíèÿ:

+ + +� �� �2 2 , +
� �

�
� �


| ~ |

| |
,

( ) ( )

( )

p p

p
+

� �

�
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| ~ |

| |
,

( ) ( )

( )

p p

p

ãäå ~ ( )� p è ~ ( )� p – ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì

�-ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ïóòè íàãðóæåíèÿ ïåðâîå çâåíî

îïèñûâàåò ïðîïîðöèîíàëüíîå íàãðóæåíèå, ðàçáèåíèå íà äîïîëíèòåëüíûå ýòà-

ïû âûïîëíÿëè òîëüêî äëÿ âòîðîãî çâåíà.

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïîëó÷åííûå ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèé âåñîâîãî ìíîæèòåëÿ � è ðàçíîãî êîëè÷åñòâà N ýòàïîâ íàãðóæåíèÿ

âòîðîãî çâåíà, ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1–6. Èç äàííûõ òàáëèö âèäíî, ÷òî ïðè

èñïîëüçîâàíèè óêðóïíåííûõ ýòàïîâ íàãðóæåíèÿ ïðèìåíåíèå ê ðåøåíèþ ìî-

äåëüíîé çàäà÷è ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ ìåòîäà Áóáíîâà–Ãàëåðêèíà ñ âåñîâûì

ìíîæèòåëåì ��2 3 ïðèâîäèò ê íàèìåíüøåé ñóììàðíîé ïîãðåøíîñòè â

îïðåäåëåíèè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ âåñüìà

âàæíûì àðãóìåíòîì ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè óêàçàííîé ñõåìû, ïî-

ñêîëüêó ðåøåíèå óïðóãîïëàñòè÷åñêîé çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì óêðóïíåííûõ

ýòàïîâ íàãðóæåíèÿ çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàåò âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû. Ñ óâåëè-

÷åíèåì êîëè÷åñòâà ýòàïîâ íàãðóæåíèÿ áîëåå òî÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîëó-

÷åíû ïðè èñïîëüçîâàíèè ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ Êðàíêà–Íèêîëñîíà ñ âåñî-

âûì ìíîæèòåëåì ��1 2, èìåþùåé âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè. Êðîìå òîãî,

ñîãëàñíî ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì ïðè ëþáîì êîëè÷åñòâå ýòàïîâ íàãðóæåíèÿ

âòîðîãî çâåíà ìàêñèìàëüíóþ ïîãðåøíîñòü äàåò íåÿâíàÿ ñõåìà èíòåãðèðî-

âàíèÿ ìåòîäà Ïåòðîâà–Ãàëåðêèíà ñ âåñîâûì ìíîæèòåëåì ��1. Îòìåòèì

òàêæå, ÷òî óìåíüøåíèå ìîäóëÿ óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà Å1 íå ïðèâîäèò ê

ñóùåñòâåííûì èçìåíåíèÿì çàâèñèìîñòè ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è îò

ïàðàìåòðà �.
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Çàêëþ÷åíèå. Ïðåäëîæåíà ìåòîäîëîãèÿ ïîñòðîåíèÿ ñåìåéñòâà äâóõñëîé-

íûõ �-ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé òåîðèè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, îïèñû-

âàþùèõ íåèçîòåðìè÷åñêèå ïðîöåññû íàãðóæåíèÿ ïî êðèâîëèíåéíûì òðàåê-

òîðèÿì äåôîðìèðîâàíèÿ ìàëîé êðèâèçíû. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ôåíîìåíîëî-

ãè÷åñêîé ìîäåëè áàçèðóþòñÿ íà óðàâíåíèÿõ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ Ïðàíäëÿ–

Ðåéññà è óñëîâèè òåêó÷åñòè Ãóáåðà–Ìèçåñà. Çàäà÷à îá èíòåãðèðîâàíèè óðàâ-

íåíèé ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ñôîðìóëèðîâàíà êàê çàäà÷à Êîøè äëÿ îáûê-

íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðè÷åì â êà÷åñòâå àðãóìåíòà, õà-

ðàêòåðèçóþùåãî ïðîöåññ íàãðóæåíèÿ, ïðèíÿòà äëèíà òðàåêòîðèè äåôîðìè-

ðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé. Ðàññìîòðåíà îáùàÿ ñõåìà
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Ò à á ë è ö à 1

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà îñåâîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè (%)

äëÿ ïåðâîãî ïóòè íàãðóæåíèÿ ðàñòÿæåíèå–êðó÷åíèå

N �, ðàâíîå

0,5 0,6 2/3 0,75 1,0

1 0,196410 0,195692 0,195214 0,194615 0,192820

2 0,196307 0,195877 0,195591 0,195233 0,194160

4 0,196257 0,196033 0,195884 0,195698 0,195139

8 0,196243 0,196130 0,196055 0,195961 0,195679

Òî÷íîå ðåøåíèå: 0,196238

Ò à á ë è ö à 2

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè ñäâèãà (%)

äëÿ ïåðâîãî ïóòè íàãðóæåíèÿ ðàñòÿæåíèå–êðó÷åíèå

N �, ðàâíîå

0,5 0,6 2/3 0,75 1,0

1 0,023205 0,027846 0,030940 0,034808 0,046410

2 0,029952 0,032153 0,033620 0,035454 0,040995

4 0,031674 0,032760 0,033485 0,034391 0,037108

8 0,032106 0,032648 0,033009 0,033461 0,034815

Òî÷íîå ðåøåíèå: 0,0322509

Ò à á ë è ö à 3

Ñóììàðíàÿ ïîãðåøíîñòü (%) îïðåäåëåíèÿ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé

äëÿ ïåðâîãî ïóòè íàãðóæåíèÿ ðàñòÿæåíèå–êðó÷åíèå

N �, ðàâíîå

0,5 0,6 2/3 0,75 1,0

1 28,05 13,66 4,09 7,97 43,83

2 7,13 0,35 4,25 9,94 27,13

4 1,79 1,58 3,83 6,64 15,07

8 0,45 1,23 2,35 3,75 7,95

Ïîñòðîåíèå äâóõñëîéíûõ ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ...



ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè íà

îñíîâå ñåìåéñòâà äâóõñëîéíûõ �-ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ïëàñòè-

÷åñêîãî òå÷åíèÿ. Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïëàñòè÷åñ-

êîãî òå÷åíèÿ îòíîñÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì òàê íàçûâàåìîé ñèíãóëÿðíîé ïëàñòè÷-

íîñòè, ò.å. òåîðèè ñ îñîáîé òî÷êîé íà ïîâåðõíîñòè íàãðóæåíèÿ. Èññëåäîâàíû

óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèÿ ïëàñòè÷íîñòè, ïîñòðîåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì

äâóõñëîéíûõ �-ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ, ñîãëàñóþòñÿ ñ ïðèíöèïîì íåîáðàòèìîñ-

òè ðàáîòû íà ïðèðàùåíèÿõ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé è ïîñòóëàòîì óïðî÷-

íåíèÿ Äðóêåðà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, èëëþñòðèðóþùåãî ñâîéñòâà ðàññìàòðè-

âàåìûõ óðàâíåíèé ïëàñòè÷íîñòè, ðåøåíà çàäà÷à î äåôîðìàöèè êðóãëîé òîíêî-
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Ò à á ë è ö à 4

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà îñåâîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè (%)

äëÿ âòîðîãî ïóòè íàãðóæåíèÿ êðó÷åíèå–ðàñòÿæåíèå

N �, ðàâíîå

0,5 0,6 2/3 0,75 1,0

1 0,086603 0,103923 0,115470 0,129904 0,173205

2 0,124106 0,131196 0,135923 0,141831 0,159556

4 0,133700 0,137016 0,139226 0,141989 0,150279

8 0,136147 0,137780 0,138868 0,140228 0,144308

Òî÷íîå ðåøåíèå: 0,136971

Ò à á ë è ö à 5

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè ñäâèãà (%)

äëÿ âòîðîãî ïóòè íàãðóæåíèÿ êðó÷åíèå–ðàñòÿæåíèå

N �, ðàâíîå

0,5 0,6 2/3 0,75 1,0

1 0,259808 0,242487 0,230940 0,216506 0,173205

2 0,245495 0,236762 0,230940 0,223663 0,201830

4 0,241597 0,237061 0,234037 0,230257 0,218916

8 0,240492 0,238197 0,236668 0,234756 0,229020

Òî÷íîå ðåøåíèå: 0,2401132

Ò à á ë è ö à 6

Ñóììàðíàÿ ïîãðåøíîñòü (%) îïðåäåëåíèÿ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé

äëÿ âòîðîãî ïóòè íàãðóæåíèÿ êðó÷åíèå–ðàñòÿæåíèå

N �, ðàâíîå

0,5 0,6 2/3 0,75 1,0

1 37,67 24,14 16,16 11,10 38,42

2 9,65 4,43 3,89 7,71 22,93

4 2,47 1,27 3,01 5,50 13,13

8 0,62 1,00 1,99 3,26 38,42

À. Þ. ×èðêîâ



ñòåííîé òðóáû, íàõîäÿùåéñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì îñåâîãî ðàñòÿæåíèÿ è êðóòÿ-

ùåãî ìîìåíòà. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è, ïîëó-

÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ äâóõñëîéíûõ �-ñõåì èíòåãðèðîâàíèÿ

óðàâíåíèé ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ, è äàíû ðåêîìåíäàöèè îòíîñèòåëüíî âûáîðà

âåñîâîãî ìíîæèòåëÿ �.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ä-ðó òåõí. íàóê Ê. Í. Ðóäàêîâó çà îáñóæ-

äåíèå ðàáîòû è êàíä. òåõí. íàóê Â. À. Ðîìàùåíêî çà ïðåäîñòàâëåííûå

àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ òåñòîâîé çàäà÷è.

Ð å ç þ ì å

Ðîçãëÿíóòî ìåòîäîëîã³þ ïîáóäîâè ñ³ìåéñòâà äâîøàðîâèõ �-ñõåì ³íòåãðó-

âàííÿ ð³âíÿíü òåîð³¿ ïëàñòè÷íî¿ òå÷³, ùî îïèñóþòü íå³çîòåðì³÷í³ ïðîöåñè

íàâàíòàæåííÿ çà êðèâîë³í³éíèìè òðàºêòîð³ÿìè äåôîðìóâàííÿ ìàëî¿ êðèâèç-

íè. Ó öüîìó âèïàäêó íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí çàëåæèòü â³ä ³ñòîð³¿

òåðìîñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ, ³ ïðîöåñ íåïðóæíîãî äåôîðìóâàííÿ ïîâèíåí

â³äñë³äêîâóâàòèñü íà âñüîìó äîñë³äæóâàíîìó ³íòåðâàë³ ÷àñó ïðè ïîêðîêîâîìó

ðîçâ’ÿçàíí³ êðàéîâî¿ çàäà÷³. Îñíîâí³ ïîëîæåííÿ ôåíîìåíîëîã³÷íî¿ ìîäåë³

áàçóþòüñÿ íà ð³âíÿííÿõ ïëàñòè÷íî¿ òå÷³ Ïðàíäëÿ–Ðåéññà ³ óìîâ³ òåêó÷îñò³

Ãóáåðà–Ì³çåñà. Ïðîöåñ íàâàíòàæåííÿ ðîçáèâàºòüñÿ íà îêðåì³ ðîçðàõóíêîâ³

åòàïè â ÷àñ³. Äëÿ êîæíîãî ç íèõ ð³âíÿííÿ ïëàñòè÷íî¿ òå÷³ ³íòåãðóþòüñÿ çà

åòàï íàâàíòàæåííÿ. Çàïðîïîíîâàíî çàãàëüíó ñõåìó ïåðåòâîðåíü äëÿ ïîáóäîâè

ñ³ìåéñòâà äâîøàðîâèõ �-ñõåì ³íòåãðóâàííÿ ð³âíÿíü ïëàñòè÷íî¿ òå÷³. Ñôîð-

ìóëüîâàíî óìîâè, çà ÿêèõ ö³ ð³âíÿííÿ ïëàñòè÷íîñò³ óçãîäæóþòüñÿ ç ïðèí-

öèïîì íåîáîðîòíîñò³ ðîáîòè íà ïðèðîñòàõ ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é ³ ïîñòó-

ëàòîì çì³öíåííÿ Äðóêåðà. Äëÿ ³ëþñòðàö³¿ âëàñòèâîñòåé ðîçãëÿíóòèõ ð³âíÿíü

ïëàñòè÷íîñò³ ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó ïðî äåôîðìàö³þ êðóãëî¿ òîíêîñò³ííî¿ òðóáè,

ùî çíàõîäèòüñÿ ï³ä ä³ºþ îñüîâîãî ðîçòÿãó ³ êðóòíîãî ìîìåíòó. Ïðåäñòàâëåíî

ðåçóëüòàòè ðîçâ’ÿçêó ìîäåëüíî¿ çàäà÷³, ùî îäåðæàí³ ç âèêîðèñòàííÿì ð³çíèõ

äâîøàðîâèõ ñõåì ³íòåãðóâàííÿ. Çàïðîïîíîâàíî ïðàêòè÷í³ ðåêîìåíäàö³¿ ñòî-

ñîâíî âèáîðó ïàðàìåòðà �.
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