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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿ-

íèÿ ñèñòåìû, ïîäâåðæåííîé äåéñòâèþ êîíòàêòíûõ è íåêîíòàêòíûõ íàãðóçîê. Íàïðÿæåííîå

ñîñòîÿíèå ïîëó÷åíî ïóòåì ñóïåðïîçèöèè ïîëåé íàïðÿæåíèé, îáóñëîâëåííûõ äåéñòâèåì íîð-

ìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ ýëëèïòè÷åñêè ðàñïðåäåëåííûõ êîíòàêòíûõ óñèëèé, à òàêæå íåêîí-

òàêòíûì èçãèáîì. Ïîêàçàíî çíà÷èòåëüíîå èçìåíåíèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿ-

íèÿ â ñèñòåìå ïî ñðàâíåíèþ ñ òàêîâûì ïðè ðåøåíèè çàäà÷è äëÿ ÷èñòî êîíòàêòíîãî âçàèìî-

äåéñòâèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðèáîôàòè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ïðîñòðàíñòâåííîå íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå, êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå, íåêîíòàêòíûå íà-

ãðóçêè.

Òðèáîôàòè÷åñêàÿ ñèñòåìà: ñîâìåùåííîå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàí-

íîå ñîñòîÿíèå. Ïðè ïîñòðîåíèè ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íàïðÿæåí-

íîãî ñîñòîÿíèÿ òðèáîôàòè÷åñêèõ ñèñòåì â ðàìêàõ òåîðèè óïðóãîñòè â îáùåì

ñëó÷àå ó÷èòûâàåòñÿ äåéñòâèå êàê ðàñïðåäåëåííûõ íîðìàëüíûõ p x y( , ) è

êàñàòåëüíûõ q x y( , ) êîíòàêòíûõ óñèëèé, òàê è íåêîíòàêòíûõ M i , N i , Qi íà-

ãðóçîê, à òàêæå ïåðåïàä òåìïåðàòóðû � �Ò îò âñåõ èñòî÷íèêîâ òåïëà (ðèñ. 1)

[1, 2].

Ïðè èññëåäîâàíèè òðèáîôàòè÷åñêîé ñèñòåìû áóäåì èñõîäèòü èç ñëå-

äóþùèõ îñíîâíûõ ïîëîæåíèé.
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Ðèñ. 1. Îáùàÿ ñõåìà íàãðóæåíèÿ òðèáîôàòè÷åñêîé ñèñòåìû.



1. Ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà èç íàãðóçîê, ïðèëîæåííûõ ê ñèñòåìå, âûçûâàåò

â íåé êàê ëîêàëüíûå êîíòàêòíûå äåôîðìàöèè, òàê è îáúåìíîå äåôîðìèðî-

âàíèå õîòÿ áû îäíîãî ýëåìåíòà ñèñòåìû.

2. Íàïðÿæåíèÿ, îáóñëîâëåííûå êîíòàêòíîé è íåêîíòàêòíîé íàãðóçêàìè,

äåéñòâóþò îäíîâðåìåííî è â åäèíîé îáëàñòè.

3. Ôîðìà è ïëîùàäü êîíòàêòà äîïîëíèòåëüíî îïðåäåëÿþòñÿ èçìåíåíèåì

êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè òîãî åå ýëåìåíòà, êîòîðûé ïîäâåðãàåòñÿ îáúåìíîìó

äåôîðìèðîâàíèþ.

4. Ñèëà è êîýôôèöèåíò òðåíèÿ çàâèñÿò îò äîïîëíèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé â îáëàñòè êîíòàêòà, íàëàãàåìûõ äåéñòâèåì íåêîíòàêòíîé íàãðóçêè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíèòåëüíî ê òðèáîôàòè÷åñêîé ñèñòåìå áóäåì ðå-

øàòü äâå ãðàíè÷íûå çàäà÷è. Êîíòàêòíóþ äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ ñèñ-

òåìû:
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Ïîñêîëüêó ïðè óïðóãîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è çàâèñèìîñòü ìåæäó íàïðÿæå-
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ñîâìåùåííîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè íàïðÿ-

æåííûõ ñîñòîÿíèé, îáóñëîâëåííûõ îòäåëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:
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ãäå k ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ ñ, b, T� , îáîçíà÷àÿ ñîîòâåòñòâåííî êîí-

òàêòíûå, íåêîíòàêòíûå è òåìïåðàòóðíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.
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Ïîä îáúåìíûì äåôîðìèðîâàíèåì áóäåì ïîíèìàòü äåéñòâèå íàãðóçêè â

ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì Ñåí-Âåíàíà, ò.å. â îòëè÷èå îò êîíòàêòíîãî âçàèìî-

äåéñòâèÿ, áåç ó÷åòà îñîáåííîñòåé â òî÷êàõ åå ïðèëîæåíèÿ.

Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â ëþáîé òî÷êå M x y z( , , ) òðèáîôàòè÷åñêîé

ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ èç îáùåãî ñîîòíîøåíèÿ [1–5]
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êàñàòåëüíîé êîíòàêòíûìè íàãðóçêàìè, íåêîíòàêòíûìè ñèëàìè.

Ïðè èññëåäîâàíèè íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â çîíå êîíòàêòà â òî÷íîé
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Íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà ðàñ÷åò
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hs( )

ïóòåì ïðÿìîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (6) ÿâëÿ-

åòñÿ âåñüìà çàòðóäíèòåëüíûì. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî äëÿ òî÷åê z�0

ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà â ñèëó îñîáåííîñòè â òî÷êå ïðèëîæåíèÿ åäè-

íè÷íîé íàãðóçêè ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî ìåòîäàì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-

âàíèÿ ñõîäÿòñÿ äîâîëüíî ìåäëåííî. Êðîìå òîãî, îíè ïëîõî ñîîòâåòñòâóþò

èçâåñòíûì ðåøåíèÿì â íåêîòîðûõ ïîäîáëàñòÿõ ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàí-

ñòâà.
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äèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùåé ôîðìóëîé [1, 9, 10]:
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Ôîðìóëà (5) ñ ó÷åòîì (8) ïðèìåò âèä

� � � � �
ij ij

hs

z
ij
surf

ij� ( �[ ] .
( ) ( ) ( )

(11)

Íà ðèñ. 2 è 3 â ñîîòâåòñòâèè ñ (11) ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ

íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïðè äåéñòâèè ýëëèïòè÷åñêè ðàñ-

ïðåäåëåííûõ íîðìàëüíûõ p x y p x a y b( , )� � �0
2 2 2 21 è êàñàòåëüíûõ

q x y fp x y( , ) ( , )� 0 êîíòàêòíûõ óñèëèé. Ïàðàìåòðàìè òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ÿâëÿþòñÿ à, b è p0 – áîëüøàÿ è ìàëàÿ ïîëóîñè êîíòàêòíîé ïëîùàäêè è

äàâëåíèå â öåíòðå êîíòàêòà (êîýôôèöèåíò òðåíèÿ f �0 5, , b a�0 5, ) [7]. Èç

ðèñ. 2 è 3 âèäíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ � � �
xx
n

xx
( ) ( )� è � � �

xz
n

xz
( ) ( )� çíà÷èòåëüíî

îòëè÷àþòñÿ îò ðàñïðåäåëåíèé � xx
n( ) è � xz

n( ) èç-çà äåéñòâèÿ ñèëû òðåíèÿ,

âûçûâàþùåé ïîÿâëåíèå íàïðÿæåíèé � �
xx
( ) è � �

xz
( ) .
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Ðèñ. 2. Ðàñïðåäåëåíèå îòíåñåííûõ ê p0 íàïðÿæåíèé �xx íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà ïðè z� 0,

y� 0.

Ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèå îòíåñåííûõ ê p0 íàïðÿæåíèé �xz ïîä ïîâåðõíîñòüþ êîíòàêòà ïðè

z a��0 3, , y� 0.

Ñ. Ñ. Ùåðáàêîâ



Íàïðÿæåíèÿ îò íåêîíòàêòíûõ íàãðóçîê áóäåì îïðåäåëÿòü ñ èñïîëüçîâà-

íèåì òåîðèè, ïîäõîäÿùåé äëÿ êîíêðåòíîé ãåîìåòðèè è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë [11]:

� � � �ij
b

ij
M

ij
N

ij
Q( ) ( ) ( ) ( )

,� � � (12)

ãäå M , N è Q – âíóòðåííèé ìîìåíò, ïðîäîëüíîå è ïîïåðå÷íîå óñèëèÿ.

Ñîâìåùåííîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå, îïðåäåëÿåìîå âûðàæåíèåì (4), ñ

ó÷åòîì (6)–(12) ïðèìåò âèä
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n
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( , )
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�
�
�
�

� � � � �� q x y z d d x y zij
C

ij
M

S

( , ) ( , , ) ( , , )
( ) ( )

( , )

� � � � � � � �
� �
�

� �� �ij
N

ij
Q

x y z x y z
( ) ( )

( , , ) ( , , ). (13)

Ñèñòåìà ðîëèê–âàë. Ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ ìîäåëè (13) ïðèìåíèòåëü-

íî ê òðèáîôàòè÷åñêîé ñèñòåìå ðîëèê–âàë, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ òàêèõ

ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ îáúåêòîâ, êàê çóá÷àòîå çàöåïëåíèå, êîëåñî–ðåëüñ è äð. Â

íåé ðåàëèçóþòñÿ êàê êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå ðîëèêà è âàëà, òàê è íåêîí-

òàêòíûé èçãèá âàëà (ðèñ. 4) [11, 12].
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Ðèñ. 4. Ñõåìà òðèáîôàòè÷åñêîé ñèñòåìû ðîëèê–âàë.
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Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â ëþáîé òî÷êå M x y z( , , ) ýòîé ñèñòåìû îïðå-

äåëÿåòñÿ èç îáùåãî ñîîòíîøåíèÿ (4). Åñëè íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ðîëèêà

ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî êîíòàêòíûì, â âàëå êðîìå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé äåéñòâóþò

íàïðÿæåíèÿ, îáóñëîâëåííûå èçãèáàþùåé íåêîíòàêòíîé ñèëîé.

Ïîñêîëüêó ðîëèê è âàë îãðàíè÷åíû ïîâåðõíîñòÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà, â

ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé íåñîãëàñîâàííîãî êîíòàêòà Ãåðöà [7, 13], âçàèìî-

äåéñòâèå ìåæäó ðîëèêîì è âàëîì ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ýëëèïòè÷åñêîìó

ðàñïðåäåëåíèþ íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ óñèëèé ïî ïîëóïðîñòðàíñòâó.

Ðàñïðåäåëåíèÿ âñåõ íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé

� ij
n( )

è � �
ij
( )

, à òàêæå ãëàâíûõ íàïðÿæåíèé ïðèâåäåíû â [2]. Ïðè àíàëèçå

ñèñòåìû ðîëèê–âàë áóäåì ðàññìàòðèâàòü íàïðÿæåíèÿ � xx
n( ) , � yy

n( ) , � zz
n( ) , � xz

n( ) ,

ïîñêîëüêó èìåííî îíè â íàèáîëüøåé ñòåïåíè îïðåäåëÿþò îñîáåííîñòè ñîâìå-

ùåííîãî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ïî ñðàâíåíèþ ñ

êîíòàêòíîé ïàðîé.

Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå, âûçâàííîå äåéñòâèåì ñèëû Fb â ïëîñêîñòè

ó�0 (ðèñ. 5), îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíûìè [11] ñîîòíîøå-

íèÿìè:
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ãäå

J
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�
� 4

64
; F p

J

lrb �
�

0 22
4 1

0,
( )

.
�

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñðàâíèì îäíî èç ðåøåíèé òðàäèöèîííîé êîíòàêòíîé

çàäà÷è (11) äëÿ ïàðû ðîëèê–ðîëèê ïðè ýëëèïòè÷åñêîì ðàñïðåäåëåíèè êîíòàêò-

íîãî äàâëåíèÿ ñ àíàëîãè÷íûì ðåøåíèåì (13) äëÿ òðèáîôàòè÷åñêîé ñèñòåìû, â

êîòîðîé êîíñîëüíî çàêðåïëåííûé âàë òàêæå íàãðóæåí íåêîíòàêòíîé èçãè-

áàþùåé ñèëîé Fb . Èçãèáàþùàÿ ñèëà ïðèëîæåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî â îêðåñò-

íîñòè êîíòàêòà ôîðìèðóåòñÿ îáëàñòü ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé.
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Ðèñ. 5. Ñõåìà íàãðóæåíèÿ âàëà â ñèñòåìå ðîëèê–âàë.

Ñ. Ñ. Ùåðáàêîâ



Ïðè èññëåäîâàíèè íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ â îáëàñòè

z a� [ ; , ],0 1 5 x a a� �[ , ; , ],1 5 1 5 y a a� �[ , ; , ]1 5 1 5 äëÿ 20 39 39� � òî÷åê ïðè íå-

êîíòàêòíîé íàãðóçêå F p
J

r
b �

�
2 7

1

12
0 2

,
( )

,
�

ãäå r – ðàäèóñ âàëà, r a�1 5, ; J –

ìîìåíò èíåðöèè âàëà, è äëèíå âàëà 12r. Ïðèíÿòû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ

ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ è ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê: ìîäóëè Þíãà Å Å1 2� �
� �2 01 1011, Ïà; êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà � �1 2 0 3� � , ; êîýôôèöèåíò òðåíèÿ

f �0 2, ; ñîîòíîøåíèå ïîëóîñåé ýëëèïñà êîíòàêòà b a�0 574, . Ðåçóëüòàòû

ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 6, 7.

Èç ðèñ. 6 âèäíî, ÷òî âëèÿíèå íåêîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé íà èçìåíåíèå

íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â îáëàñòè êîíòàêòà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

à) ðàñïðåäåëåíèå 	 õõ ñìåùàåòñÿ â ïëîñêîñòè ó �0 íåðàâíîìåðíî, à

èìåííî: ñîîòâåòñòâåííî âåëè÷èíå äåéñòâóþùèõ èçãèáíûõ íàïðÿæåíèé, êîòî-

ðûå ëèíåéíî èçìåíÿþòñÿ ïî êîîðäèíàòå z;

á) ïîëå ñæèìàþùèõ íàïðÿæåíèé 	 xx
n( ) ÷àñòè÷íî òðàíñôîðìèðóåòñÿ â

ïîëå ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé 	 

xx
n b( )� � ;

â) ìàêñèìàëüíûå ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ ñæèìàþùèå íàïðÿæåíèÿ

	 õõ óìåíüøàþòñÿ ïðèìåðíî â äâà ðàçà âñëåäñòâèå èçãèáà âàëà.

Èç ðèñ. 7 âèäíî çíà÷èòåëüíîå èçìåíåíèå (ïî ñðàâíåíèþ ñ 	 int
( )n

) èíòåí-

ñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè êîíòàêòà â ðåçóëüòàòå âëèÿíèÿ ñèëû

òðåíèÿ 	 

int
( )n�

è íåêîíòàêòíîãî èçãèáà 	 

int
( )n b� �

.
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à á â

Ðèñ. 6. Ïîëÿ íàïðÿæåíèé 	xx , îòíåñåííûõ ê p0, â êîíòàêòíîé çàäà÷å 	xx
n( ) – à, ïàðå òðåíèÿ

	 

xx
n( )� – á è â òðèáîôàòè÷åñêîé ñèñòåìå 	 


xx
n b( )� � – â.
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Çàêëþ÷åíèå. Ñîâìåùåííîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå, îïðåäåëÿåìîå ãðà-

íè÷íûìè óñëîâèÿìè (1), (2), îïèñûâàåòñÿ â (3), (4), (13) ñóïåðïîçèöèåé

íàïðÿæåíèé, îáóñëîâëåííûõ êàê êîíòàêòíûìè, òàê è íåêîíòàêòíûìè íàãðóç-

êàìè. Ïîýòîìó ñ òî÷êè çðåíèÿ òðèáîôàòèêè àíàëèç (13) âîçìîæåí, ïîñêîëüêó,

ñ îäíîé ñòîðîíû, ìîæíî èññëåäîâàòü, êàê ïîëå íàïðÿæåíèé âñëåäñòâèå îáúåì-

íîãî äåôîðìèðîâàíèÿ âîçìóùàåòñÿ â ëîêàëüíîé îáëàñòè, â êîòîðîé îäíî-

âðåìåííî âîçáóæäàåòñÿ ïîëå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé. Òàêîé àíàëèç èñïîëü-

çóåòñÿ, êîãäà â òðèáîôàòè÷åñêîé ñèñòåìå ðåàëèçóåòñÿ ïðÿìîé ýôôåêò. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî èññëåäîâàòü, êàê èçìåíÿåòñÿ ëîêàëüíîå ïîëå êîí-

òàêòíûõ íàïðÿæåíèé, êîãäà íà íåãî íàêëàäûâàåòñÿ ïîëå íàïðÿæåíèé, îáóñëîâ-

ëåííûõ îáúåìíûì äåôîðìèðîâàíèåì. Àíàëèç ïîëåçåí, êîãäà â òðèáîôàòè÷åñ-

êîé ñèñòåìå ðåàëèçóåòñÿ îáðàòíûé ýôôåêò. Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (13) ìîæíî

ïðîâîäèòü ïîäîáíûå èññëåäîâàíèÿ êàê â êîëè÷åñòâåííîì, òàê è â êà÷åñòâåí-

íîì îòíîøåíèè ïðàêòè÷åñêè ïðè ëþáûõ óñëîâèÿõ íàãðóæåíèÿ.

Ð å ç þ ì å

Ðîçãëÿäàºòüñÿ ìåõàí³êî-ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó

ñèñòåìè, ùî çàçíàº ä³¿ êîíòàêòíèõ ³ íåêîíòàêòíèõ íàâàíòàæåíü. Íàïðóæåíèé

ñòàí îòðèìàíî øëÿõîì ñóïåðïîçèö³¿ ïîë³â íàïðóæåíü, ùî çóìîâëåí³ ä³ºþ

íîðìàëüíèõ ³ äîòè÷íèõ åë³ïòè÷íî ðîçïîä³ëåíèõ êîíòàêòíèõ çóñèëü, à òàêîæ

íåêîíòàêòíèì çãèíîì. Ïîêàçàíî çíà÷íó çì³íó íàïðóæíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó

à á â

Ðèñ. 7. Ïîëÿ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé �int , îòíåñåííûõ ê p0, â êîíòàêòíîé çàäà÷å �int
( )n

– a,

ïàðå òðåíèÿ � �
int
( )n�

– á è â òðèáîôàòè÷åñêîé ñèñòåìå � �
int
( )n b� �

– â.
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Ñ. Ñ. Ùåðáàêîâ



â ñèñòåì³ ïîð³âíÿíî ç òàêèì ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ çàäà÷³ äëÿ ÷èñòî êîíòàêòíî¿

âçàºìîä³¿.
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