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Ïðåäñòàâëåíà êîìïëåêñíàÿ ìåòîäèêà ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè öèëèíäðè÷åñêèõ îáî-

ëî÷åê ñî ñëîÿìè èç àðìèðîâàííûõ âîëîêíàìè âÿçêîóïðóãèõ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ, ýâîëþöèîííûå àëãîðèò-

ìû, ìíîæåñòâî è ôðîíò Ïàðåòî, öèëèíäðè÷åñêàÿ ñëîèñòàÿ îáîëî÷êà, àðìèðî-

âàííûå âîëîêíàìè êîìïîçèöèîííûå ìàòåðèàëû ñ âÿçêîóïðóãèìè ñâîéñòâàìè.

Ââåäåíèå. Ïðîåêòèðîâàíèå ñîâðåìåííûõ êîíñòðóêöèé èç êîìïîçèöèîí-

íûõ ìàòåðèàëîâ äîëæíî áàçèðîâàòüñÿ íà îïòèìàëüíîì âûáîðå ñòðóêòóðû,

ìàòåðèàëîâ è ãåîìåòðèè, îáåñïå÷èâàþùåì íåîáõîäèìûå èõ ýêñïëóàòàöèîí-

íûå õàðàêòåðèñòèêè. Íàèëó÷øèé âûáîð ïàðàìåòðîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðåä-

ïîëàãàåò âûïîëíåíèå, êàê ïðàâèëî, íåñêîëüêèõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè. Â

ñâÿçè ñ ýòèì ïðèîáðåòàåò àêòóàëüíîñòü íàïðàâëåíèå, ïðåäóñìàòðèâàþùåå

îïòèìèçàöèþ ïî íåñêîëüêèì êðèòåðèÿì, ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü è ïðîòèâî-

ïîëîæíûå ïî âûáîðó ïðîåêòíûõ ïàðàìåòðîâ – òàê íàçûâàåìûå êîíêóðèðóþùèå

êðèòåðèè.

Äëÿ çàäà÷ äèíàìèêè êîíñòðóêöèé ãëàâíûìè êðèòåðèÿìè ÿâëÿþòñÿ ìàññà,

÷àñòîòíûé ñïåêòð, àìïëèòóäû ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé, ñêîðîñòü çàòó-

õàíèÿ êîëåáàíèé. Îïòèìàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå êîìïîçèòíûõ êîíñòðóêöèé

îñëîæíÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèåì çíà÷èòåëüíîãî êîëè÷åñòâà ïðîåêòíûõ ïàðàìåò-

ðîâ è àëãîðèòìè÷åñêèõ ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ, à òàêæå ìíîãîýêñòðåìàëüíîñ-

òüþ îïòèìèçèðóåìûõ êðèòåðèåâ. Óêàçàííûå îáñòîÿòåëüñòâà íå ïîçâîëÿþò

ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü êëàññè÷åñêèå ãðàäèåíòíûå ìåòîäû, ïîýòîìó íåîá-

õîäèìî ïðèìåíÿòü äðóãèå, íàïðèìåð, ýâîëþöèîííûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè, â

÷àñòíîñòè ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû (ÃÀ). Îíè íå èìåþò îãðàíè÷åíèé ïî êîëè-

÷åñòâó ïàðàìåòðîâ îïòèìèçàöèè, íå èñïîëüçóþò ïðîèçâîäíûå è ïîçâîëÿþò ñ

áîëüøîé äîëåé âåðîÿòíîñòè íàõîäèòü ãëîáàëüíûå ýêñòðåìóìû îïòèìèçèðó-

åìûõ ôóíêöèé.

Ïðèìåíåíèå ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ, â ÷àñòíîñòè ãåíåòè÷åñêîãî, ê

çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ðàññìàòðèâàëîñü ìíîãèìè àâòîðà-

ìè [1–3].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ìåòîäèêà îïòèìàëüíîãî ïðîåêòèðîâà-

íèÿ ìíîãîñëîéíûõ îáîëî÷åê ïðè íàëè÷èè íåñêîëüêèõ êðèòåðèåâ îïòèìèçàöèè

ñ èñïîëüçîâàíèåì ÃÀ [4] è ìåòîäà ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè âÿçêîóïðóãèõ

êîíñòðóêöèé â ïðîñòðàíñòâå ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå [5, 6], à òàêæå íåñêîëüêî

ïðèìåðîâ ðàñ÷åòà.
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñëîèñòûõ îáîëî÷åê èç âÿçêîóïðóãèõ ìàòå-

ðèàëîâ, àðìèðîâàííûõ âîëîêíàìè. Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

ïîêàçàíî íà ïðèìåðå öèëèíäðè÷åñêîé ìíîãîñëîéíîé îáîëî÷êè ñ áîëüøèì

êîëè÷åñòâîì ñëîåâ, àðìèðîâàííûõ âîëîêíàìè áîëåå ïðî÷íîãî è æåñòêîãî

ìàòåðèàëà (ðèñ. 1). Ìàòåðèàëû îñíîâû è àðìèðóþùèõ âîëîêîí ÿâëÿþòñÿ

âÿçêîóïðóãèìè è ìîãóò áûòü àíèçîòðîïíûìè (ìîíîòðîïíûìè). Ýôôåêòèâíûå

ïàðàìåòðû êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ ñëîåâ îïðåäåëÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

ðàíåå [6, 7] ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêè è çàâèñÿò îò êîýôôèöèåíòîâ è óãëîâ

àðìèðîâàíèÿ, à òàêæå ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ìàòåðèàëîâ, ñîñòàâ-

ëÿþùèõ êîìïîçèò.

Äëÿ àíèçîòðîïíûõ âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ñëîåâ îïðåäåëÿþùèå ôèçè-

÷åñêèå çàâèñèìîñòè ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè çàïèñûâàþòñÿ â

âèäå ñâåðòêè Áîëüöìàíà–Âîëüòåððà [8]:
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ãäå G t( )� � – ìàòðèöà ôóíêöèé ðåëàêñàöèè; � , � – âåêòîðû íàïðÿæåíèé è

äåôîðìàöèé ñîîòâåòñòâåííî; t – âðåìÿ.

Ìîäåëü ìíîãîñëîéíîé îáîëî÷êè ïîñòðîåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïðîêñè-

ìàöèè ïåðåìåùåíèé ïî åå òîëùèíå ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíî-

ìîâ Ëàãðàíæà. Ïåðåìåùåíèÿ ïî äâóì äðóãèì êîîðäèíàòàì àïïðîêñèìèðó-

þòñÿ ðÿäàìè Ôóðüå ñ êîîðäèíàòíûìè ôóíêöèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè óñëî-

âèÿì çàêðåïëåíèÿ íà òîðöàõ îáîëî÷êè.

Ñèíòåç ìíîãîñëîéíîé îáîëî÷êè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì îáúåäèíåíèÿ ðàñ-

÷åòíûõ ñëîåâ â ìíîãîñëîéíûé ïàêåò â ïðåäïîëîæåíèè îòñóòñòâèÿ ïåðåìå-

ùåíèé íà ãðàíèöàõ êîíòàêòà.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàòðèö æåñòêîñòè è ìàññ ðàñ÷åòíûõ ñëîåâ èñïîëüçóþòñÿ

âàðèàöèîííûå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà â ñâåðòêàõ:

g dV u u dV g u pdS u fdVt t t t t t
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Ðèñ. 1. Öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà (à) è ñòðóêòóðà ìàòåðèàëà (á): � i – êîýôôèöèåíòû àðìèðî-

âàíèÿ; � – óãëû àðìèðîâàíèÿ; hi – òîëùèíû ñëîåâ.



ãäå � t , � t , p, ut – âåêòîðû äåôîðìàöèé, íàïðÿæåíèé, âíåøíèõ ñèë è
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R – ðàäèóñ âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ñëîÿ îáîëî÷êè.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (1), (3), (4) â (2) ïîëó÷èì óðàâíåíèå êîëåáàíèé ñëîÿ â

ñâåðòêàõ:
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Ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ óðàâíåíèå (6) çàïèøåì òàê:

g K q Mq g Ft t*
~

* � * .
 � �0 (8)

Âûïîëíèì ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå óðàâíåíèÿ (8) è ïîëó÷èì óðàâ-

íåíèå îòíîñèòåëüíî èçîáðàæåíèé ïåðåìåùåíèé â ïðîñòðàíñòâå ïðåîáðàçîâà-

íèé Ôóðüå:
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ãäå K i( ),� M , F i( )� – ìàòðèöû æåñòêîñòè, ìàññ è âíåøíåé íàãðóçêè ñîîò-
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êîëåáàíèé �.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ìíîãîñëîéíîé îáîëî÷êè íåîáõî-

äèìî îáúåäèíèòü ñëîè â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ, êîòîðûå ïðè

ïðèíÿòîé ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè (ðèñ. 2) èìåþò âèä
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Óðàâíåíèå (9) ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå À è

N äëÿ àíàëèçà äèíàìèêè îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà-

ãðóçêàõ [5].

Ïðè ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ÷àñòîòû êîëåáàíèé �
è ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå çàòóõàíèå êîëåáàíèé, â ÷àñòíîñòè äåêðåìåíò

êîëåáàíèé èëè ñêîðîñòü çàòóõàíèÿ êîëåáàíèé.

Ìåòîä êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ïðåîáðàçî-

âàíèé Ôóðüå, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [5], ýôôåêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ â [4, 6].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè. Ìíîãîêðèòåðè-

àëüíàÿ, èëè âåêòîðíàÿ îïòèìèçàöèÿ ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà âåêòîðîâ

ïðîåêòíûõ ïàðàìåòðîâ x x x x Xn� �( ... )1 2 , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ïðè-

íÿòûì îãðàíè÷åíèÿì g x g x g x g xn( ) ( ( ) ( ) ... ( ))� �1 2 0 è îïòèìèçèðóþò

âåêòîð-ôóíêöèþ öåëåâûõ ôóíêöèé y f x f x f x f x Yn� � �( ) ( ( ) ( ) ... ( ))1 2 ,

ãäå Õ – â äàííîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé; Y – êðèòåðèàëüíîå ïðî-

ñòðàíñòâî.

Äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé D îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âåêòî-

ðîâ ðåøåíèé x , óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèÿì g x( ) :�0

D x X g x� � �{ | ( ) }.0

Äîïóñòèìàÿ îáëàñòü â êðèòåðèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå áóäåò

Y f DD � ( ).
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Ðèñ. 2. Óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ñëîåâ ïðè ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè ïåðåìåùåíèé ïî òîëùèíå

ñëîÿ.
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Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ êðèòåðèè îïòèìèçàöèè f xi ( ) ÿâëÿþòñÿ êîíêó-

ðèðóþùèìè, ò.å. óëó÷øåíèå îäíîãî ïðèâîäèò ê óõóäøåíèþ äðóãèõ. Òàêèì

îáðàçîì, îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé âîçìîæíî òîëüêî íà îñíîâå

ïðèíöèïà Ïàðåòî, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì ðåøåíèå x Dk � áóäåò íåóëó÷-

øàåìûì, åñëè â äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå ðåøåíèé íå ñóùåñòâóåò òàêîãî, êîòî-

ðîå ïî âñåì êðèòåðèÿì íå õóæå è õîòÿ áû ïî îäíîìó ñòðîãî ëó÷øå, ÷åì x k .

Ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê-ðåøåíèé íàçûâàþò ìíîæåñòâîì Ïàðåòî, à èõ îáðàç â

êðèòåðèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå – ôðîíòîì Ïàðåòî. Î÷åâèäíî, îïòèìàëüíîå

ðåøåíèå íåîáõîäèìî âûáèðàòü èç ìíîæåñòâà Ïàðåòî. Êàæäîå ðåøåíèå, ïðè-

íàäëåæàùåå ýòîìó ìíîæåñòâó, ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìûì (íåäîìèíèðóåìûì) â

òîì ñìûñëå, ÷òî, èçìåíÿÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ îïòèìèçàöèè,

íåëüçÿ óëó÷øèòü íè îäèí èç êðèòåðèåâ, íå óõóäøàÿ îñòàëüíûå. Òàêèì îáðà-

çîì, ïåðâûé ýòàï ðåøåíèÿ çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè – îïðå-

äåëåíèå ìíîæåñòâà è ôðîíòà Ïàðåòî.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ åäèíñòâåííîãî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî èñïîëü-

çîâàòü óñëîâèÿ, ñîãëàñíî êîòîðûì ñðåäè êðèòåðèåâ îïòèìèçàöèè âûáèðàþòñÿ

áîëåå-ìåíåå ïðåäïî÷òèòåëüíûå. Ýòà ôóíêöèÿ âûïîëíÿåòñÿ ïðîåêòèðîâùèêîì.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è. Èçâåñòíî íåñêîëüêî íàèáîëåå ðàñïðîñòðà-

íåííûõ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ âåêòîðíîé îïòèìèçàöèè, îòëè÷àþùèõñÿ

îäèí îò äðóãîãî ñïîñîáàìè ðåàëèçàöèè îñíîâíûõ ýòàïîâ ãåíåòè÷åñêîãî àëãî-

ðèòìà è ñïîñîáàìè îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà íåóëó÷øàåìûõ ðåøåíèé. Â äàí-

íîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ âàðèàíò ÃÀ, êîòîðûé áàçèðóåòñÿ íà îñíîâàííîé íà

Ïàðåòî-äîìèíèðîâàíèè ïðîöåäóðå ðàíæèðîâàíèÿ ðåøåíèé, ãäå ðàíã êàæäîãî

ðåøåíèÿ (èíäèâèäà) îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì äîìèíèðóþùèõ (óëó÷øàþùèõ) åãî

èíäèâèäîâ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà.

1. Íà÷àëüíîå ìíîæåñòâî òî÷åê âûáèðàåòñÿ íà îñíîâå ðàâíîìåðíîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè Õîëòîíà [9].

2. Âñåì òî÷êàì ïðèñâàèâàåòñÿ íóëåâîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, ïîñëå

÷åãî êàæäàÿ ïàðà òî÷åê ïîïóëÿöèè ïðîâåðÿåòñÿ, êàêàÿ èç íèõ äîìèíèðóåò íàä

äðóãîé. Äëÿ äîìèíèðóåìîé òî÷êè ïðè êàæäîé ïðîâåðêå çíà÷åíèå öåëåâîé

ôóíêöèè óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó.

3. Ñðåäè òî÷åê ïîïóëÿöèè âûáèðàþòñÿ ïàðû äëÿ ñêðåùèâàíèÿ: ïîïóëÿ-

öèÿ ñîðòèðóåòñÿ ïî óâåëè÷åíèþ öåëåâîé ôóíêöèè, ïîñëå ÷åãî ïîñëåäîâà-

òåëüíî âûáèðàþòñÿ ñëó÷àéíûå òî÷êè, ïðè÷åì âåðîÿòíîñòü âûáðàòü òî÷êó pi ,

ãäå i – åå íîìåð â îòñîðòèðîâàííîì ìíîæåñòâå, ïðîïîðöèîíàëüíà N i
 �1
( N – êîëè÷åñòâî òî÷åê â ïîïóëÿöèè). Êàæäûå äâå ïîñëåäîâàòåëüíî âûáðàí-

íûå òî÷êè ôîðìèðóþò ïàðó äëÿ ñêðåùèâàíèÿ.

4. Äëÿ âûáðàííûõ ïàð òî÷åê ïðîâîäèòñÿ ñêðåùèâàíèå, â ðåçóëüòàòå ÷åãî

ïîëó÷àåì íîâóþ òî÷êó, êàæäàÿ êîîðäèíàòà êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

z x c y xi i i i i� 
 �( ),

ãäå x i , y i – ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû ðîäèòåëüñêèõ òî÷åê Õ è Y ;

c ri i�� 
1 3 2 , åñëè Õ èìååò ìåíüøåå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, ñi �

�� 
1 3 ri , åñëè Y èìååò ìåíüøåå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè; ri – âåëè÷è-

íà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [0; 1].
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Â ñëó÷àå âûõîäà íåêîòîðîé êîîðäèíàòû òî÷êè çà ãðàíèöû äîïóñòèìîé

îáëàñòè åå çíà÷åíèå ïðèðàâíèâàåòñÿ ê ãðàíè÷íîìó çíà÷åíèþ ýòîé êîîðäèíàòû.

5. Äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê ïðîâîäèòñÿ ìóòàöèÿ – äîáàâëåíèå ñëó÷àéíîãî

âåêòîðà íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí.

6. Êî ìíîæåñòâó íîâûõ òî÷åê, ïîëó÷åííîìó ñ ïîìîùüþ ñêðåùèâàíèÿ è

ìóòàöèè, äîáàâëÿþòñÿ ëó÷øèå (ýëèòíûå) òî÷êè ïîïóëÿöèè (ñ íàèìåíüøèì

çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè). Âñå ýòè òî÷êè ôîðìèðóþò íîâóþ ïîïóëÿöèþ,

äëÿ êîòîðîé ïîâòîðÿþòñÿ ï. 2–6.

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû îïðåäåëÿþòñÿ ìíîæåñòâî íåäîìè-

íèðóåìûõ ðåøåíèé, àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîæåñòâî Ïàðåòî ðåøàåìîé çàäà÷è,

è ñîîòâåòñòâóþùèé íåäîìèíèðóåìûé ôðîíò.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ äàëåå íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü

äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ îá îòíîñèòåëüíîé âàæíîñòè êðèòåðèåâ [3].

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëîèñòàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ

îáîëî÷êà ñî ñëîÿìè èç àðìèðîâàííûõ âîëîêíàìè âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ.

Êàæäûé ñëîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ êâàçèîäíîðîäíûì ñ ýôôåêòèâíûìè õàðàêòåðèñ-

òèêàìè, çàâèñÿùèìè îò êîýôôèöèåíòà è óãëà àðìèðîâàíèÿ, à òàêæå îò êîìï-

ëåêñíûõ ìîäóëåé ìàòåðèàëîâ, ñîñòàâëÿþùèõ êîìïîçèò. Êîëè÷åñòâî ñëîåâ â

îáîëî÷êå n�15.

Õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà îñíîâû è àðìèðóþùèõ âîëîêîí ñîîòâåòñò-

âåííî òàêîâû: ìîäóëü ñäâèãà G iì � � 
 �0 8 10 0 8 109 8, , Ïà, Gâ� � 
0 8 1011,


 �0 8 108, i Ïà; ìîäóëü îáúåìíîé äåôîðìàöèè K iì � � 
 �4 10 4 109 8 Ïà, K â�

� � 
 �4 10 4 1011 8 i Ïà; ïëîòíîñòü 	ì � �2 103 êã/ì 3, 	â� �5 103 êã/ì 3.

Äëèíà îáîëî÷êè L� 4 ì, ðàäèóñ âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè R�0 5, ì,

òîëùèíû ñëîåâ hi èçìåíÿþòñÿ â çàäàííûõ ãðàíèöàõ, â äàííîì ñëó÷àå hi �
� ( , ... , )0 0002 0 0008 ì, i�1 15... .

Âåêòîð ïðîåêòíûõ ïàðàìåòðîâ ïðèìåì â âèäå

x h h h� ( , , ... , , , , ... , , , , ... , ),� � � � � �1 2 15 1 2 15 1 2 15

ãäå � i , � i – ñîîòâåòñòâåííî êîýôôèöèåíòû àðìèðîâàíèÿ è óãëû àðìèðîâàíèÿ.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàïèøåì òàê:

0 1� �� i ; 0 2� �� �i ; h h himin max .� �

Ôîðìû êîëåáàíèé:

u q
m x

L
nmn

u

nm

� �� sin cos ,
�

�

v q
m x

L
nmn

v

nm

� �� cos sin ,
�

�

w q
m x

L
nmn

w

nm

� �� sin sin .
�

�

Âî âñåõ çàäà÷àõ ïðèíèìàëè m�1, n�1.
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Íèæå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû îïòèìèçàöèè öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè

ïî íåñêîëüêèì âåêòîðíûì êðèòåðèÿì.

1. Îáîëî÷êà ñ ìàêñèìàëüíûì äåêðåìåíòîì êîëåáàíèé è ìèíèìàëüíîé

ìàññîé. Êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè ïðèíèìàëè â âèäå

�( ) [ , ] minx dekr mass� �  1 .

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3 â âèäå

ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé (ôðîíò Ïàðåòî). Ëþáàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà

Ïàðåòî ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé (íåóëó÷øàåìîé) – åå íåâîçìîæíî óëó÷øèòü ïî

îäíîìó èç êðèòåðèåâ îïòèìàëüíîñòè, íå óõóäøàÿ ïî îñòàëüíûì êðèòåðèÿì.

Äëÿ äâóõêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è ôðîíò Ïàðåòî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî÷êè, ëå-

æàùèå íà íåêîòîðîé êðèâîé.

2. Îáîëî÷êà ñ ìàêñèìàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì äåêðåìåíòà êîëåáàíèé íà

÷àñòîòó è ìèíèìàëüíîé ìàññîé. Äåêðåìåíò êîëåáàíèé íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñò-

âåííûì ïàðàìåòðîì, îïðåäåëÿþùèì çàòóõàíèå êîëåáàíèé. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ

áîëåå ñóùåñòâåííîé åñòü ñêîðîñòü çàòóõàíèÿ êîëåáàíèé, êîòîðóþ ìîæíî

îïðåäåëèòü ïðîèçâåäåíèåì äåêðåìåíò–÷àñòîòà äëÿ äàííîé ôîðìû. Ó÷åò ÷àñ-

òîòû êîñâåííûì îáðàçîì âëèÿåò íà æåñòêîñòü îáîëî÷êè è íå äîïóñêàåò áîëü-

øîãî ñíèæåíèÿ êîýôôèöèåíòà àðìèðîâàíèÿ.

Â ýòîé çàäà÷å êðèòåðèé îïòèìèçàöèè ïðèíèìàëè â âèäå

�( ) [ * , ] minx dekr om mass� �  1 1 .

Ôðîíò Ïàðåòî äëÿ îïòèìàëüíîé îáîëî÷êè ïîêàçàí íà ðèñ. 4.

3. Îáîëî÷êà ñ ìàêñèìàëüíûìè äåêðåìåíòîì, ïåðâîé ÷àñòîòîé è ìèíè-

ìàëüíîé ìàññîé. Êðèòåðèé îïòèìèçàöèè ïðèíèìàëè â âèäå

�( ) [ , , ] minx dekr om mass� � �  1 1 .
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Ðåçóëüòàòû îïòèìèçàöèè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5. Äëÿ òðåõêðèòåðèàëüíîé

çàäà÷è òî÷êè ôðîíòà Ïàðåòî ëåæàò íà íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè.

4. Îáîëî÷êà ñ ìèíèìàëüíîé ïåðâîé ÷àñòîòîé è ìàêñèìàëüíûì ðàñ-

ñòîÿíèåì ìåæäó ïåðâîé è ïîñëåäóþùèìè ÷àñòîòàìè. Êðèòåðèé îïòè-

ìèçàöèè ïðèíèìàëè â âèäå

�( ) [ , , ] min.x om om om� � �  1 2 3

Ìàññèâ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ôðîíòó Ïàðåòî, ïðåä-

ñòàâëåí íà ðèñ. 6.
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ìàêñèìàëüíûõ äåêðåìåíòà !, ÷àñòîòû � è ìèíèìàëüíîé ìàññû m.
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