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Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòà äèíàìè÷íîñòè äëÿ ïðîãèáîâ, ïîëó÷åííûõ ïî

òåîðèÿì Êîêñà è Ñåí-Âåíàíà, ïîêàçàëî, ÷òî îíè õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ â øèðîêîì èíòåðâàëå

îòíîøåíèé ìàññ ñîóäàðÿþùèõñÿ òåë. Ïîýòîìó ãðîìîçäêèå ðàñ÷åòû ïî òåîðèè Ñåí-Âåíàíà

ìîæíî çàìåíèòü óïðîùåííûìè âû÷èñëåíèÿìè ïî êîìïàêòíîé ôîðìóëå Êîêñà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåóïðóãèé óäàð, òåîðèè Ñåí-Âåíàíà è Êîêñà, êîýôôèöèåíò
äèíàìè÷íîñòè, ïðîãèá.

Î á î ç í à ÷ å í è ÿ

Ì – ìàññà óäàðÿþùåãî òåëà

Ì* – ìàññà ïëàñòèíû

Ì 0 – ìàññà áàëêè

g – óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ

� – ñêîðîñòü óäàðà

x – òåêóùàÿ êîîðäèíàòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ âïðàâî îò ëåâîãî êðàÿ áàëêè

x1 – êîîðäèíàòà òî÷êè óäàðà

l – äëèíà áàëêè

G x x p( , , )1
2 – èçîáðàæåíèå ôóíêöèè Ãðèíà

p – ïàðàìåòð èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Êàðñîíà

EJ – èçãèáíàÿ æåñòêîñòü ñòåðæíÿ

�F – ïîãîííàÿ ìàññà ñòåðæíÿ

�( )x x� 1 – ôóíêöèÿ Äèðàêà

�K – ÷àñòîòà ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé áàëêè

k0 – êîýôôèöèåíò ïðèâåäåíèÿ ìàññû áàëêè ê åå ñåðåäèíå

H – âûñîòà ñáðîñà óäàðÿþùåãî òåëà

� – îòíîøåíèÿ ìàññ ñîóäàðÿþùèõñÿ òåë

yg – ìàêñèìàëüíûé äèíàìè÷åñêèé ïðîãèá áàëêè

Ââåäåíèå. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïî òåîðèÿì Êîêñà è Ñåí-Âåíàíà ïðè
íåóïðóãîì óäàðå ïî ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíå, ïîäêðåïëåííîé ëèíåéíî-óïðó-
ãèì áåçûíåðöèîííûì îñíîâàíèåì, ïîêàçàëè [1–3], ÷òî ïðè íåáîëüøèõ îòíî-
øåíèÿõ ìàññû óäàðÿþùåãî òåëà Ì ê ìàññå ïëàñòèíû M * ôîðìóëà Êîêñà
ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì ïîãðåøíîñòÿì. Óæå ïðè M M * � 1/3 îòíîñèòåëü-
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íàÿ ïîãðåøíîñòü ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 20%. Áóäåò ëè òàêîé ïîãðåøíîñòü â
ñëó÷àå óäàðà ïî áàëêå, âîïðîñ îñòàåòñÿ îòêðûòûì, ïîñêîëüêó â [1–3] ðàñ÷åòû
äëÿ áàëîê íå ïðîâîäèëèñü. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî âîïðîñà ïðîâåäåì ñðàâíåíèå
ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïî äâóì óêàçàííûì òåîðèÿì, ïîëàãàÿ êðàÿ áàëêè
õ�0 è õ l� ñâîáîäíî îïåðòûìè. Òàêîå ñðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò íàó÷íî-
ïðèêëàäíîé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó ôîðìóëó Êîêñà ðåêîìåíäóþò äëÿ ðàñ÷åòîâ íà
óäàð â ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå [4–6].

Ïîñòðîåíèå ðàñ÷åòíûõ çàâèñèìîñòåé. Ñëåäóÿ òåîðèè Ñåí-Âåíàíà, ïî-
ëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ïðîãèáîâ áàëêè, ïîäâåðãíóòîé ïîïåðå÷íîìó óäàðó.
Ñîãëàñíî [2, 3] èçîáðàæåíèå åå ïðîãèáîâ ïî Êàðñîíó èìååò âèä
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ãäå Ì – ìàññà óäàðÿþùåãî òåëà; g – óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ; � –
ñêîðîñòü óäàðà; õ – òåêóùàÿ êîîðäèíàòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ âïðàâî îò ëåâîãî
êðàÿ áàëêè; õ1 – êîîðäèíàòà òî÷êè óäàðà; G x x p( , , )1

2 – èçîáðàæåíèå

ôóíêöèè Ãðèíà; p – ïàðàìåòð èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Êàðñîíà.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì äèíàìè÷åñ-

êîãî èçãèáà ñòåðæíÿ, çàïèñàííûì â ïðîñòðàíñòâå èçîáðàæåíèé:
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ãäå EJ – èçãèáíàÿ æåñòêîñòü ñòåðæíÿ; �F – åãî ïîãîííàÿ ìàññà; �( )õ õ� 1 –
ôóíêöèÿ Äèðàêà.

Â ðåçóëüòàòå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2) â ðÿä ïî ñèíóñàì
ïîëó÷èì
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Ïðåîáðàçóåì (3) äëÿ ñëó÷àÿ öåíòðàëüíîãî ïîïåðå÷íîãî óäàðà, êîãäà ïðîãè-
áû áàëêè ìàêñèìàëüíû, à õ õ l� �1 0 5, . Ïîëîæèâ p 2 2��� ( p i� �, i� �1),

çàïèøåì
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Ñóììèðóÿ ýòîò ðÿä ñ ïîìîùüþ òàáëèö, ïðèâåäåííûõ â [7], íàõîäèì
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ãäå � � �� ( ) ;2 M 0 – ìàññà áàëêè, M Fl0 � � .
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Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (1) è (4) èìååì
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Îáðàùåíèå èçîáðàæåíèÿ (7) ñâÿçàíî ñ âû÷èñëåíèåì ïðîèçâîäíîé

d

dp

M

M
�

�
� �2

0
1

2
� �

�

�
�

�

�
�

�
�
 

!
"
#

( ) .tg th

Ïðè âûïîëíåíèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ó÷èòûâàåì, ÷òî
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Îáðàùàÿ (7) ñ ïîìîùüþ âòîðîé òåîðåìû ðàçëîæåíèÿ Õåâèñàéäà, äèíà-
ìè÷åñêèé ïðîãèá ñåðåäèíû áàëêè ïðåäñòàâëÿåì ðàçëîæåíèåì:

y
l l

t
Mgl

EJ

g t tK K K

K
2 2 48

4
3

2, ,
cos( ) sin( )�

�
�

�

�
�� �

�
�

� �� �

� ( )
,

2 2 2
1 � ��

�

�
� � � � �K K KK tg th

(8)

ãäå �� M M 0 ; �K – ÷àñòîòà ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé áàëêè ñ ñîñðåäîòî÷åí-
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4 ; �K – ïîëîæèòåëüíûå êîðíè

óðàâíåíèÿ (6).
Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå, àíàëîãè÷íîå (8), áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [1] è

óòî÷íåíî â [2, 3]. Îäíàêî èç-çà íàëè÷èÿ îïå÷àòîê âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü
ïîâòîðíî ïðîâåñòè åãî âûâîä äðóãèì ñïîñîáîì, ÷òîáû óñòðàíèòü íåòî÷íîñòè
è îñóùåñòâèòü âû÷èñëåíèÿ.

Ïîñêîëüêó äëÿ ðàñ÷åòîâ ïî ôîðìóëå (8) ïîòðåáóþòñÿ çíà÷åíèÿ �K , îñòà-
íîâèìñÿ íà âû÷èñëåíèè áîëüøèõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (6), ïåðåïèñàâ åãî â âèäå
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Ïîñêîëüêó %K ìàëàÿ âåëè÷èíà, çàïèøåì
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Ïîýòîìó âìåñòî (11) ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, èç
êîòîðîãî íàõîäèì
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Èòàê, ïðè âû÷èñëåíèè áîëüøèõ êîðíåé �K ïðèìåíÿþòñÿ ôîðìóëû (10)
è (12), ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áåç èòåðàöèé ìíîãî ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèè
(8).

Ïî òåîðèè Êîêñà, ìàêñèìàëüíûé äèíàìè÷åñêèé ïðîãèá áàëêè ïðè óäàðå
ðàâåí [8, 9]
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ãäå k0 – êîýôôèöèåíò ïðèâåäåíèÿ ìàññû áàëêè ê åå ñåðåäèíå. Ïðè øàðíèð-
íîì îïèðàíèè êðàåâ áàëêè k0

448 0 493� &�� , .

Äëÿ ïðîâåðêè ñîãëàñîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïî ðàññìàòðèâàåìûì
òåîðèÿì, ïðîâåäåíû âû÷èñëåíèÿ ïðîãèáîâ áàëêè ïî ôîðìóëàì (8) è (13).

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ. Ïðèíèìàåì ñëåäóþùèå èñõîäíûå äàííûå: äëèíà
áàëêè l�0 8, ì; h� ' �2 54 10 2, ì; J h� 4 12; E� '2 1 1011, Ïà; Ì 0 4 04� , êã;

Ì �1 78, êã; �� 2gH ; H – âûñîòà ñáðîñà óäàðÿþùåãî òåëà. Ýòè äàííûå

èñïîëüçîâàëèñü â [2, 3] ïðè ðàñ÷åòå óäàðà øàðà ïî áàëêå ñ ó÷åòîì ìåñòíûõ
äåôîðìàöèé (òåîðèÿ Òèìîøåíêî).
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Í �0 16, ; 0,32; 0,48 ì ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1.
Çíà÷åíèÿ íèçøèõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (6), êîòîðûå ïîäñòàâëÿëè â ôîðìóëó

(8), ïðèâåäåíû â òàáë. 1.
C óâåëè÷åíèåì k ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ �K áûñòðî ñòðåìÿòñÿ ê
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êîìïüþòåðå äî k�50.
Ïðè ðàñ÷åòàõ ïî ôîðìóëàì (8) è (13) ïðè ��0 44, ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ

y g , óêàçàííûå â òàáë. 2. Êàê âèäíî, ïðè ��0 44, ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïî
ðàññìàòðèâàåìûì òåîðèÿì, áëèçêè.

Çàìåòèì, ÷òî âû÷èñëåííîå â [2, 3] çíà÷åíèå y g ïî ïðåäëîæåííîé Ñ. Ï. Òè-
ìîøåíêî òåîðèè óïðóãîãî óäàðà øàðà ïî áàëêå äëÿ óêàçàííûõ âûøå èñõîäíûõ
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äàííûõ è Í �0 16, ì ðàâíî 2 4 10 3, ' � ì, ò.å. îíî íåñêîëüêî áîëüøå, ÷åì

ïðèâåäåííîå â òàáë. 2.
Ñ öåëüþ ïðîâåðêè ñîãëàñîâàíèÿ äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ïî òåîðèÿì ïðè

äðóãèõ � , ïðîâîäèëè ðàñ÷åòû, èçìåíÿÿ ýòó âåëè÷èíó.
Çíà÷åíèÿ ïåðâûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (6), èñïîëüçîâàííûõ â ðàñ÷åòàõ, óêà-

çàíû â òàáë. 3.
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Ò à á ë è ö à 1
Òî÷íûå è ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ �K ïðè �� 0 44,

k �K

1 1 34038

1 34719

,

,

2 4 26164

4 26180

,

,

3 7 30165

7 30166

,

,

4 10 38780

10 38780

,

,

5 13 49492

13 49492

,

,

Ïðèìå÷àíèå. Íàä ÷åðòîé ïðèâåäåíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ �K , ïîä ÷åðòîé – ïðèáëèæåííûå,

ïîëó÷åííûå ïî (10), (12).

Ò à á ë è ö à 2
Ìàêñèìàëüíûå äèíàìè÷åñêèå ïðîãèáû áàëêè ïðè ðàçíûõ Í

Í , ì yg '103 , ì, ïî Ñåí-Âåíàíó yg '103 , ì, ïî Êîêñó

0,16 2,04 2,00

0,32 2,87 2,80

0,48 3,51 3,43

Ðèñ. 1. Ãðàôèêè y t( ) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ H : 1, 2, 3 – Í , ðàâíîå ñîîòâåòñòâåííî 0,16; 0,32;
0,48 ì.

103 t , c

103 y, ì



Äëÿ ñðàâíåíèÿ â òàáë. 4 ïðåäñòàâëåíû ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ êîðíåé,
âû÷èñëåííûå ïî (10), (12) ïðè ��5 è 0,05.

Ïðè ��0 05, òî÷íîñòü àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë (10), (12) õóæå, ÷åì ïðè
��5, îäíàêî ïðè k$5 îíè âïîëíå ïðèãîäíû äëÿ ðàñ÷åòîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå â òàáë. 3 êîðíè �K ìîæíî òàêæå èñïîëüçî-
âàòü äëÿ ðàñ÷åòà ÷àñòîò ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé áàëêè �K ñ ïðèñîåäèíåííîé
ìàññîé M M� � 0 , ñîñðåäîòî÷åííîé â öåíòðå áàëêè.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé âåëè÷èíû y g ïî ôîðìóëàì (8) è (13) ïðè
H �0 16, ì è ðàçíûõ � ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 5.
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Ò à á ë è ö à 3
Êîðíè òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ (6)

k Çíà÷åíèÿ �K ïðè �, ðàâíîì

5 1 0,2 0,1 0,05

1 0,85992 1,19159 1,44363 1,50065 1,53376

2 3,97454 4,11972 4,41515 4,52977 4,60942

3 7,09599 7,19008 7,45046 7,58563 7,69404

4 10,22935 10,29845 10,52181 10,66095 10,78630

5 13,36651 13,42100 13,61419 13,75029 13,88498

6 16,50533 16,55028 16,71963 16,84989 16,98904

7 19,64503 19,68327 19,83364 19,95713 20,09763

8 22,78525 22,81851 22,95354 23,07019 23,21004

Ò à á ë è ö à 4
Ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ �K

k �K ïðè �, ðàâíîì

5 0,05

2

3

4

5

6

7

3,97486

7,09599

10,22936

13,36651

16,50533

19,64503

4,61236

7,69596

10,78760

13,88586

16,98966

20,09807

Ò à á ë è ö à 5
Ìàêñèìàëüíûå äèíàìè÷åñêèå ïðîãèáû áàëêè ïðè ðàçíûõ �

� yg '103, ì, ïî

Ñåí-Âåíàíó Êîêñó

5,00

1,00

0,20

0,10

0,05

9,51

3,62

1,11

0,63

0,33

9,49

3,59

1,05

0,57

0,29



Ñî ñíèæåíèåì ìàññû óäàðÿþùåãî òåëà ïî îòíîøåíèþ ê ìàññå áàëêè
óìåíüøàåòñÿ y g è óõóäøàåòñÿ òî÷íîñòü ðàñ÷åòà ïî ôîðìóëå (13). Õîòÿ
îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà ïî äàííîé ôîðìóëå âîçðàñòàåò ñ óìåíü-
øåíèåì � , âñå æå â îáëàñòè �$0 05, ñ ïîãðåøíîñòüþ ìåíüøå 12% ïî íåé
ìîæíî âû÷èñëÿòü y g , èñêëþ÷èâ ãðîìîçäêèå ðàñ÷åòû ïî òåîðèè Ñåí-Âåíàíà.

Èñïîëüçîâàííûå âûøå ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó-
÷àé óäàðà ïàäàþùåãî òåëà ïî ñîñðåäîòî÷åííîé ìàññå Ì * (ìàòåðèàëüíîé

òî÷êå), æåñòêî ñâÿçàííîé ñ áàëêîé.
Åñëè, êàê è âûøå, íå ó÷èòûâàòü ïðîãèá ñòåðæíÿ îò äåéñòâèÿ åãî âåñà, òî,

ñîãëàñíî òåîðèè Ñåí-Âåíàíà, ïîëó÷èì

y
l l

t
M M gl

EJ

g tK K

2 2 48
4

3

, ,
( ) cos( ) sin(*

*

�

�
�

�

�
��

	
�

�
�

� �� �K

K K K KK

t)

( )
,

* *� � � � � �2 2 2
1 2	 	�




�
tg th

(14)

ãäå � *
*( );� 	M M M0 �K – ïîëîæèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ

1
2

� �
� �

� �* ( ).tg th

Ôîðìóëà Êîêñà â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

y
M gl

EJ
y y

g

y

Kg � 	 	 	
	

*

*
,

3
2

2

048 1ñò ñò
ñò�

�
(15)

ãäå ó ñò ðàâíî çíà÷åíèþ, ïîëó÷åííîìó âûøå.
Ïðè Ì * �0 âûðàæåíèÿ (14) è (15) ñâîäÿòñÿ ê (8) è (13) ñîîòâåòñòâåííî.

×òîáû îïðåäåëèòü âëèÿíèå ïðèñîåäèíåííîé ìàññû íà ïåðåìåùåíèÿ áàëêè
â òî÷êå óäàðà, ïðîâåäåíû âû÷èñëåíèÿ åå ïðîãèáîâ äëÿ óêàçàííûõ âûøå
èñõîäíûõ äàííûõ ïðè Í �0 16, ì; Ì Ì* � 0 è Ì Ì* �2 0.

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè y
l l

t
2 2

, , ,
�

�
�

�

�
� ïîëó÷åííûå ïî ôîðìóëå

(14).
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Ðèñ. 2. Ãðàôèêè y t( ) ïðè ðàçíûõ �(: 1 – �* ,� 0 147; 2 – �* ,� 0 22; 3 – �* ,� 0 44.

103 t, c

3 10 2 23' y l l t( , , ), ì



Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ y g ïî ôîðìóëàì (14) è (15) ïðèâåäåíû â òàáë. 6.
Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, íàëè÷èå ñîñðåäîòî÷åííîé ìàññû â òî÷êå óäàðà
óìåíüøàåò ìàêñèìàëüíûå äèíàìè÷åñêèå ïðîãèáû áàëêè.

Çàêëþ÷åíèå. Ïðîâåäåííûé ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî êîìïàêò-
íàÿ ôîðìóëà Êîêñà ïîçâîëÿåò ïðèáëèæåííî îïðåäåëÿòü ìàêñèìàëüíûå äèíà-
ìè÷åñêèå ïðîãèáû áàëêè ïðè óäàðå â øèðîêîì äèàïàçîíå îòíîøåíèé ìàññ
ñîóäàðÿþùèõñÿ òåë. Ïîýòîìó åå îáîñíîâàííî ðåêîìåíäóþò â ó÷åáíîé ëèòå-
ðàòóðå ïî ñîïðîòèâëåíèþ ìàòåðèàëîâ äëÿ ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ äèíàìè÷-
íîñòè ïðîãèáîâ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ïðè íåóïðóãîì óäàðå.

Ð å ç þ ì å

Ïîð³âíÿííÿ ðåçóëüòàò³â ðîçðàõóíêó êîåô³ö³ºíòà äèíàì³÷íîñò³ äëÿ ïðîãèí³â,
îòðèìàíèõ çà òåîð³ÿìè Êîêñà ³ Ñåí-Âåíàíà, ïîêàçàëî, ùî âîíè äîáðå óçãîä-
æóþòüñÿ â øèðîêîìó ³íòåðâàë³ â³äíîøåíü ìàñ ò³ë, ÿê³ ñï³âóäàðÿþòüñÿ. Òîìó
ãðîì³çäê³ ðîçðàõóíêè çà òåîð³ºþ Ñåí-Âåíàíà ìîæíà çàì³íèòè ñïðîùåíèìè
îá÷èñëåííÿìè çà êîìïàêòíîþ ôîðìóëîþ Êîêñà.
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Ò à á ë è ö à 6
Çíà÷åíèÿ yg áàëêè ñ ñîñðåäîòî÷åííîé ìàññîé

Ì M*
0 �* yg '103, ì, ïî Ïîãðåøíîñòü, %,

ôîðìóëû (15)
(14) (15)

0 0,441 2,04 2,00 2,0

1 0,220 1,22 1,15 5,7

2 0,147 0,88 0,82 6,8
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