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Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî îïðåäåëåíèþ çàêîíîìåðíîñòåé

ôîðìèðîâàíèÿ êîëåáàíèé äèñêðåòíîé ìîäåëè îáðàçöà êàìåðòîííîãî òèïà ïðè íàëè÷èè â

îäíîì èç ñòåðæíåé çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíû óñòàëîñòè. Ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè, îïèñû-

âàþùèå âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ òðåùèíû íà êîëåáàíèÿ îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ ïðè îñíîâíîì

ðåçîíàíñå è ñóáðåçîíàíñå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîëåáàíèÿ, ðåãóëÿðíàÿ ñèñòåìà, îáðàçåö êàìåðòîííîãî òèïà,
çàêðûâàþùàÿñÿ òðåùèíà óñòàëîñòè, îñíîâíîé ðåçîíàíñ, ñóáðåçîíàíñ.

Ââåäåíèå. Ìíîãèå êîíñòðóêòèâíûå ýëåìåíòû ìàøèí, òàêèå êàê ðàáî÷èå
ëîïàòêè òóðáîàãðåãàòîâ, â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè ïîäâåðãàþòñÿ âëèÿíèþ
ñèëîâûõ è òåìïåðàòóðíûõ íàãðóçîê, à òàêæå ðàçëè÷íîãî ðîäà ïîñòîðîííèõ
ïðåäìåòîâ (ïûëü, ëåä, ïòèöû è ò.ä.), â ðåçóëüòàòå ÷åãî âîçíèêàþò ïîâðåæ-
äåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû. Ê ïåðâîé ãðóïïå îòíîñÿòñÿ
ïîâðåæäåíèÿ òèïà âìÿòèí, çàáîèí, íåçàêðûâàþùèõñÿ òðåùèí, êîòîðûå íå
âûçûâàþò ñóùåñòâåííîãî èçìåíåíèÿ óïðóãîèíåðöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê èçó÷à-
åìîãî îáúåêòà â òå÷åíèå öèêëà åãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ âèäàõ
êîëåáàíèé. Çàêðûâàþùèåñÿ, èëè òàê íàçûâàåìûå äûøàùèå (breathing) òðå-
ùèíû óñòàëîñòè, êàê òèïè÷íûé ïðèìåð âòîðîé ãðóïïû ïîâðåæäåíèé, íàîáîðîò,
îáóñëîâëèâàþò èçìåíåíèå óêàçàííûõ õàðàêòåðèñòèê, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé
íåëèíåéíîñòè êîëåáàíèé. Èçó÷åíèþ êîëåáàíèé îáúåêòîâ òåõíèêè ïðè íàëè÷èè
çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíû óñòàëîñòè â ïîñëåäíåå âðåìÿ óäåëÿåòñÿ áîëüøîå
âíèìàíèå. Îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâóþò, â ÷àñòíîñòè, èññëåäîâàíèÿ [1–12], íàïðàâ-
ëåííûå â îñíîâíîì íà èçó÷åíèå êîëåáàíèé îòäåëüíîãî êîíñòðóêòèâíîãî ýëå-
ìåíòà, íàïðèìåð ñòåðæíÿ [1–3, 6–9], ïëàñòèíû [10] èëè ëîïàòêè [11, 12].

Îäíàêî ââèäó õàðàêòåðíîãî äëÿ óçëîâ ìàøèí íàëè÷èÿ ðàçëè÷íîãî ðîäà
ìåõàíè÷åñêèõ ñâÿçåé èõ ñîñòàâëÿþùèõ ðàññìîòðåíèå â îòäåëüíîñòè êîíñò-
ðóêòèâíîãî ýëåìåíòà íå ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî òî÷íî îïèñàòü åãî äèíàìè-
÷åñêîå ñîñòîÿíèå. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè ó÷åòå åãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ
äðóãèìè ýëåìåíòàìè èññëåäóåìîé ñèñòåìû. Ïîýòîìó â òåîðèè êîëåáàíèé âñå
áîëüøåå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èçó÷åíèþ ñëîæíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, ñðåäè
êîòîðûõ îñîáîå ìåñòî çàíèìàþò ðåãóëÿðíûå ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿþùèå ïîñëå-
äîâàòåëüíîå èëè ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèÿ îäíîòèïíûõ ýëåìåíòîâ (ïîäñèñ-
òåì). Ê òàêèì ñèñòåìàì â ïåðâóþ î÷åðåäü îòíîñÿòñÿ ïàêåòû ëîïàòîê, à òàêæå
èõ âåíöû êàê îñîáûé âèä ðåãóëÿðíûõ ñèñòåì, îáëàäàþùèõ ïîâîðîòíîé ñèì-
ìåòðèåé.

Ðåçóëüòàòû îáçîðà ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàáîò ïî
èçó÷åíèþ êîëåáàíèé ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì ñ ïîâðåæäåíèÿìè òèïà òðåùèí
óñòàëîñòè èìååòñÿ îãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî. Ñëåäóåò îòìåòèòü ëèøü ðàáîòû
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ïî ðàñ÷åòíî-ýêñïåðèìåíòàëüíîìó èññëåäîâàíèþ âëèÿíèÿ êðàåâîé íåçàêðûâà-
þùåéñÿ òðåùèíû íà êîëåáàíèÿ îáðàçöà êàìåðòîííîãî òèïà êàê ëèíåéíîé
ðåãóëÿðíîé ñèñòåìû [13], à òàêæå ÷èñëåííîìó èññëåäîâàíèþ êîëåáàíèé ìîäå-
ëè ëîïàòî÷íîãî àïïàðàòà òóðáîìàøèíû ñ òàêèì ïîâðåæäåíèåì [14, 15].

C ó÷åòîì âûøåèçëîæåííîãî öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ÷èñ-
ëåííîì èññëåäîâàíèè âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíû óñòà-
ëîñòè íà ôîðìèðîâàíèå êîëåáàíèé ïðîñòåéøåé ðåãóëÿðíîé ñèñòåìû, ñîñòîÿ-
ùåé èç äâóõ îäíîòèïíûõ ýëåìåíòîâ è ìîäåëèðóþùåé ïàêåò äâóõ ëîïàòîê.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ è åãî ìîäåëèðîâàíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è áûë
âûáðàí îáðàçåö êàìåðòîííîãî òèïà ñ êðàåâîé òðåùèíîé íîðìàëüíîãî îòðûâà
â îäíîì èç ñòåðæíåé (ðèñ. 1). Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî êîëåáàíèÿ òàêîé
ñèñòåìû ïðè îòñóòñòâèè ïîâðåæäåíèÿ èëè íàëè÷èè íåçàêðûâàþùåéñÿ òðå-
ùèíû, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû, ÷òî ïîçâîëÿåò
ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ñ èçâåñòíûìè.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòàíîâêîé çàäà÷è íà ïåðâîì ýòàïå åå ðåøåíèÿ íåîá-
õîäèìî âûáðàòü ðàñ÷åòíóþ ìîäåëü èññëåäóåìîãî îáúåêòà. Ïðè èçó÷åíèè êîëå-
áàíèé ñòåðæíåâûõ ýëåìåíòîâ ñ òðåùèíîé óñòàëîñòè íàèáîëåå ïðîñòîé è
øèðîêî èñïîëüçóåìîé ìîäåëüþ [16] ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ñ îäíîé ñòåïåíüþ
ñâîáîäû (ðèñ. 2,à). Â ñëó÷àå îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ðàçìåðîâ òðåùèíû ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü íåêîòîðûì ðàçëè÷èåì ìåæäó ôîðìîé êîëåáàíèé ñòåðæíÿ íà ïîëó-
öèêëàõ åãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñ îòêðûòîé è çàêðûòîé òðåùèíîé. Òàêàÿ ìîäåëü
ïîçâîëÿåò ñ äîñòàòî÷íîé äîñòîâåðíîñòüþ îïèñàòü äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå
èçîëèðîâàííîãî ñòåðæíÿ ñ ðàññìàòðèâàåìûì ïîâðåæäåíèåì ïðè åãî êîëåáà-
íèÿõ ïî îäíîé èç âîçìîæíûõ ñîáñòâåííûõ ôîðì. Ïîýòîìó äëÿ èññëåäóåìîãî
îáðàçöà ïðè íàëè÷èè òðåùèíû óñòàëîñòè â îäíîì èç åãî ñîñòàâëÿþùèõ
ñòåðæíåé, â äàííîì ñëó÷àå ïåðâîì, ñ ó÷åòîì èõ óïðóãîé ñâÿçè òàêæå âûáðàíà
äèñêðåòíàÿ ìîäåëü (ðèñ. 2,á). Ñ öåëüþ áîëåå îò÷åòëèâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î
âëèÿíèè òðåùèíû íà êîëåáàíèÿ ñèñòåìû â êà÷åñòâå åå èñõîäíîãî íåïîâðåæ-
äåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèíÿòà ñòðîãî ðåãóëÿðíàÿ ñèñòåìà, äëÿ êîòîðîé ïðèâåäåí-
íûå ìàññû (m1 è m2), êîýôôèöèåíòû æåñòêîñòè (k1 è k2 , ãäå k k kP1 � �o ) è
âÿçêîãî òðåíèÿ (ñ1 è ñ2) ïîäñèñòåì îäèíàêîâû, ò.å. m m m1 2� � ; k k k1 2� � ;
c c c1 2� � , ãäå ko – êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè ñòåðæíÿ ñ îòêðûòîé òðåùèíîé (â
äàííîì ñëó÷àå ïðè u�0).

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé âèä ïîâðåæäåíèÿ èçìåíÿåò ëèøü óïðó-
ãèå ñâîéñòâà ñòåðæíÿ â ïðîöåññå åãî öèêëè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, âûíóæ-
äåííûå êîëåáàíèÿ âûáðàííîé äèñêðåòíîé ìîäåëè îáðàçöà ïðè äåéñòâèè íà
êàæäûé èç ñòåðæíåé ñîñðåäîòî÷åííîé ãàðìîíè÷åñêîé ñèëû P t P t( ) cos� 0 � è
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Ðèñ. 1. Îáðàçåö êàìåðòîííîãî òèïà.



ó÷åòå âÿçêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùåé íåëèíåéíîé ñèñòå-
ìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

�� � [ , ( )] ( ) cosu hu p u u p u u q1 1
2
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u hu p u p u u q t
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�� � ( ) cos ,2 2
2

2
2

2 1 02� � � � �
(1)

ãäå h – êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâàíèÿ, h c m� 2 ; p – ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà
êîëåáàíèé íåïîâðåæäåííîé ïîäñèñòåìû, p k m� ; � � k ks ; ks – êîýôôè-

öèåíò æåñòêîñòè óïðóãîé ñâÿçè ñòåðæíåé; q P m0 0� ; u j – ïåðåìåùåíèå ìàñ-
ñû m j îòíîñèòåëüíî óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ; � – ïàðàìåòð, èíòåãðàëüíî
õàðàêòåðèçóþùèé îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå æåñòêîñòè ñòåðæíÿ ïðè íàëè÷èè
îòêðûòîé òðåùèíû [16], êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå äëÿ ïîâðåæäåííîãî ñòåðæ-
íÿ ( j �1) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

�� �( ) .k k ko

Ïðè � 	0 ïîëó÷èì ñèñòåìó íåñâÿçàííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
îïèñûâàþùèõ êîëåáàíèÿ êàæäîãî ñòåðæíÿ îáðàçöà êàê èçîëèðîâàííîé ïîä-
ñèñòåìû.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è è ïðîâåðêà åãî

äîñòîâåðíîñòè. Ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1), îïèñû-
âàþùèõ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ìîäåëè îáðàçöà êàìåðòîííîãî òèïà (ðèñ. 2,á),
è ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1) ïðè � 	0, îïèñûâà-
þùåãî âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ èçîëèðîâàííîãî ñòåðæíÿ (ðèñ. 2,à) ñ çàêðû-
âàþùåéñÿ òðåùèíîé óñòàëîñòè, îñóùåñòâëÿëîñü ìåòîäàìè Ðóíãå-Êóòòà ñ
àâòîìàòè÷åñêèì âûáîðîì øàãà 4-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè [17] è îñðåäíåíèÿ ïî
óñêîðåíèÿì [18].

Íåëèíåéíîñòü ñèñòåìû, îáóñëîâëåííàÿ íàëè÷èåì çàêðûâàþùåéñÿ òðåùè-
íû óñòàëîñòè, ïðè äåéñòâèè âûíóæäàþùåé ãàðìîíè÷åñêîé ñèëû ïðîÿâëÿåòñÿ
â âîçáóæäåíèè ñóá- è ñóïåððåçîíàíñíûõ ðåæèìîâ. Êàê ïîêàçàíî â [16], íàè-
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à á

Ðèñ. 2. Äèñêðåòíûå ìîäåëè èçîëèðîâàííîãî ñòåðæíÿ (à) è îáðàçöà êàìåðòîííîãî òèïà (á) ñ
òðåùèíîé óñòàëîñòè.



áîëåå ïðåäñòàâèòåëüíûì âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèì ïàðàìåòðîì íàëè÷èÿ òðåùè-
íû ìîæåò áûòü îòíîøåíèå àìïëèòóä âòîðîé A( )2 ãàðìîíèêè ê ïåðâîé A( )1 –


2
2 1� A A( ) ( ) ïðè ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå 2-ãî ïîðÿäêà (� �0 5, pr ) è

àìïëèòóä ïåðâîé A( )1 ãàðìîíèêè êî âòîðîé A( )2 – 
1
1 2� A A( ) ( ) ïðè ñóá-

ãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå ïîðÿäêà 1/2 (� �2pr ), ãäå pr – îñíîâíàÿ ðåçî-
íàíñíàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé èññëåäóåìîé ñèñòåìû ñ ïîâðåæäåíèåì. Ïîýòîìó â
ïðîöåññå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ îïðåäåëÿëèñü èìåííî óêàçàííûå
àìïëèòóäû ñîñòàâëÿþùèõ ãàðìîíèê êîëåáàíèé è èõ îòíîøåíèÿ.

Îïðîáîâàíèå ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1) îñóùåñòâ-
ëÿëîñü íà ïðèìåðå àíàëèçà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ìîäåëè èçîëèðîâàííîãî
ñòåðæíÿ ñ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíîé óñòàëîñòè ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçî-
íàíñå. Âñå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå íåïîâðåæäåííîãî
ñòåðæíÿ p�1 c 1� è äåéñòâèè âûíóæäàþùåé ãàðìîíè÷åñêîé ñèëû ñ îòíîñè-

òåëüíîé àìïëèòóäîé q0 1� Í c� 2 .

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíî èçìåíåíèå ïåðåìåùåíèÿ u ìàññû m â çàâèñèìîñòè
îò âðåìåíè äëÿ h�0 0008, c 1� è ��0 1, ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì (� �2pr )

ðåæèìå êîëåáàíèé. Àíàëîãè÷íûå ðàñ÷åòû âûïîëíåíû òàêæå äëÿ äðóãèõ çíà-
÷åíèé h. Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ïîêàçûâàåò, ÷òî óñòàíî-
âèâøèéñÿ ðåæèì êîëåáàíèé èññëåäóåìîé ñèñòåìû, êîòîðûé ñ ïðàêòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðè èçó÷åíèè êîëåáàíèé
ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåêòîâ, íàñòóïàåò ïî èñòå÷åíèè îïðåäåëåííîãî âðåìåíè,
â äàííîì ñëó÷àå ÷åðåç 4000 ñ.

Ñëåäóþùèì ýòàïîì àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå õà-
ðàêòåðèñòèê óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé. Äëÿ îáðàáîòêè ïîëó-
÷åííûõ çàâèñèìîñòåé u t( ) èñïîëüçîâàëàñü ïðîöåäóðà áûñòðîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ôóðüå (FFT), â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé ìàññèâ îáðàáàòûâàåìûõ çíà÷åíèé
äîëæåí áûòü êðàòíûì 2n , ãäå n – öåëîå ÷èñëî, à êîëè÷åñòâî ïåðèîäîâ

óêàçàííîé ôóíêöèè – íå ìåíåå òðåõ. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî äîñòèãàëîñü ïóòåì
èíòåðïîëÿöèè çàâèñèìîñòè u t( ), ñîîòâåòñòâóþùåé ðåæèìó óñòàíîâèâøèõñÿ
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé, è ïðåäñòàâëåíèÿ åå 12 ïåðèîäîâ â âèäå 8192 òî÷åê.

78 ISSN 0556-171X. Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè, 2013, ¹ 3

Ðèñ. 3. Ïðèìåð ÷èñëåííîãî îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåùåíèÿ u ìàññû m îò
âðåìåíè t äèñêðåòíîé ìîäåëè èçîëèðîâàííîãî ñòåðæíÿ ñ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíîé óñòàëîñòè.

Â. À. Êðóö, À. Ï. Çèíüêîâñêèé, Å. À. Ñèíåíêî



Áûëè ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî îïðåäåëåíèþ çàâèñè-
ìîñòè âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà 
1 ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàí-
ñå îò õàðàêòåðèñòèêè íåëèíåéíîñòè � äèñêðåòíîé ìîäåëè èçîëèðîâàííîãî
ñòåðæíÿ. Ñ öåëüþ îáåñïå÷åíèÿ ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ äàííûìè
[16] ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà äåìïôèðîâàíèÿ h,
ðàâíûõ 0,0008, 0,0016 è 0,0032 c�1, è âàðüèðîâàíèè ïàðàìåòðà � êàê õàðàê-

òåðèñòèêè òðåùèíû óñòàëîñòè îò 0 äî 0,277.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà, ïîëó-

÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ Ðóíãå-Êóòòà è îñðåäíåíèÿ ïî óñêîðåíèÿì.
Òàì æå ïðèâåäåíû äàííûå ðàáîòû [16]. Âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ âèáðîäèàãíîñòè-
÷åñêîãî ïàðàìåòðà 
1, ïîëó÷åííûå ïî ýòèì ìåòîäàì, õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ
ïðèâåäåííûìè â [16], ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î äîñòîâåðíîñòè ðàçðàáîòàííîãî
àëãîðèòìà. Ñ ó÷åòîì ýòîãî âñå äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ êîëåáàíèé âûáðàí-
íîé äèñêðåòíîé ìîäåëè îáðàçöà êàìåðòîííîãî òèïà âûïîëíÿëèñü ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà.

Âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ òðåùèíû óñòàëîñòè íà ôîðìèðîâàíèå êîëåáà-

íèé ðåãóëÿðíîé ñèñòåìû. Áûë ïðîâåäåí êîìïëåêñ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïå-
ðèìåíòîâ ïî îöåíêå âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ òðåùèíû óñòàëîñòè íà çàêîíîìåð-
íîñòè êîëåáàíèé äèñêðåòíîé ìîäåëè êàìåðòîííîãî îáðàçöà (ðèñ. 2,á). Âñå
ðàñ÷åòû îñóùåñòâëÿëèñü ïðè òåõ æå ïàðàìåòðàõ, õàðàêòåðèçóþùèõ òðåùèíó
óñòàëîñòè, ðàññåÿíèå ýíåðãèè è âîçáóæäåíèå êîëåáàíèé, ÷òî è äëÿ èçîëèðî-
âàííîãî ñòåðæíÿ. Ýòî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïðè ïðîâåäåíèè ñðàâ-
íåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Äëÿ îáðàçöà êàìåðòîííîãî òèïà ïðè íàëè÷èè íàðóøåíèÿ åãî ðåãóëÿð-
íîñòè äàæå ïðè ñèíôàçíîì âîçáóæäåíèè, êàê èçâåñòíî [19], õàðàêòåðíû äâå
ôîðìû êîëåáàíèé: ñèíôàçíàÿ è àíòèôàçíàÿ. Ïîýòîìó äëÿ àìïëèòóä âîçáóæ-
äàåìûõ ãàðìîíèê ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé ñòåðæíåé îáðàçöà ñ òðåùèíîé
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Ðèñ. 4. Çíà÷åíèÿ âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà 
1 (òî÷êè) è åãî çàâèñèìîñòü (ëèíèè) îò
õàðàêòåðèñòèêè íåëèíåéíîñòè � äèñêðåòíîé ìîäåëè èçîëèðîâàííîãî ñòåðæíÿ ïðè ñóáãàðìî-
íè÷åñêîì ðåçîíàíñå: � – ïî ìåòîäó Ðóíãå-Êóòòà; �, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ – ïî ìåòîäó îñðåäíåíèÿ
ïî óñêîðåíèÿì; �, øòðèõîâàÿ ëèíèÿ – äàííûå [16].

Âëèÿíèå òðåùèíû óñòàëîñòè íà êîëåáàíèÿ ...



óñòàëîñòè ââåäåì îáîçíà÷åíèå A j
iq( ) , ãäå i�1 2, – íîìåð ãàðìîíèêè êîëå-

áàíèé; q� I, II – âèä ôîðìû êîëåáàíèé îáðàçöà (I – ñèíôàçíàÿ, II – àíòè-
ôàçíàÿ); j �1 – äëÿ ïîâðåæäåííîãî ñòåðæíÿ; j �2 – äëÿ íåïîâðåæäåííîãî. Â
äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü îòíîñèòåëüíûå àìïëèòóäû êîëåáàíèé

A A Aj
iq

j
iq

r
( ) ( ) ,� ãäå Ar – ðåçîíàíñíàÿ àìïëèòóäà êîëåáàíèé ñòåðæíåé îáðàçöà

â ñëó÷àå åãî ñòðîãîé ðåãóëÿðíîñòè.
Ðàññìîòðèì ðåçóëüòàòû âûïîëíåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ,

ïîëó÷åííûå ïðè êîýôôèöèåíòå æåñòêîñòè ks óïðóãîé ñâÿçè ïîäñèñòåì, ðàâ-
íîì 0 015, ,k äëÿ ñëó÷àÿ îñíîâíîãî è ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñîâ.

Îñíîâíîé ðåçîíàíñ (� � pr
q( ) ). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçðàáîòàííûì àëãîðèò-

ìîì îñóùåñòâëÿëîñü Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåùåíèé ìàññ äèñêðåòíîé
ìîäåëè îáðàçöà êàìåðòîííîãî òèïà, ïî ðåçóëüòàòàì êîòîðîãî îïðåäåëÿëñÿ
ñïåêòð àìïëèòóä êîëåáàíèé. Àíàëèç ïîñëåäíåãî ïîêàçàë, ÷òî ïðè ðàññìàò-
ðèâàåìîì âîçáóæäåíèè àìïëèòóäû âûñøèõ ãàðìîíèê çíà÷èòåëüíî ìåíüøå
îñíîâíîé. Òàê, ïðè ��0 02, âåëè÷èíà îòíîøåíèÿ àìïëèòóä 
2 ïðè îñíîâ-
íîì ðåçîíàíñå ðàâíà 0,0014, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ êîëå-
áàíèé äèñêðåòíîé ìîäåëè èçîëèðîâàííîãî ñòåðæíÿ ñ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùè-
íîé [20] è ñâèäåòåëüñòâóåò î ìàëîé èíôîðìàòèâíîñòè â äàííîì ñëó÷àå åãî
çíà÷åíèÿ êàê âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà. Îäíàêî íàëè÷èå âòîðîé ãàð-
ìîíèêè îáóñëîâëèâàåò âîçìîæíîñòü âîçáóæäåíèÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ðåçîíàí-
ñîâ 1 s (s�2 4, , ...) ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíû íà àìïëèòóäû
ïåðâîé ãàðìîíèêè êîëåáàíèé ïîäñèñòåì ìîäåëè îáðàçöà êàìåðòîííîãî òèïà.

Áûëè ïîñòðîåíû çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíûõ àìïëèòóä A j
q( )1 êîëåáàíèé ïîä-

ñèñòåì îò ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè �. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 5 ïðèâå-
äåíû óêàçàííûå çàâèñèìîñòè ïðè h�0 0016, c 1� . Òàì æå äëÿ ñðàâíåíèÿ ýòà

çàâèñèìîñòü ïðåäñòàâëåíà äëÿ ìîäåëè èçîëèðîâàííîãî ïîâðåæäåííîãî ñòåðæ-
íÿ. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, óðîâåíü
ðåçîíàíñíûõ àìïëèòóä ïîâðåæäåííîãî ñòåðæíÿ ïðè ñèíôàçíîé ôîðìå êîëå-
áàíèé îáðàçöà êàìåðòîííîãî òèïà çíà÷èòåëüíî âûøå, ÷åì ïîâðåæäåííîãî
ñòåðæíÿ â èçîëèðîâàííîì ñîñòîÿíèè. Ïðè àíòèôàçíîé ôîðìå êîëåáàíèé íà-
áëþäàåòñÿ îáðàòíûé ýôôåêò. Âî-âòîðûõ, ïðè îñíîâíîì ðåçîíàíñå âûñøèå
ãàðìîíèêè â ñïåêòðå àìïëèòóä êîëåáàíèé, êàê è äëÿ èçîëèðîâàííîãî ñòåðæíÿ,
ÿâëÿþòñÿ î÷åíü ìàëûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè èññëåäóåìîì ðåæèìå êîëå-
áàíèé íåëèíåéíîñòü ñèñòåìû, îáóñëîâëåííàÿ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíîé óñòà-
ëîñòè, íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà ðàñïðåäåëåíèå ðåçîíàíñíûõ àìïëèòóä êîëå-
áàíèé. Òàêîé âûâîä ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ ðåçîíàíñíûõ êî-
ëåáàíèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ïðè îòêðûòîé òðåùèíå, ïðèâåäåííûìè íà
ðèñ. 6. Â-òðåòüèõ, ïðåäñòàâëåííûå çàâèñèìîñòè êà÷åñòâåííî ñîâïàäàþò ñ
ïîëó÷åííûìè äëÿ îáðàçöà êàìåðòîííîãî òèïà îò ðàññòðîéêè ÷àñòîò ñòåðæíåé,
îáóñëîâëåííîé êàê äîïóñêàìè íà èõ èçãîòîâëåíèå [19], òàê è íàëè÷èåì
ïîâðåæäåíèÿ òèïà çàáîèíû [13].

Ïîñêîëüêó ðàññòðîéêà ÷àñòîò îäíîòèïíûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå
èñïîëüçóåìîé õàðàêòåðèñòèêîé íàðóøåíèÿ ðåãóëÿðíîñòè ñèñòåì, ðàññìîòðèì
èçìåíåíèå ðåçîíàíñíûõ àìïëèòóä êîëåáàíèé èññëåäóåìîé ìîäåëè îáðàçöà
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êàìåðòîííîãî òèïà ïðè íàëè÷èè çàêðûâàþùåéñÿ è îòêðûòîé òðåùèí â çàâè-

ñèìîñòè îò ðàññòðîéêè �p
p p

p
�

| |
%1 100

�
� ÷àñòîò êîëåáàíèé ñòåðæíåé, ãäå

p k m1 � o – ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé ñòåðæíÿ ïðè îòêðûòîé òðåùèíå

óñòàëîñòè, êîòîðàÿ çàâèñèò îò ïàðàìåòðà �, îïðåäåëÿåìîãî ïî ôîðìóëàì,

ïðèâåäåííûì â [7]. Ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíûõ àìïëèòóä A
q

1
1( )

ïîäñèñòåìû, ìîäåëèðóþùåé ïîâðåæäåííûé ñòåðæåíü îáðàçöà êàê îïðåäåëÿ-
þùåãî ìàêñèìàëüíóþ åãî âèáðîíàïðÿæåííîñòü ïðè ñèíôàçíîé ôîðìå êîëåáà-
íèé, îò ðàññòðîéêè ÷àñòîò �p ïðèâåäåíû íà ðèñ. 6. Êàê âèäíî, ýêñòðåìóì
óêàçàííûõ çàâèñèìîñòåé ïðè îòêðûòîé òðåùèíå èìååò ìåñòî ïðè ðàññòðîéêå
÷àñòîò, ìåíüøåé, ÷åì â ñëó÷àå çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíû. Îäíàêî ýêñòðåìàëü-
íûå çíà÷åíèÿ ðåçîíàíñíûõ àìïëèòóä êîëåáàíèé íå èçìåíÿþòñÿ.

Ñóáãàðìîíè÷åñêèé ðåçîíàíñ (� �2pr
q( ) ). Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, íàèáîëåå

ïðåäñòàâèòåëüíûì âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèì ïàðàìåòðîì íàëè÷èÿ òðåùèíû äëÿ
äèñêðåòíîé ìîäåëè èçîëèðîâàííîãî ñòåðæíÿ (ðèñ. 2,à) ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå
àìïëèòóä ïåðâîé ãàðìîíèêè êîëåáàíèé êî âòîðîé 
1 ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì
ðåçîíàíñå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ îáðàçöà êàìåðòîííîãî òèïà ïðè íàðóøåíèè åãî
ðåãóëÿðíîñòè âîçáóæäàþòñÿ äâå ôîðìû êîëåáàíèé, äëÿ óêàçàííîãî âèáðîäèàã-

íîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: 
1
1 2

j
q

j
q

j
q

A A
( ) ( ) ( )

� .

Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ äèñêðåòíîé ìîäåëè îáðàçöà
êàìåðòîííîãî òèïà (ðèñ. 2,á) áûëè ïîñòðîåíû çàâèñèìîñòè âèáðîäèàãíîñòè-

÷åñêîãî ïàðàìåòðà 
1 j
q( ) îò õàðàêòåðèñòèêè íåëèíåéíîñòè �. Íà ðèñ. 7 ïðåä-

ñòàâëåíû óêàçàííûå çàâèñèìîñòè äëÿ èññëåäóåìîé ðåãóëÿðíîé ñèñòåìû è
ìîäåëè ïîâðåæäåííîãî ñòåðæíÿ â èçîëèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ïðè ñèíôàçíîé
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Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíûõ ðåçîíàíñíûõ àìïëèòóä ïåðâîé ãàðìîíèêè ïîâðåæäåííîé
(ñâåòëûå òî÷êè) è íåïîâðåæäåííîé (òåìíûå òî÷êè) ïîäñèñòåì îò õàðàêòåðèñòèêè íåëèíåé-
íîñòè � ïðè ñèíôàçíîé (ñïëîøíûå ëèíèè) è àíòèôàçíîé (øòðèõîâûå ëèíèè) ôîðìàõ êîëå-
áàíèé ìîäåëè îáðàçöà êàìåðòîííîãî òèïà ïðè h � 0 0016, c 1� . (Øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ –

ìîäåëü ïîâðåæäåííîãî ñòåðæíÿ â èçîëèðîâàííîì ñîñòîÿíèè.)

Âëèÿíèå òðåùèíû óñòàëîñòè íà êîëåáàíèÿ ...



ôîðìå êîëåáàíèé (q� I). Âèäíî, ÷òî õàðàêòåð çàâèñèìîñòè âèáðîäèàãíîñòè-
÷åñêîãî ïàðàìåòðà ïîäñèñòåìû, ìîäåëèðóþùåé ïîâðåæäåííûé ñòåðæåíü îáðàç-
öà êàìåðòîííîãî òèïà, íå èçìåíÿåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ òàêîâûì äëÿ ìîäåëè
ñòåðæíÿ â èçîëèðîâàííîì ñîñòîÿíèè. Îäíàêî ïðè ýòîì åãî âåëè÷èíà íåñêîëü-
êî óìåíüøàåòñÿ âñëåäñòâèå óïðóãîé ñâÿçè ñòåðæíåé îáðàçöà. Íàëè÷èå âòîðîé
ãàðìîíèêè â ñïåêòðå àìïëèòóä êîëåáàíèé íåïîâðåæäåííîãî ñòåðæíÿ îáóñëîâ-
ëåíî òàêæå óïðóãîé ñâÿçüþ ñòåðæíåé. Õîòÿ äëÿ ýòîãî ñòåðæíÿ âåëè÷èíà
âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà çíà÷èòåëüíî ìåíüøå (â äàííîì ñëó÷àå äî
6 ðàç), ÷åì äëÿ ïîâðåæäåííîãî.
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Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíûõ ðåçîíàíñíûõ àìïëèòóä ïåðâîé ãàðìîíèêè ïîâðåæäåííîé
ïîäñèñòåìû îò ðàññòðîéêè ÷àñòîòû ïðè ñèíôàçíîé (ñâåòëûå òî÷êè) è àíòèôàçíîé (òåìíûå
òî÷êè) ôîðìàõ êîëåáàíèé ìîäåëè îáðàçöà êàìåðòîííîãî òèïà ïðè îòêðûòîé (øòðèõîâûå
ëèíèè) è çàêðûâàþùåéñÿ (ñïëîøíûå ëèíèè) òðåùèíàõ.

Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà �1 j
( )I îò � äëÿ ïîâðåæäåííîé (�) è

íåïîâðåæäåííîé (�) ïîäñèñòåì ìîäåëè îáðàçöà êàìåðòîííîãî òèïà ïðè ñóáðåçîíàíñå äëÿ
h � 0 0008, c 1� è k ks � 0 015, . (Øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ – ìîäåëü ïîâðåæäåííîãî ñòåðæíÿ â

èçîëèðîâàííîì ñîñòîÿíèè; �, � – çíà÷åíèÿ âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà äëÿ ïîâðåæ-
äåííîé è íåïîâðåæäåííîé ïîäñèñòåì ïðè k ks � 0 03, ñîîòâåòñòâåííî.)

Â. À. Êðóö, À. Ï. Çèíüêîâñêèé, Å. À. Ñèíåíêî



Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âëèÿíèÿ óïðóãîé ñâÿçè ñòåðæíåé íà âèáðîäèàãíîñòè-

÷åñêèé ïàðàìåòð 
1 j
q( ) ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü è ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ ks. Íà

ðèñ. 7 â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåíû äàííûå äëÿ ��0 1, ïðè k ks �0 03, .
Âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì êîýôôèöèåíòà æåñòêîñòè ks óïðóãîé ñâÿçè âåëè-
÷èíà âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà äëÿ ïîâðåæäåííîãî ñòåðæíÿ óìåíü-
øàåòñÿ, äëÿ íåïîâðåæäåííîãî – âîçðàñòàåò, ò.å. èçìåíÿåòñÿ îòíîøåíèå åãî

çíà÷åíèé. Òàê, åñëè ïðè k ks �0 015, îòíîøåíèå 
 
11 12 3 7( ) ( ) , ,I I
 òî ïðè ks �

�0 03, k èìååì 1,85.
Âëèÿíèå ðàññåÿíèÿ ýíåðãèè íà âåëè÷èíó âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðà-

ìåòðà ïîâðåæäåííîãî ñòåðæíÿ èëëþñòðèðóþò åãî çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà
íåëèíåéíîñòè, ïîëó÷åííûå ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà äåìïôèðî-
âàíèÿ h (ðèñ. 8). Êàê âèäíî, õàðàêòåð çàâèñèìîñòåé ñîõðàíÿåòñÿ ïðè èçìå-
íåíèè óðîâíÿ ðàññåÿíèÿ ýíåðãèè ñèñòåìû, îäíàêî ñ ðîñòîì h âåëè÷èíà
âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà óìåíüøàåòñÿ.

Ïðè àíòèôàçíîé ôîðìå êîëåáàíèé ïîäñèñòåì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ðå-
æèìà âîçáóæäåíèÿ â ñïåêòðå àìïëèòóä êîëåáàíèé ñòåðæíåé òàêæå èìåþò
ìåñòî ïåðâàÿ è âòîðàÿ ãàðìîíèêè, íî îíè íå ÿâëÿþòñÿ çíà÷èìûìè, âñëåäñòâèå
÷åãî íå ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ äëÿ äèàãíîñòèêè íàëè÷èÿ ïîâðåæäåíèÿ.

Â û â î ä û

1. Ïðè îñíîâíîì ðåçîíàíñå õàðàêòåð âëèÿíèÿ ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè íà
àìïëèòóäû îñíîâíîé ãàðìîíèêè ìîäåëè îáðàçöà êàìåðòîííîãî òèïà êà÷åñò-
âåííî ñîâïàäàåò ñ òàêîâûì, ïîëó÷åííûì äëÿ ñëó÷àÿ ðàññòðîéêè ÷àñòîò ñòåðæ-
íåé, îáóñëîâëåííîé êàê äîïóñêàìè íà èõ èçãîòîâëåíèå, òàê è íàëè÷èåì
ïîâðåæäåíèÿ òèïà çàáîèíû èëè îòêðûòîé òðåùèíû.

2. Ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå, êàê è â ñëó÷àå èçîëèðîâàííîãî
ñòåðæíÿ, â êà÷åñòâå âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà íàëè÷èÿ çàêðûâàþùåé-
ñÿ òðåùèíû óñòàëîñòè â îáðàçöå êàìåðòîííîãî òèïà ìîæåò áûòü èñïîëü-
çîâàíî îòíîøåíèå àìïëèòóä ïåðâîé è âòîðîé ãàðìîíèê êîëåáàíèé ñòåðæíåé
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Ðèñ. 8. Çàâèñèìîñòü âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà ìîäåëè ïîâðåæäåííîãî ñòåðæíÿ îáðàç-
öà êàìåðòîííîãî òèïà îò � ïðè ñóáðåçîíàíñå è ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòà äåìïôè-
ðîâàíèÿ h: 1 – h � 0 0008, c 1� ; 2 – h � 0 0016, c 1� ; 3 – h � 0 0032, c 1� (k ks � 0 015, ).

Âëèÿíèå òðåùèíû óñòàëîñòè íà êîëåáàíèÿ ...



ïðè ñèíôàçíîé ôîðìå êîëåáàíèé ñèñòåìû, â îòëè÷èå îò àíòèôàçíîé, êîãäà
àìïëèòóäû óêàçàííûõ ãàðìîíèê ÿâëÿþòñÿ íåçíà÷èìûìè. Âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ
óïðóãîé ñâÿçè ñòåðæíåé âåëè÷èíà âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà äëÿ ïî-
âðåæäåííîãî ñòåðæíÿ îáðàçöà ìåíüøå, ÷åì äëÿ ñòåðæíÿ â èçîëèðîâàííîì
ñîñòîÿíèè. Ñ óâåëè÷åíèåì êîýôôèöèåíòà æåñòêîñòè óïðóãîé ñâÿçè äëÿ ïî-
âðåæäåííîãî ñòåðæíÿ îíà óìåíüøàåòñÿ, â òî âðåìÿ êàê äëÿ íåïîâðåæäåí-
íîãî – óâåëè÷èâàåòñÿ. Ñ ïîâûøåíèåì ðàññåÿíèÿ ýíåðãèè â ñèñòåìå âåëè÷èíà
âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà òàêæå óìåíüøàåòñÿ.

Àâòîðû âûðàæàþò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü àêàäåìèêó ÍÀÍ Óêðàèíû
Â. Â. Ìàòâååâó çà ïîääåðæêó è öåííûå ñîâåòû ïðè îáñóæäåíèè ðåçóëüòàòîâ
ðàáîòû.
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