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Ðàçðàáîòàíû ìîäåëü è ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ êîëåáàíèé ìíîãîäèñêîâîãî ðîòîðà íà äâóõ

íåëèíåéíûõ îïîðàõ ñ øàðèêîïîäøèïíèêàìè. Â ìîäåëè ó÷èòûâàþòñÿ ãèðîñêîïè÷åñêèå ìîìåí-

òû, äåéñòâóþùèå íà äèñêè, è óïðóãèå ñâîéñòâà âàëà. Êîëåáàíèÿ èññëåäóþòñÿ ñ ïîìîùüþ

íåëèíåéíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì Øîó–Ïüåððà. Àíàëèçèðóþòñÿ ñêåëåòíûå êðèâûå êîëåáàíèé

ðîòîðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðîòîð, øàðèêîïîäøèïíèêè, ìåòîä íåëèíåéíûõ íîðìàëüíûõ
ôîðì, ÷àñòîòû êîëåáàíèé, ñêåëåòíûå êðèâûå.

Ââåäåíèå. Ìíîãèå ïðèáîðû è àãðåãàòû ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ è ñïåöè-
àëüíûõ òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ ñîäåðæàò âðàùàþùèåñÿ ðîòîðû, êîòîðûå ÷àñòî
ñîâåðøàþò îïàñíûå ðåçîíàíñíûå êîëåáàíèÿ, â îñíîâíîì ÿâëÿþùèåñÿ íåëè-
íåéíûìè. Íàïðèìåð, ðîòîð òóðáîõîëîäèëüíèêà ñèñòåìû êîíäèöèîíèðîâàíèÿ
âîçäóõà ñàìîëåòà óñòàíîâëåí â áëîêå, çàêðåïëåííîì ïîñðåäñòâîì àìîðòè-
çàòîðîâ. Áëîê ñîâåðøàåò ïðîñòðàíñòâåííûå êîëåáàíèÿ â ðàçíûõ äèàïàçîíàõ
÷àñòîò, êîòîðûå çàâèñÿò îò ðåæèìà ïîëåòà ñàìîëåòà. Äëÿ ïðàâèëüíîãî ïðîåê-
òèðîâàíèÿ ïîäâåñêè áëîêà âàæíî èçó÷èòü âîçìîæíûå ðåæèìû êîëåáàíèé
ðîòîðà â øèðîêîì äèàïàçîíå ÷àñòîò è àìïëèòóä.

Èçãèáíûå êîëåáàíèÿ âàëîâ ñ äèñêàìè, â ìîäåëÿõ êîòîðûõ ó÷èòûâàþòñÿ
äåéñòâóþùèå íà äèñêè ãèðîñêîïè÷åñêèå ìîìåíòû, âíåøíåå è âíóòðåííåå
òðåíèå, èññëåäîâàíû â ðàáîòå [1]. Íåñòàöèîíàðíûå ëèíåéíûå èçãèáíûå êîëå-
áàíèÿ ñ ó÷åòîì ãèðîñêîïè÷åñêèõ ìîìåíòîâ äèñêîâ è ðàñïðåäåëåííîé ìàññû
âàëà èçó÷åíû â [2]. Ðàíåå [3, 4] ïîëó÷åíû íåëèíåéíûå ìîäåëè è èññëåäîâàíû
âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ è àâòîêîëåáàíèÿ îäíîäèñêîâûõ ðîòîðîâ. Íåëèíåéíûå
íîðìàëüíûå ôîðìû (ÍÍÔ) êîëåáàíèé âðàùàþùåãîñÿ âàëà â ïîäøèïíèêàõ
ñêîëüæåíèÿ èññëåäîâàíû â [5]. Â [6] ìåòîä ÍÍÔ ðàçâèâàåòñÿ äëÿ èññëåäî-
âàíèÿ êîëåáàíèé â ñèñòåìàõ ñ ãèðîñêîïè÷åñêèìè ñèëàìè. Â [7] èññëåäîâàíû
êîëåáàíèÿ óïðóãîãî ðîòîðà íà íåëèíåéíûõ îïîðàõ ñ äèñêîì è ñ ó÷åòîì åãî
ðàñïðåäåëåííîé ìàññû. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ëèíåéíûõ êîëåáàíèé æåñòêîãî
ðîòîðà íà óïðóãèõ ðàäèàëüíî-óïîðíûõ øàðèêîïîäøèïíèêàõ èññëåäîâàíû â
[8]. Òàì æå ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ íåëèíåéíûõ ðàäèàëüíûõ è îñåâûõ ñèë
ðåàêöèè øàðèêîïîäøèïíèêîâ è ïðåäëîæåí ñïîñîá èõ ëèíåàðèçàöèè.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñâîáîäíûõ íåëèíåéíûõ
êîëåáàíèé óïðóãîãî ðîòîðà ñ íåñêîëüêèìè äèñêàìè, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû
íåñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îïîð âàëà. Ðîòîð âðàùàåòñÿ â ðàäèàëüíî-óïîð-
íûõ øàðèêîïîäøèïíèêàõ. Â ìîäåëè ðîòîðà ó÷èòûâàþòñÿ íåëèíåéíûå õàðàê-
òåðèñòèêè øàðèêîïîäøèïíèêîâ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîëåáàíèé ïðèìåíÿåòñÿ
ìåòîä ÍÍÔ.
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1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû. Èññëåäóåìàÿ ñèñòåìà ñ N D äèñêàìè

ïîêàçàíà íà ðèñ. 1,à. Íà÷àëî êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ íà îïîðå À. Äëèíó âàëà
îáîçíà÷èì ÷åðåç l, ïåðåìåùåíèÿ ñðåäèííîé ëèíèè âàëà ïî íàïðàâëåíèÿì
êîîðäèíàòíûõ îñåé – ux , u y , u z . Êîëåáàíèÿ âàëà ðàçëîæèì ïî ñîáñòâåííûì
ôîðìàì ëèíåéíîé ñèñòåìû [5]:
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ãäå x tn ( ), y tn ( ) – îáîáùåííûå êîîðäèíàòû; � – êîîðäèíàòà ñå÷åíèÿ âàëà ïî
îñè z; N – ÷èñëî áàçèñíûõ ôóíêöèé â ðàçëîæåíèè (1); x tN�1( ), x tN�2 ( ),
y tN�1( ), y tN�2 ( ) – îáîáùåííûå êîîðäèíàòû, îïèñûâàþùèå ïåðåìåùåíèÿ
öàïô.

Âíóòðåííèå êîëüöà øàðèêîïîäøèïíèêîâ êîëåáëþòñÿ êàê â ðàäèàëüíîì,
òàê è îñåâîì íàïðàâëåíèè îòíîñèòåëüíî íàðóæíûõ êîëåö. Îòìåòèì, ÷òî ïåðå-
ìåùåíèÿ ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âàëà. Òîãäà ïðîäîëüíûå êîëåáàíèÿ ðîòî-
ðà âäîëü êîîðäèíàòíîé îñè z ìîæíî îïèñàòü îáîáùåííîé êîîðäèíàòîé z t( ).

Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè Ëà-
ãðàíæà âòîðîãî ðîäà. Êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ âàëà Ò â ïðåäñòàâèì òàê:
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ãäå � – ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà âàëà; I – ìîìåíò èíåðöèè ñå÷åíèÿ âàëà; S –
ïëîùàäü ñå÷åíèÿ âàëà; � – óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ðîòîðà; �1 , � 2 – óãëû
ïîâîðîòà ñå÷åíèé âàëà, � � �1��( ),u zy � � �2 � u zx .

à á

Ðèñ. 1. Ñõåìû ðîòîðà è øàðèêîïîäøèïíèêà: A, B – îïîðû.
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Êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ n-ãî äèñêà TD n, ïðåäñòàâèì òàê:
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ãäå I n1, – ýêâàòîðèàëüíûé ìîìåíò èíåðöèè; I n0, – ïîëÿðíûé ìîìåíò èíåð-
öèè; m n0, – ìàññà äèñêà; � n – êîîðäèíàòà n-ãî äèñêà.

Ñ ó÷åòîì (1) êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç
îáîáùåííûå ñêîðîñòè:
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ãäå Å – ìîäóëü óïðóãîñòè ìàòåðèàëà âàëà.
Êîìïîíåíòû óïðóãèõ ðåàêöèé ïîäøèïíèêà âäîëü îñåé õ y z, , [8] èìåþò

âèä

P K x y z zx

N

� �


 � � � � � �� � � �
�

�[ cos cos cos sin ( )sin ] /

1
0

3 2
â

cos cos ;

cos cos cos sin (

� �

� � � �



� �


 � P K x y z zy

N

� � � �
�

�[
â

1
0

3 2

1

)sin ] cos sin ;

cos cos cos

/� � �

� � �



� �  �


P K x yz

N

� �
�

�[
â

sin ( )sin ] sin ;/� � � � �z z 0
3 2

(5)

K
P

N
z� � �3

2
0

0
3 2 5 2

â

/ /sin .�

Çäåñü x � , y � , z – ñìåùåíèÿ öåíòðà âíóòðåííåãî êîëüöà îòíîñèòåëüíî öåíòðà
íàðóæíîãî; � – íîìåð îáîáùåííîé êîîðäèíàòû öàïôû; óãëû � è � ïîêàçàíû
íà ðèñ. 1,á;  è N â – íîìåð è êîëè÷åñòâî øàðèêîâ; Ð0 – ñèëà ïðåäâàðèòåëü-
íîãî îñåâîãî íàòÿãà, z 0 – îñåâîå ñìåùåíèå âíóòðåííåãî êîëüöà îòíîñèòåëüíî
âíåøíåãî îò äåéñòâèÿ ñèëû P0 , îïðåäåëÿåìîå èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé
â çîíàõ êîíòàêòà:

z R w w d0 1 22� � � �( )sinê â �,
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ãäå Rê – ðàäèóñû êàíàâîê êà÷åíèÿ â êîëüöàõ ïîäøèïíèêà; w1 è w2 – ñáëèæå-
íèÿ âíóòðåííåãî è âíåøíåãî êîëåö ñ øàðèêîì ïî íàïðàâëåíèþ ëèíèè êîíòàê-
òà âñëåäñòâèå ïðåäâàðèòåëüíîãî îñåâîãî ïîäæàòèÿ; d â – äèàìåòð øàðèêà.

Ñáëèæåíèÿ âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëå Ãåðöà [9]

w b Pi i� ê
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ãäå b1 è b2 – êîýôôèöèåíòû ôîðìóëû Ãåðöà; Pê – ñèëà ñæàòèÿ, äåéñò-
âóþùàÿ ïî íàïðàâëåíèþ ëèíèè êîíòàêòà,
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ãäå R1 è R2 – ðàäèóñû âíóòðåííåãî è âíåøíåãî êîëåö, èçìåðåííûå îò îñè
ïîäøèïíèêà äî ñåðåäèíû êàíàâîê êà÷åíèÿ.

Êîýôôèöèåíòû ôîðìóëû Ãåðöà îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì
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K 21 , K 22 – êðèâèçíû ãëàâíûõ íîðìàëüíûõ ñå÷åíèé êîíòàêòèðóþùèõ ïîâåðõ-
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Âûðàæåíèÿ (5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïî îáîáùåí-
íûì êîîðäèíàòàì öàïô, îãðàíè÷èâøèñü òðåòüèì ïîðÿäêîì ìàëîñòè ïî x z� 0 ,
y z� 0 , z z 0 :
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Èç ñîîòíîøåíèé (6) ñëåäóåò, ÷òî ïåðåìåùåíèå îïîðíîãî ñå÷åíèÿ âàëà ïî
ëþáîìó íàïðàâëåíèþ âûçûâàåò ðåàêöèþ ïîäøèïíèêà ïî âñåì òðåì êîîðäè-
íàòíûì íàïðàâëåíèÿì. Ñ ó÷åòîì (6) ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ïðåäñòàâèì êàê
ôóíêöèþ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò:
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Äåìïôèðîâàíèå, îáóñëîâëåííîå ñìàçêîé îïîð, îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íà
îñíîâå ýêñïåðèìåíòîâ è îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ âÿçêîãî òðåíèÿ [10, 11] ñ ïî-
ìîùüþ ââåäåííîé ôóíêöèè Ðýëåÿ �:
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ãäå Ñ – êîýôôèöèåíò ñîïðîòèâëåíèÿ.
Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäñòàâëåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ àíàëèçà çàïèøåì

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðîòîðà â ñëåäóþùåì âèäå:

[ ]{ ��} [ ]{ �} [ ]{ �} [ ]{ } [ ]{ }M U G U C U K U K U� � � � �2

� � � �[ ]{ } [ ]{ } [
~

]{ } ,
� �

K UU K U K U U� � �
3 2 0 (8)

ãäå [ ]K – ìàòðèöà æåñòêîñòè; [ ]C – ìàòðèöà äåìïôèðîâàíèÿ; [ ]M – ìàòðèöà
ìàññ; { }U – âåêòîð îáîáùåííûõ êîîðäèíàò. Êîìïîíåíòû âåêòîðà { }U U� �

2

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîèçâåäåíèÿ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò â òðåòüåé ñòåïåíè.
Øåñòü ðàçíûõ ñëàãàåìûõ ñ òàêèìè ïðîèçâåäåíèÿìè ñîäåðæàòñÿ â óðàâíåíèÿõ
(6), îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå öàïô. Âåêòîð { }U U� �

2 èìååò ðàçìåðíîñòü

( ),2 12N � ïðè ýòîì 2N ñòðîê ñîäåðæàò íóëè. Àíàëîãè÷íî { },UU � { }U 2 è

{ }U 3 ñîäåðæàò êâàäðàòû è êóáû îáîáùåííûõ êîîðäèíàò öàïô, èõ ðàçìåð-

íîñòü, êàê è ðàçìåðíîñòü âåêòîðà { },U ðàâíà ( )2 5N � .
Óìíîæèâ (8) íà [ ]M �1, ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ñëåäóþùåì

âèäå:
{ ��} [ ]{ �} [ ]{ �} [ ]{ } [ ]{ }U G U C U K U K U� � � � �1 1 1 1

2

� � � �[ ]{ } [ ]{ } [
~

]{ } .
� �

K UU K U K U U1 1
3

1
2 0� � � (9)

2. Íåëèíåéíûå íîðìàëüíûå ôîðìû êîëåáàíèé. Íåëèíåéíûå íîðìàëü-
íûå ôîðìû ïîçâîëÿþò ñâåñòè íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû ê äèíàìèêå íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ñ îäíîé
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ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Ýòîò ìåòîä ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿþò ê ðåøåíèþ çàäà÷
ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà [5–7, 12].

Ïðè äâèæåíèè ïî ÍÍÔ âñå ôàçîâûå êîîðäèíàòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îäíó
ïàðó îáîáùåííîé êîîðäèíàòû p è ñîîòâåòñòâóþùåé åé îáîáùåííîé ñêîðîñ-
òè q [12]:

{ }

{ }

{ ( , )}

{ ( , )}
,

U

V

P p q

Q p q

�
�
�

�
�
�

�
�
�
�

�
�
�

(10)

ãäå { } { �}V U� – âåêòîð îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÍÍÔ êîìïîíåíòû âåêòîðíûõ ôóíêöèé { ( , )}P p q �

� 	[ , ... , ]p p N1 2 5
ò è { ( , )} [ , ... , ]Q p q q q N� 	1 2 5

ò ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ðÿ-

äîâ Òåéëîðà:

p p q p q p pq q pn n n n n n n( , ) , , , , , ,� 	 	 	 	 	 	

	


 
 
 
 
 





1 2 3
2

4 5
2

6
3

n n n

n N n N n

p q pq q

q p q p

, , ,

, ,

;

( , )

7
2

8
2

9
3

2 5 1 2 5 2

	 	

� 		 	 	 	


 



 
 q p pq

q p

N n N n

N n N n

	 	 	

	 	

	 	 	 	

	 	 	 	


 



 


2 5 3
2

2 5 4

2 5 5
2

2 5 6
3

, ,

, , 	 	

	 	 � �

	 	

	 	 	 	





 


2 5 7
2

2 5 8
2

2 5 9
3 1

N n

N n N n

p q

pq q n J

,

, , , , ... , 1 1 2 5, , ... , ,J N	 	

(11)

ãäå J – íîìåð âûáðàííîé íåçàâèñèìîé îáîáùåííîé êîîðäèíàòû; p pJ� ;
q qJ� .

Ñîãëàñíî äàííûì ðàáîòû [6] êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé ÷àñòè (11) îïðå-
äåëÿåì èç ïðîñòûõ ñîîòíîøåíèé:



 �  �

 �  �n
n N J N J n

J N J N J J
, ;1

2 5 2 5

2 5 2 5
�

�

�
	 	 	 	

	 	 	 	



 �  �

 �  �n
J n n J

J N J N J J
, ,2

2 5 2 5
�

�

�	 	 	 	

ãäå n , �n – äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñèñòåìû
(8) ñ îòáðîøåííûìè íåëèíåéíûìè ñëàãàåìûìè.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåëèíåéíîé ÷àñòè ðàçëîæåíèé (11) ñòðîÿòñÿ óðàâíåíèÿ
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îòíîñèòåëüíî ÍÍÔ (10):

� ( , )
( , )

�
( , )

�;

� ( , )
( ,

p p q
p p q

p
p

p p q

q
q

q p q
q p

n
n n

n
n

� 	

�

�

�

�

�

� q

p
p

q p q

q
q

n)
�

( , )
�.

�

�

�
	

(12)

Êîìïîíåíòó n-é ñòðîêè âåêòîðà { ��}U ñ ó÷åòîì (11) çàïèøåì ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

� ( , ), , , , , , , , ,q W p q G q C qj n j n j J j J n m

m

N

j m n m j� �� �
�

	

� 1
1

2 5

1 ,m
m

N

�
�

	

�
1

2 5
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� � � �
�
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�

�K p K p K ppn m j m n m j m

m
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n m j m

m

1 1
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2 5
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2 5
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��
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N

n m
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1
1
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2

, , , , , ,
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( ) ,� � (13)

ãäå j – íîìåð ôîðìû.
Ïîäñòàâèâ (13) â (12), çàïèøåì

� ( ,, ,
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,
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,
, , ,p q
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W p qj n j n

j n

j J
j J

j n

j J
j J j J j J� � �

�

�

�

�
);

� ( , ), , , ,
,

,
,

,

,
q W p q

q

p
q

q

q
Wj n j n j J j J
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j J
j J

j n

j J

� � �
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�

� j J j J j Jp q, , ,( , ).

(14)

Ïðèðàâíÿâ â (14) êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ p q� � , ïîëó-

÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî " k j, . Âû-
÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû ÍÍÔ (11) ïîäñòàâëÿåì â J -å óðàâíåíèå ñèñòåìû
(9). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îäíî îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå,
îïèñûâàþùåå äâèæåíèå ïî ÍÍÔ:

�� � � �p B p B p B p B pp B p B p� � � � � � �1 2 3
2

4 5
2

6
3

� � � �B p p B pp B p7
2

8
2

9
3 0� � � , (15)

ãäå Â Â1 9, ... , – êîýôôèöèåíòû, ïîëó÷åííûå ïðè ãðóïïèðîâêå ñëàãàåìûõ.
3. ×èñëåííûé àíàëèç êîëåáàíèé. Ðàññìîòðèì êîëåáàíèÿ íåäåôîðìèðó-

åìîãî ðîòîðà ñ ïàðàìåòðàìè: äëèíà âàëà l�0 5, ì, lD �0 125, ì, äèàìåòð âàëà
d�0 025, ì, m0 10� êã, I1 0 1� , êã ì 2& , I 0 0 2� , êã ì 2& , êîòîðûé âðàùàåòñÿ ñ

óãëîâîé ñêîðîñòüþ ��628 3, ðàä/ñ íà ðàäèàëüíî-óïîðíûõ ïîäøèïíèêàõ
ñðåäíåé ñåðèè ïî ÃÎÑÒ 831-75. Òàêîé ðàñ÷åòíîé ñõåìîé ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ðîòîð, ó êîòîðîãî ïðîãèá âàëà ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ óïðóãèìè äåôîðìàöèÿìè
øàðèêîïîäøèïíèêîâ. Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì ïàðàìåòðàì p x z1 1 0� ,
p y z2 1 0� , ...; q dp d1 1� ', q dp d2 2� ' , ...; ' �� t ; � �� f , ãäå f – ÷àñòî-
òà êîëåáàíèé. Â äàííîì ïðèìåðå èìååì z 0

30 20177 10� & �, ì. Íà ðèñ. 2 ïðåä-

ñòàâëåíà ÍÍÔ çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíîãî ïåðåìåùåíèÿ îïîðû A âàëà ïî
íàïðàâëåíèþ îñè x îò íåçàâèñèìûõ ôàçîâûõ êîîðäèíàò p è q, îïðåäåëåííàÿ
ïî ïåðâîé ôîðìóëå (11). Çäåñü p – ïåðåìåùåíèå îïîðû B âàëà ïî íàïðàâëå-
íèþ îñè x. Ýòà ïîâåðõíîñòü äâîéíîé êðèâèçíû íàãëÿäíî îòîáðàæàåò ñòåïåíü
íåëèíåéíîñòè ñèñòåìû.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñêåëåòíûõ êðèâûõ êîëåáàíèé ðîòîðà îäíî èç óðàâíå-
íèé (15), êîòîðîå îïèñûâàåò äâèæåíèå ïî ÍÍÔ, ðåøàåòñÿ ïî ìåòîäó ãàðìî-
íè÷åñêîãî áàëàíñà [13]. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû ñêåëåòíûå êðèâûå äëÿ âñåõ ôîðì
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êîëåáàíèé íåäåôîðìèðóåìîãî ðîòîðà. Ïðè êîëåáàíèÿõ ïî ïåðâîé ôîðìå ðî-
òîð ñîâåðøàåò ïðåèìóùåñòâåííî ïðîäîëüíûå ïåðåìåùåíèÿ. Ïîñêîëüêó îñåâàÿ
æåñòêîñòü øàðèêîïîäøèïíèêà ìåíüøå ðàäèàëüíîé, ÷àñòîòà ïðîäîëüíûõ êîëå-
áàíèé íàèíèçøàÿ. Âòîðàÿ è òðåòüÿ ÷àñòîòû êðàòíûå, îíè ñîîòâåòñòâóþò êîëå-
áàíèÿì ðîòîðà â äâóõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòÿõ, ïðè ýòîì îáà
ïîäøèïíèêà äåôîðìèðóþòñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè. ×åòâåðòàÿ è ïÿòàÿ ÷àñòî-
òû ñîîòâåòñòâóþò êîëåáàíèÿì ðîòîðà, ïðè êîòîðûõ îïîðíûå ñå÷åíèÿ ïåðå-
ìåùàþòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ðàçëè÷èå ìåæäó ÷àñòîòàìè
îáóñëîâëåíî âëèÿíèåì ãèðîñêîïè÷åñêîãî ìîìåíòà.

Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ñ óïðóãèì âàëîì ñîîòâåòñòâóåò ðîòîðàì, ó êîòîðûõ
ïðîãèá âàëà áîëüøå óïðóãèõ äåôîðìàöèé ïîäøèïíèêîâ. Ðàññìîòðåíû êîëå-
áàíèÿ ðîòîðà ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè, çà èñêëþ÷åíèåì äëèíû âàëà l �1 0, ì.
Ïðè êîëåáàíèÿõ ñ íèçêîé ÷àñòîòîé ïðåîáëàäàåò èçãèá âàëà ïî ïåðâîé êîîð-
äèíàòíîé ôóíêöèè. Íà ðèñ. 4,à ëèíèÿ 1 ÿâëÿåòñÿ ñêåëåòíîé êðèâîé äëÿ ðîòîðà
ñ îäíèì äèñêîì, êîëåáëþùåãîñÿ ïî ýòîé ôîðìå. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ñèëû
îñåâîé è ðàäèàëüíîé ðåàêöèé øàðèêîïîäøèïíèêà âçàèìîñâÿçàíû. Ýòà ñâÿçü
äîëæíà ïðîÿâëÿòüñÿ, åñëè ðîòîð íåñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïîäøèïíèêîâ.
Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ çàâèñèìîñòü ôîðì êîëåáàíèé êàê îò êîëè-
÷åñòâà çàêðåïëåííûõ íà âàëó äèñêîâ, òàê è îò èõ ðàñïîëîæåíèÿ. Íà ðèñ. 4,à
ëèíèÿ 2 ÿâëÿåòñÿ ñêåëåòíîé êðèâîé äëÿ ðîòîðà ñ äâóìÿ äèñêàìè, êîòîðûå
ðàñïîëîæåíû íåñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îïîð, êîëåáëþùåãîñÿ ïî ïåðâîé
ôîðìå, ëèíèè 3 è 4 – äëÿ ðîòîðà ñ òðåìÿ è ÷åòûðüìÿ äèñêàìè, ðàñïîëî-
æåííûìè ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îïîð. Ïîñêîëüêó èçãèáíàÿ æåñòêîñòü
âàëà ëèíåéíà è ìåíüøå ðàäèàëüíîé æåñòêîñòè ïîäøèïíèêîâ, âñå êðèâûå
áëèçêè ê ïðÿìûì ëèíèÿì, ïàðàëëåëüíûì îñè îðäèíàò.

Äëÿ îñòàëüíûõ ÍÍÔ íå íàáëþäàåòñÿ çàìåòíîå ïðåîáëàäàíèå êàêîãî-ëèáî
èç ïåðåìåùåíèé ñèñòåìû. Íà ðèñ. 4,á ïðåäñòàâëåíû ñêåëåòíûå êðèâûå äëÿ
òåõ æå ðîòîðîâ, êîëåáëþùèõñÿ ïî âòîðîé ôîðìå. Ïðè ñèììåòðè÷íîì ðàñïîëî-

Ðèñ. 2 Ðèñ. 3

Ðèñ. 2. Íåëèíåéíûå íîðìàëüíûå ôîðìû íåäåôîðìèðóåìîãî ðîòîðà.
Ðèñ. 3. Ñêåëåòíûå êðèâûå êîëåáàíèé íåäåôîðìèðóåìîãî ðîòîðà. (Íîìåð ëèíèè ñîîòâåòñòâóåò
íîìåðó ÍÍÔ.)
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æåíèè äèñêîâ íà âàëó â êîëåáëþùåéñÿ ñèñòåìå ïðåîáëàäàåò äåôîðìàöèÿ âàëà,
ò.å. ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè ïîäøèïíèêà âíîñèò ìàëûé âêëàä â
ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû, ïîýòîìó ñêåëåòíûå êðèâûå äëÿ ðîòîðà ñ
òðåìÿ è ÷åòûðüìÿ äèñêàìè áëèçêè ê ïðÿìûì ëèíèÿì, ïàðàëëåëüíûì îñè
îðäèíàò. Ïðè ðàñïîëîæåíèè äèñêîâ íåñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îïîð ïîä-
øèïíèêè äåôîðìèðóþòñÿ íåîäèíàêîâî è âîçíèêàþò íåëèíåéíûå ïðîäîëü-
íûå êîëåáàíèÿ, ÷òî ñëåäóåò èç óðàâíåíèé (2). Ñ ðîñòîì àìïëèòóäû ÷àñòîòû
êîëåáàíèé óìåíüøàþòñÿ, òàê êàê êðèâèçíà êàíàâîê êà÷åíèÿ â øàðèêîïîäøèï-
íèêàõ ïåðåìåííàÿ, à øàðèêè ïåðåìåùàþòñÿ â îáëàñòü áîëüøåé êðèâèçíû
êîíòàêòèðóþùåé ïîâåðõíîñòè, ò.å. â îáëàñòü ìåíüøåé æåñòêîñòè çîíû êîí-
òàêòà.

Ïðè äîâîäêå îïûòíûõ îáðàçöîâ àâèàöèîííîé òåõíèêè ÷àñòî âîçíèêàåò
íåîáõîäèìîñòü èçìåíèòü íåêîòîðûå ïàðàìåòðû ñ ñîõðàíåíèåì îáùåé êîìïî-
íîâêè è ãàáàðèòîâ. Ïîýòîìó çàêîíîìåðåí âîïðîñ î âàðüèðîâàíèè æåñòêîñòüþ
øàðèêîïîäøèïíèêîâ ïðè çàäàííûõ ãàáàðèòàõ. ÃÎÑÒîì 831-75 ïðåäóñìîò-
ðåíû ïîäøèïíèêè ñ óãëàìè �, ðàâíûìè 12, 15, 26, 36 è 40( . Íà ðèñ. 5,à

à á

Ðèñ. 4. Âëèÿíèå èíåðöèè äèñêîâ íà ïîëîæåíèå è ôîðìó ñêåëåòíûõ êðèâûõ êîëåáàíèé óïðóãîãî
ðîòîðà.

Ðèñ. 5. Âëèÿíèå óãëà êîíòàêòà íà ïîëîæåíèå è ôîðìó ñêåëåòíûõ êðèâûõ êîëåáàíèé ðîòîðà.
(Êðèâûå ïðîíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ óãëà �.)

94 ISSN 0556-171X. Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè, 2013, ¹ 3

Ñ. Â. Ôèëèïêîâñêèé, Ê. Â. Àâðàìîâ

à á â



ïîêàçàíû ñêåëåòíûå êðèâûå äëÿ íåäåôîðìèðóåìîãî ðîòîðà, êîëåáëþùåãîñÿ
ïî íèçøåé ôîðìå. ×åì áîëüøå óãîë �, òåì áîëüøå êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè
êàíàâîê êà÷åíèÿ â çîíå êîíòàêòà è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåíüøå æåñòêîñòü çîíû
êîíòàêòà è ÷àñòîòà. Íà ðèñ. 5,á ïîêàçàíû ñêåëåòíûå êðèâûå êîëåáàíèé ðîòîðà
ñ ó÷åòîì óïðóãîñòè âàëà ïî íèçøåé ôîðìå. Ïðè óâåëè÷åíèè óãëà � æåñò-
êîñòü ïîäøèïíèêîâ óìåíüøàåòñÿ äî ïîðÿäêà, áëèçêîãî ê ïîðÿäêó èçãèáíîé
æåñòêîñòè âàëà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî íà÷èíàåò ïðîÿâëÿòüñÿ íåëèíåéíîñòü ñèñòå-
ìû. Íà ðèñ. 5,â ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà � �2 1,
õàðàêòåðèçóþùåãî íåëèíåéíîñòü, îò óãëà �, ãäå ÷àñòîòû �1 è �2 ïîêàçàíû
äëÿ ëèíèè 5 íà ðèñ. 5,á. Ïðè ìàëûõ óãëàõ � íåëèíåéíîñòü áîëüøå, ÷òî îáóñ-
ëîâëåíî ôîðìîé êàíàâîê êà÷åíèÿ øàðèêîïîäøèïíèêîâ: ïðè äâèæåíèè òî÷êè
êîíòàêòà ïî ïîâåðõíîñòè êàíàâêè êà÷åíèÿ âáëèçè åå äíà êðèâèçíà ïîâåðõ-
íîñòè èçìåíÿåòñÿ áûñòðåå, ÷åì âáëèçè áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïîäøèïíèêà.

Çàêëþ÷åíèå. Ðàçðàáîòàíû ìîäåëü è ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíûõ
êîëåáàíèé ìíîãîäèñêîâûõ ðîòîðîâ íà ïîäøèïíèêàõ êà÷åíèÿ, êîòîðàÿ çíà÷è-
òåëüíî óïðîùàåò âû÷èñëåíèå íåëèíåéíûõ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé. Àíàëèç ÍÍÔ
è ñêåëåòíûõ êðèâûõ ñèñòåìû ïîêàçûâàåò, ÷òî íàðÿäó ñ æåñòêîñòüþ ïîäøèïíè-
êîâ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü èçãèáíóþ æåñòêîñòü âàëà è íåëèíåéíóþ âçàèìíóþ
çàâèñèìîñòü èçãèáíûõ è ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé. Ïðè êîëåáàíèÿõ ìíîãîäèñêî-
âûõ ðîòîðîâ íåëèíåéíîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííåå íà ôîðìàõ ñ áîëüøèìè
÷àñòîòàìè è ïðè çàêðåïëåíèè äèñêîâ íåñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îïîð.

Ð å ç þ ì å

Ðîçðîáëåíî ìîäåëü ³ ìåòîäèêó äîñë³äæåííÿ êîëèâàíü áàãàòîäèñêîâîãî ðîòîðà
íà äâîõ íåë³í³éíèõ îïîðàõ ³ç øàðèêîï³äøèïíèêàìè. Ó ìîäåë³ âðàõîâóþòüñÿ
ã³ðîñêîï³÷í³ ìîìåíòè, ùî ä³þòü íà äèñê, ³ ïðóæí³ âëàñòèâîñò³ âàëà. Êîëèâàí-
íÿ äîñë³äæóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ íåë³í³éíèõ íîðìàëüíèõ ôîðì Øîó–Ï’ºððà.
Àíàë³çóþòüñÿ ñêåëåòí³ êðèâ³ êîëèâàíü ðîòîðà.
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