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Íà ïðèìåðå ðàñ÷åòîâ ðåàëüíûõ êîíñòðóêöèé ïîêàçàíû âîçìîæíîñòè ïîëóàíàëèòè÷åñêîãî

ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè èññëåäîâàíèè ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ ïðîñòðàíñòâåííîãî

äåôîðìèðîâàíèÿ íåîäíîðîäíûõ òåë âðàùåíèÿ è ïðèçìàòè÷åñêèõ òåë ñëîæíîé ôîðìû ïîä

äåéñòâèåì èìïóëüñíîãî íàãðóæåíèÿ ñ ó÷åòîì çîí êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è íåëèíåéíîé

ðàáîòû ìàòåðèàëà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìèêà, ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè, ïîâåðõíîñòü êîíòàêòà, íå-
îäíîðîäíûå ïðèçìàòè÷åñêèå òåëà è òåëà âðàùåíèÿ, ïîëóàíàëèòè÷åñêèé ìåòîä êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ.

Ââåäåíèå. Ðàíåå [1] íà îñíîâå ïîëóàíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
(ÏÌÊÝ) ðàçðàáîòàí íîâûé ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ ïðîñòðàíñòâåííîãî êîíòàêòíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ñèñòåì íåîäíîðîäíûõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ òåë âðàùåíèÿ è øàðíèðíî
îïåðòûõ ïðèçìàòè÷åñêèõ òåë, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ïîä äåéñòâèåì èìïóëüñíîãî íàãðó-
æåíèÿ. Ïðè ðàññìîòðåíèè ïðèìåðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ íåîñåñèììåòðè÷íî íàãðóæåí-
íûõ êîíñòðóêöèé è íåîäíîðîäíûõ òåë ñ ïëàâíûì è ñòóïåí÷àòûì èçìåíåíèåì ñâîéñòâ
ìàòåðèàëà âäîëü íàïðàâëÿþùåé ïîêàçàíû ïðåèìóùåñòâà ïðåäëàãàåìîãî ÷èñëåííîãî
àïïàðàòà. Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ ñðàâíèâàþòñÿ ñ àíàëèòè÷åñêèìè è èçâåñòíûìè ÷èñ-
ëåííûìè ðåøåíèÿìè äðóãèõ àâòîðîâ. Íà âñåì èíòåðâàëå íàãðóæåíèÿ íàáëþäàåòñÿ
êà÷åñòâåííîå è êîëè÷åñòâåííîå ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ. Ïîëó÷åííûå êðèâûå ñõîäè-
ìîñòè ïî âðåìåíè è ÷èñëó íåèçâåñòíûõ â äèñêðåòíûõ ìîäåëÿõ ñâèäåòåëüñòâóþò î
áîëåå âûñîêîé ýôôåêòèâíîñòè ÏÌÊÝ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
(ÌÊÝ) äëÿ èññëåäóåìîãî êëàññà êîíñòðóêöèé.

Âîçìîæíîñòè ÏÌÊÝ ïðè èçó÷åíèè ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ ïðîñòðàíñòâåííîãî
äåôîðìèðîâàíèÿ íåîäíîðîäíûõ òåë âðàùåíèÿ è ïðèçìàòè÷åñêèõ òåë ñëîæíîé ôîðìû
ïîä äåéñòâèåì èìïóëüñíîãî íàãðóæåíèÿ ñ ó÷åòîì çîí êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è
íåëèíåéíîé ðàáîòû ìàòåðèàëà ïîêàçàíû íà ïðèìåðå ðàñ÷åòîâ ðåàëüíûõ êîíñòðóê-
öèé.

Ðàñ÷åò ïëèòû ïåðåêðûòèÿ ïîä äåéñòâèåì ëîêàëüíîãî èìïóëüñíîãî íàãðó-

æåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ÏÌÊÝ ê èññëåäîâàíèþ äèíàìè÷åñêîãî ïîâå-
äåíèÿ ïðèçìàòè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óïðóãîãî äåôîðìèðî-
âàíèÿ íåîäíîðîäíîé ïëèòû ïåðåêðûòèÿ, íàõîäÿùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì ëîêàëüíîãî
èìïóëüñíîãî íàãðóæåíèÿ âñëåäñòâèå ïàäåíèÿ ïðÿìîóãîëüíîãî êóñêà áåòîíà ðàçìåðîì
0 12 1 2 1 2, , ,� � ì ñ âûñîòû 3 ì. Ïðè âçàèìîäåéñòâèè äîïóñêàåòñÿ ïðîñêàëüçûâàíèå áåç
òðåíèÿ è îòëèïàíèå îäíîé ïîâåðõíîñòè îò äðóãîé. Ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû è ðàçìå-
ùåíèå ãëîáàëüíûõ îñåé êîîðäèíàò ïîêàçàíû íà ðèñ. 1. Íà íèæíåé ïîâåðõíîñòè âäîëü
öèôðîâûõ îñåé (46–49) è îñåé A è D (ðèñ. 1) ïëèòà îïèðàåòñÿ íà íåñóùèå ñòåíû,
êîòîðûå ñëóæàò îïîðàìè.
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Ïåðåêðûòèå èçãîòîâëåíî èç áåòîíà ìàðêè Â30. Êîýôôèöèåíò ïîïåðå÷íîé äå-
ôîðìàöèè � ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì 0,2. Ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü òÿæåëîãî áåòîíà ��

� 2400 êã/ì 3. Ìîäóëü óïðóãîñòè áåòîíà E ïðèðîäíîãî çàòâåðäåâàíèÿ ïðè ñæàòèè è

ðàñòÿæåíèè ñîñòàâëÿåò 32 5 103, � ÌÏà. Ïàðàìåòðû ïðî÷íîñòè Rb è Rbt ïðè ñæàòèè

è ðàñòÿæåíèè ïðèíèìàþòñÿ ðàâíûìè ñîîòâåòñòâåííî 22,22 è 1,818 ÌÏà.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîäóëü óïðóãîñòè ìàòåðèàëà E è ïàðàìåòðû ïðî÷íîñòè

Rb , Rbt ÷àñòè ïåðåêðûòèÿ ìåæäó îñÿìè B–C è 47–48 (ðèñ. 1) èçìåíÿþòñÿ ïî
òîëùèíå ïëèòû â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíàìè, ïðåäñòàâëåííûìè íà ðèñ. 2.

Äëÿ äèñêðåòèçàöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïëèòû è óäàðíîé ìàññû (ðèñ. 3) èñïîëü-
çóþòñÿ îäíîðîäíûå è íåîäíîðîäíûå ïðèçìàòè÷åñêèå êîíå÷íûå ýëåìåíòû. Â êà÷åñòâå
ãðàíè÷íûõ ïðèíèìàþòñÿ óñëîâèÿ øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ ïî òîðöàì ïëèòû (íà ðèñ. 1
îñè D, A) è îòñóòñòâèå âåðòèêàëüíûõ ñìåùåíèé íà íèæíåé ãðàíè âäîëü öèôðîâûõ
îñåé 46–49.

Ìîäåëèðîâàíèå íàãðóæåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ íà îñíîâå ïðîöåññà êîíòàêòíîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ ìåæäó ïëèòîé è ïàäàþùåé ìàññîé. Êîíòàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü àïïðîêñèìèðó-
åòñÿ ñëîåì ñïåöèàëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÊÝ), âîñïðèíèìàþùèõ òîëüêî íîð-
ìàëüíûå ê ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà ñæèìàþùèå íàãðóçêè. Â ñõåìå ïîëóàíàëèòè÷åñêîãî
ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ìàññà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàëëåëîãðàìì ñ ïîïåðå÷íû-
ìè ñå÷åíèÿìè 0 12 1 2, ,� ì â ïëîñêîñòè Z Z

� �1 2 , 0 12 18, � ì â ïëîñêîñòè Z Z
� �1 3 è 1 2 18, � ì â

ïëîñêîñòè Z Z
� �2 3 . Ïðè ýòîì ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ÷àñòè ìàññû E è

�, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â îáëàñòè Z
�

� 	3 0 8 4 9 6 18[ ; , ] [ , ; ] ì, ïðèíèìàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ.

Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ìàññû �u â ìîìåíò óäàðà îïðåäåëÿåòñÿ âûñîòîé ïàäåíèÿ è
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå � ,u gH� �2 7 67 ì/ñ, ãäå g – óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-
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Ðèñ. 1. Ñõåìà ïëèòû ïåðåêðûòèÿ.

Ðèñ. 2. Çàêîíû èçìåíåíèÿ E, Rb è Rbt .



íèÿ, g � 9 81, ì/c2; H – âûñîòà ïàäåíèÿ, Í � 3 ì. Íà÷àëüíîå óñêîðåíèå ðàâíî óñêîðå-

íèþ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ �� ,u g� � 9 81 ì/c2.

Èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ðåøåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî óâåëè÷åíèå îáùåãî ÷èñëà
óçëîâ äèñêðåòíîé ìîäåëè ñ 420 äî 775 è ÷ëåíîâ ðÿäà Ôóðüå ñ 20 äî 30 ïðèâîäèò ê
èçìåíåíèþ ìàêñèìàëüíûõ íàïðÿæåíèé â ïðåäåëàõ 5%. Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåí îäèí èç
âàðèàíòîâ ñåòî÷íîé ìîäåëè. Ðàñ÷åò ïðè èçìåíÿþùåìñÿ øàãå ïî âðåìåíè â èíòåðâàëå

t � � �10 106 7... c ïîêàçûâàåò, ÷òî îøèáêà â îïðåäåëåíèè ìàêñèìàëüíûõ íàïðÿ-

æåíèé �11 íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ 8%. Ñ óìåíüøåíèåì âðåìåíè, íà÷èíàÿ ñ 
t �

� � �4 10 6 c, ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ ñóùåñòâåííî íå èçìåíÿþòñÿ (â ïðåäåëàõ 1%).
Ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðåçóëüòàòîâ â çàâèñèìîñòè îò òî÷íîñòè ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé. Òàê, îøèáêà â âû÷èñëåíèè ìàêñèìàëüíûõ íàïðÿæåíèé ïðè
� �10 3 ñîñòàâëÿåò ìåíåå 5% ïî ñðàâíåíèþ ñ òàêîâîé ïðè � �10 5.

Ðàññìàòðèâàëîñü íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå êîíñòðóêöèè îò ìî-
ìåíòà óäàðà äî îòñêîêà óäàðíèêà ïðè t � � �2 5 10 4, c. Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíî èçìå-

íåíèå íàïðÿæåíèé �11 âî âðåìåíè ïî òîëùèíå ïåðåêðûòèÿ â òî÷êàõ Z
�
�2 8 95, ì,

Z
�
�3 9 ì.

Çíà÷åíèÿ ïîëó÷åííûõ íàïðÿæåíèé âûøå òàêîâûõ ïàðàìåòðà ïðî÷íîñòè Rb

(ðèñ. 2). Ïîýòîìó äëÿ îêîí÷àòåëüíîãî îïðåäåëåíèÿ íåñóùåé ñïîñîáíîñòè îáúåêòà
íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ðàñ÷åò ñ ó÷åòîì ðàçðóøåíèÿ ñ ïîçèöèé òåîðèè æåëåçîáåòîíà.
Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíî èçìåíåíèå íàïðÿæåíèé âî âðåìåíè íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà
ïëèòû è óäàðíèêà.
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Ðèñ. 3. Ñðåäèííîå ñå÷åíèå ïëèòû â ïëîñêîñòÿõ Z Z
� �1 3 (à) è Z Z

� �1 2 (á).

Ðèñ. 4. Ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé ïî òîëùèíå ïåðåêðûòèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ
âðåìåíè: t1

40 2 10� � �, c; t2
40 4 10� � �, c; t3

40 6 10� � �, c; t4
40 8 10� � �, c; t5

41 0 10� � �, c;

t6
41 5 10� � �, c; t7

42 0 10� � �, c; t8
42 5 10� � �, c.

Ðèñ. 5. Èçìåíåíèå íàïðÿæåíèé âî âðåìåíè íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà ïëèòû è óäàðíèêà.

Ðèñ. 4 Ðèñ. 5

à á



Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðåøåíèè ïîäîáíîãî êëàññà çàäà÷ íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü
ðåàëüíûé ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó óäàðíèêîì è êîíñòðóêöèåé ñ èñïîëüçî-
âàíèåì àïïàðàòà ìîäåëèðîâàíèÿ óñëîâèé êîíòàêòà íà ïîâåðõíîñòè òåë. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, èíòåíñèâíûé âîëíîâîé ïðîöåññ, ðàñïðîñòðàíÿþùèéñÿ ïî òîëùèíå êîíñò-
ðóêöèè âñëåäñòâèå óäàðà ñ óðîâíåì íàïðÿæåíèé, áëèçêèõ ê ïðåäåëó ïðî÷íîñòè, ïðè-
âîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâåííîé ïîñòàíîâêå.

Èññëåäîâàíèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ äåòàëåé îïîðíîãî

ñîåäèíåíèÿ. Âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïîäõîäà ê ðàñ÷åòó ñóùåñòâåííî íåîäíîðîä-
íûõ òåë âðàùåíèÿ, âêëþ÷àÿ ãðàíè÷íûé ñëó÷àé òåë ñ âûðåçàìè ïðè íàëè÷èè ðàçâèòûõ
çîí êîíòàêòà, ïîêàçàíà íà ïðèìåðå äèíàìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñëîæíîé ñèñòåìû
öèêëè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ äåòàëåé îïîðíîãî ñîåäèíåíèÿ (ðèñ. 6).

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâà âëîæåííûõ ìàññèâíûõ öèëèíäðà ñ
÷åòûðüìà ðÿäàìè îïîðíûõ ñåêòîðíûõ âûñòóïîâ. Áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ âíåøíèé
öèëèíäð êîíòàêòèðóåò ñ æåñòêîé ñòåíêîé îáîéìû. Äîïóñêàåòñÿ ïðîñêàëüçûâàíèå áåç
òðåíèÿ. Íà íèæíåé êðîìêå âñòðå÷íîé äåòàëè ïðèíÿòî îòñóòñòâèå ïåðåìåùåíèé âäîëü
íàïðàâëÿþùåé öèëèíäðà. Íà âåðõíåì òîðöå êðûøêè âíóòðåííåé äåòàëè ïðèñïî-
ñîáëåíèå íàãðóæåíî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûì îñåâûì èìïóëüñíûì äàâëåíèåì.
Ñêîðîñòü óâåëè÷åíèÿ è äëèòåëüíîñòü äåéñòâèÿ äàâëåíèÿ ïîçâîëÿþò ïðèëàãàòü åãî
ìãíîâåííî ñ èíòåíñèâíîñòüþ qa � �0 739 108, Ïà è óäåðæèâàòü íà èíòåðâàëå âðåìåíè

t � � �[ ; , ]0 2 4 10 4 ñ. Ìîäóëü óïðóãîñòè ìàòåðèàëà Å � �2 1 1011, Ïà, ïëîòíîñòü ��

� �7 8 103, êã/ì 3, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà � � 0 3, , ïðåäåë òåêó÷åñòè � s � �2 7 108, Ïà.

Àíàëèç îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ [2, 3] ïîêàçàë ñóùåñòâåííóþ íåðàâíîìåðíîñòü
íàãðóæåííîñòè âûñòóïîâ âäîëü êîëüöåâîé êîîðäèíàòû, ÷òî òðåáóåò ïðîñòðàíñòâåí-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñîåäèíåíèÿ êàê öèêëè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé êîíñòðóêöèè. Ðàñ÷åò,
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Ðèñ. 6. Îïîðíîå ñîåäèíåíèå.

Â. À. Áàæåíîâ, À. È. Ãóëÿð, È. È. Ñîëîäåé



âûïîëíåííûé íà îñíîâå îñåñèììåòðè÷íîé ðàñ÷åòíîé ñõåìû, ïðè óñëîâíîé çàìåíå
ñåêòîðíûõ âûñòóïîâ îäíîðîäíûìè êîëüöåâûìè ýëåìåíòàìè ýêâèâàëåíòíîé æåñòêîñòè
ïðèâîäèò ê çàíèæåííûì çíà÷åíèÿì ìàêñèìàëüíûõ íàïðÿæåíèé. Â òî æå âðåìÿ äàæå â
ðàìêàõ äâóõìåðíîé ïîñòàíîâêè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàñ÷åòà ñîåäèíåíèÿ â öåëîì,
íå ðàçäåëÿÿ åãî íà îòäåëüíûå ýëåìåíòû. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ òàêæå îòìå÷àåòñÿ
íåîáõîäèìîñòü ðàñ÷åòà ñ ó÷åòîì ïëàñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà.

Â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè êîíñòðóêöèÿ àïïðîêñèìèðóåòñÿ íàáîðîì îäíîðîäíûõ è
íåîäíîðîäíûõ êîëüöåâûõ ÊÝ. Â îáëàñòè âûðåçîâ ìîäóëü óïðóãîñòè, ïëîòíîñòü è
êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ïðèíèìàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ. Ìîäåëèðîâàíèå êîíòàêòíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó âûñòóïàìè ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ êîíòàêòíûõ
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ðåøåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ óâåëè-
÷åíèåì ÷èñëà óçëîâ ñåòî÷íîé îáëàñòè ñ 500 äî 940 è ÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäà Ôóðüå ñ 12 äî
20 ðàñõîæäåíèå ìåæäó ìàêñèìàëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè íå ïðåâûøàåò 5%. Âäîëü
îêðóæíîé êîîðäèíàòû óäåðæèâàåòñÿ 20 ÷ëåíîâ ðÿäà Ôóðüå, â ñå÷åíèè êîíñòðóêöèè
èñïîëüçóåòñÿ ñåòêà ðàçìåðîì 20 47� ýëåìåíòîâ, øàã âî âðåìåíè 
t � � �3 10 6 c. Äëÿ

îáåñïå÷åíèÿ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äîñòàòî÷íî èñïîëü-
çîâàòü çíà÷åíèå � �10 3.

Íà ïåðâîì ýòàïå èññëåäîâàíèÿ îáîñíîâàíà íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ êîíñòðóê-
öèè êàê ñèñòåìû ïðîñòðàíñòâåííûõ íåîäíîðîäíûõ òåë ïðè ñðàâíåíèè ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ ñ äàííûìè ðàñ÷åòà îòäåëüíîé äåòàëè. Äëÿ ýòîãî, êàê è ðàíåå [3], ðàññìîò-
ðåíî ñòàòè÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå âíóòðåííåé äåòàëè. Â êà÷åñòâå êèíåìàòè÷åñêèõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðèíÿòî îòñóòñòâèå âåðòèêàëüíûõ ïåðåìåùåíèé íèæíèõ êðîìîê
âûñòóïîâ. Êîíòðîëèðîâàëèñü ìàêñèìàëüíûå îñåâûå íàïðÿæåíèÿ �

� �1 1 íà íèæíèõ

êðîìêàõ âûñòóïîâ. Åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòü íàïðÿæåíèÿ ïî ïëîùàäè êîíòàêòíîé ïî-
âåðõíîñòè, âèäíî, ÷òî ïðè ðàñ÷åòå îòäåëüíîé äåòàëè íàèáîëüøàÿ ÷àñòü îáùåé íàãðóç-
êè R (âêëàä â ñóììàðíóþ ðåàêöèþ êîíñòðóêöèè) ïðèõîäèòñÿ íà âûñòóï À (ðèñ. 6),
òîãäà êàê ïðè ðàññìîòðåíèè ñèñòåìû òåë íàãðóçêà ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó âûñòóïàìè
äîñòàòî÷íî ðàâíîìåðíî, è ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ óìåíüøàþòñÿ ïî÷òè â 2,8 ðàçà
(òàáëèöà).

Îñîáåííîñòüþ êîíñòðóêòèâíîé ñõåìû îáúåêòà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå çàðàíåå íåèç-
âåñòíûõ çîí êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ýòî èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ
áîêîâîé ïîâåðõíîñòè âíåøíåãî öèëèíäðà, íàõîäÿùåãîñÿ â óñëîâèÿõ îäíîñòîðîííåãî
êîíòàêòà ñ æåñòêîé ñòåíêîé îáîéìû. Ðåøåíèå ïîäîáíîãî êëàññà çàäà÷ ïðåäñòàâëÿåò
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Ðàñïðåäåëåíèå ñóììàðíîé ðåàêöèè R êîíñòðóêöèè ïî âûñòóïàì ñîåäèíåíèÿ

Âûñòóï (ðèñ. 6) � max
� �1 1 , ÌÏà R�102, êÍ

À �

�

1290

460

�

�

13 37

9 79

,

,

Â �

�

829

398

�

�

8 37

8 66

,

,

Ñ �

�

638

421

�

�

6 34

9 61

,

,

� –
�

�

28 08

28 06

,

,

Ïðèìå÷àíèå. Íàä ÷åðòîé ïðèâåäåíû äàííûå äëÿ îòäåëüíîé äåòàëè, ïîä ÷åðòîé – äëÿ ñèñòåìû
òåë.

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ...



çíà÷èòåëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäíîñòè, è âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóþòñÿ èäåàëè-
çèðîâàííûå òèïû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (ñâîáîäíûé êðàé è îòñóòñòâèå ïåðåìåùåíèé
âäîëü ðàäèóñà öèëèíäðà). Áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ äëÿ
èäåàëèçèðîâàííûõ è äåéñòâèòåëüíûõ óñëîâèé êîíòàêòà íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè
öèëèíäðà. Ñ ýòîé öåëüþ âñÿ áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü âíåøíåé äåòàëè àïïðîêñèìèðî-
âàëàñü ñïåöèàëüíûìè êîíòàêòíûìè ÊÝ.

Àíàëèç íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàêñè-
ìàëüíî íàãðóæåííûìè ÿâëÿþòñÿ óãëîâûå çîíû, ãäå êîíñòðóêòèâíî ñîåäèíÿþòñÿ ñåê-
òîðíûå âûñòóïû ñ òåëîì öèëèíäðà. Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíà ýâîëþöèÿ ìàêñèìàëüíûõ
îñåâûõ íàïðÿæåíèé �

� �1 1 â òî÷êå 2 íàèáîëåå íàãðóæåííîãî âåðõíåãî âûñòóïà À

ñå÷åíèÿ I–I (ðèñ. 6).

Íà ðèñ. 8 ïîêàçàíû ýïþðû îñåâûõ íàïðÿæåíèé â îáëàñòè ìàêñèìàëüíûõ çíà÷å-
íèé íà ïåðâîì À è òðåòüåì Ñ âûñòóïàõ âäîëü êîíòàêòíûõ ïîâåðõíîñòåé 1–2 è 3–4 â
ìîìåíò âðåìåíè t � � �16 8 10 5, c. Ýïþðû íàïðÿæåíèé èìåþò õàðàêòåðíóþ äâóãîðáóþ

ôîðìó. Âèäíî, ÷òî ïðè èçìåíåíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà
âñåõ âûñòóïàõ èçìåíÿþòñÿ íå òîëüêî êîëè÷åñòâåííî (25...30%), íî è êà÷åñòâåííî. Òàê,
ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà íèæíåì âûñòóïå Ñ ïåðåìåñòèëèñü îò âíóòðåííåé
äåòàëè ê âíåøíåé (ðèñ. 8).

Äëÿ ìîäåëè ñ ó÷åòîì óñëîâèé êîíòàêòà ñî ñòåíêîé îáîéìû ïîêàçàíû ýïþðû
ìàêñèìàëüíûõ îñåâûõ íàïðÿæåíèé âäîëü êîëüöåâîé êîîðäèíàòû íà ïåðâîì À è
òðåòüåì Ñ âûñòóïàõ (ðèñ. 9).

Ïîëó÷åííûå íà îñíîâå óïðóãîãî ðåøåíèÿ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â îáëàñòè
âûñòóïîâ äîñòèãàþò âåëè÷èí, êîòîðûå âûøå ïðåäåëà òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà. Íà íà-
÷àëüíûõ ýòàïàõ äåôîðìèðîâàíèÿ âîçíèêàþò âîëíû íàïðÿæåíèé âäîëü îñè Z

�1 â

ñòâîëå âíóòðåííåé äåòàëè, óðîâåíü êîòîðûõ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ïðåäåëà òåêó÷åñòè.
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Ðèñ. 7. Ýâîëþöèÿ ìàêñèìàëüíûõ îñåâûõ íàïðÿæåíèé â òî÷êå 2 âåðõíåãî âûñòóïà À ñå÷åíèÿ I–I.

(Çäåñü è íà ðèñ. 8: � – ïðè çàêðåïëåííîé îò ðàäèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé ïîâåðõíîñòè âíåøíåé
äåòàëè; � – ïðè îòñóòñòâèè çàêðåïëåíèé; øòðèõîâàÿ ëèíèÿ – êîëåáàíèÿ ìàêñèìàëüíûõ îñåâûõ
íàïðÿæåíèé ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñ ó÷åòîì îäíîñòîðîííåãî êîíòàêòà.)

Â. À. Áàæåíîâ, À. È. Ãóëÿð, È. È. Ñîëîäåé



Ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè ïîÿâëÿþòñÿ â ïðîöåññå êîëåáàíèÿ âñåé äåòàëè â ìîìåíò
âðåìåíè t � � �6 6 10 5, c, ðàçâèâàþòñÿ äî t � � �29 1 10 5, c è íîñÿò ëîêàëüíûé õàðàêòåð

(îáëàñòè âûñòóïîâ).
Çîíû íåëèíåéíîé ðàáîòû ìàòåðèàëà ïðåäñòàâëåíû íà âûñòóïàõ â âèäå èçîëèíèé

â ìîìåíò âðåìåíè t � � �29 1 10 5, ñ (ðèñ. 10). Èõ ðàñïðåäåëåíèå âäîëü îêðóæíîé êîîð-

äèíàòû Z
�3 äëÿ òîãî æå ìîìåíòà âðåìåíè â êîíòðîëüíûõ òî÷êàõ 1–4 ïðåäñòàâëåíî íà

ðèñ. 11. Íàèáîëüøåå ðàçâèòèå ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé â êîëüöåâîì íàïðàâëåíèè
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Ðèñ. 8. Ýïþðû îñåâûõ íàïðÿæåíèé íà âûñòóïàõ À è Ñ â ñå÷åíèè I–I.

Ðèñ. 9. Ýïþðû ìàêñèìàëüíûõ îñåâûõ íàïðÿæåíèé âäîëü êîëüöåâîé êîîðäèíàòû íà âûñòóïàõ À

è Ñ â êîíòðîëüíûõ òî÷êàõ 1–4.

Ðèñ. 10. Èíòåíñèâíîñòè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé â ñå÷åíèè I–I: 1 – 0; 2 – 0,09%; 3 – 0,19%;
4 – 0,28%; 5 – 0,37%; 6 – 0,47%.

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ...



îòìå÷àåòñÿ âîçëå ãðàíèö âûñòóïîâ, ãäå èõ èíòåíñèâíîñòü �� 0 95, % (âûñòóï Ñ). Ó÷åò
íåëèíåéíîé ðàáîòû ìàòåðèàëà â íåêîòîðîé ñòåïåíè âëèÿåò íà êîíôèãóðàöèþ çîí
êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Íà ðèñ. 12 ïðåäñòàâëåíû çîíû êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè
âñòðå÷íîé äåòàëè äëÿ t � � �16 8 10 5, c (t t
 � 56). Èõ ðàñïðåäåëåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ

ïîâåäåíèåì ìàêñèìàëüíûõ íàïðÿæåíèé äëÿ êîíòàêòíîé çàäà÷è (ðèñ. 7, 8), à èìåííî: â
îáëàñòè âåðõíåãî âûñòóïà À ðàñïðåäåëåíèå áëèæå ê ðåøåíèþ äëÿ ñâîáîäíîãî êðàÿ,
ïîñêîëüêó òàì öèëèíäð ïîëíîñòüþ îòñòàåò îò æåñòêîé îáîéìû. È íàîáîðîò, äëÿ
íèæíåãî âûñòóïà Ñ ñîõðàíÿþòñÿ óñëîâèÿ çàêðåïëåíèÿ óçëîâ âíåøíåé ïîâåðõíîñòè â
ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè, ÷òî ïðèâîäèò ê ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ êîíòàêòíîé çàäà÷è ê
ìîäåëè ñ îòñóòñòâèåì ïåðåìåùåíèé âäîëü ðàäèóñà öèëèíäðà.
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Ðèñ. 11. Ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòåé ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé â êîíòðîëüíûõ òî÷êàõ 1–4 â
ìîìåíò âðåìåíè t � � �29 1 10 5, c.

à á

Ðèñ. 12. Çîíà êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè âñòðå÷íîé äåòàëè Z
�
�2 0 13, ì

ïðè óïðóãîì ðåøåíèè (à) è ñ ó÷åòîì ïëàñòè÷íîñòè (á).

Â. À. Áàæåíîâ, À. È. Ãóëÿð, È. È. Ñîëîäåé



Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ðàñ÷åòå ìîäåëè êîíñòðóêöèè êàê ñèñòåìû
âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë ñóùåñòâåííî èçìåíÿåòñÿ õàðàêòåð íàïðÿæåííî-äåôîðìèðî-
âàííîãî ñîñòîÿíèÿ ýëåìåíòîâ îïîðíîãî ñîåäèíåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ðåçóëüòàòàì
îòäåëüíîãî àíàëèçà. Îöåíêó ïðî÷íîñòè ïîäîáíîãî êëàññà îáúåêòîâ íåîáõîäèìî âû-
ïîëíÿòü ñ ó÷åòîì êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ âíåøíèìè îãðàíè÷èòåëÿìè.

Ð å ç þ ì å

Íà ïðèêëàä³ ðîçðàõóíê³â ðåàëüíèõ êîíñòðóêö³é ïîêàçàíî ìîæëèâîñò³ íàï³âàíàë³òè÷-
íîãî ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â ïðè äîñë³äæåíí³ ïåðåõ³äíèõ ïðîöåñ³â ïðîñòî-
ðîâîãî äåôîðìóâàííÿ íåîäíîð³äíèõ ò³ë îáåðòàííÿ òà ïðèçìàòè÷íèõ ò³ë ñêëàäíî¿
ôîðìè ï³ä ä³ºþ ³ìïóëüñíîãî íàâàíòàæåííÿ ç óðàõóâàííÿì çîí êîíòàêòíî¿ âçàºìîä³¿ ³
íåë³í³éíî¿ ðîáîòè ìàòåð³àëó.

1. Áàæåíîâ Â. À., Ãóëÿð À. È., Ñîëîäåé È. È. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìè-
÷åñêèõ ïðîöåññîâ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íåîäíîðîäíûõ ïðîñò-
ðàíñòâåííûõ òåë íà îñíîâå ïîëóàíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Ñîîáù. 1. Ðàñ÷åòíûå ñîîòíîøåíèÿ ïîëóàíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëå-
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