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Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé ïî îïðåäåëåíèþ âëèÿíèÿ

íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ íà âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû íàëè÷èÿ â óïðóãîì òåëå

ïîâðåæäåíèé òèïà äûøàùèõ òðåùèí óñòàëîñòè ïðè îñíîâíîì è ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçî-

íàíñàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ, ñóáãàðìîíè÷åñêèé ðåçîíàíñ, âèáðîäèàãíîñ-

òèêà óñòàëîñòíîãî ïîâðåæäåíèÿ, çàêðûâàþùàÿñÿ (äûøàùàÿ) òðåùèíà.

Ââåäåíèå. Îäíèì èç âûñîêî÷óâñòâèòåëüíûõ ìåòîäîâ âèáðîäèàãíîñòèêè íàëè÷èÿ

â óïðóãîì òåëå ìàëûõ çàêðûâàþùèõñÿ, èëè äûøàùèõ (breathing) òðåùèí óñòàëîñòè

íîðìàëüíîãî îòðûâà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ñïåêòðà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé òåëà ñ

ïîâðåæäåíèåì â îáëàñòè ñóïåð- è ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñîâ, âîçáóæäåíèå êîòî-

ðûõ âîçìîæíî èç-çà íåëèíåéíîñòè êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû, âûçâàííîé óêàçàííûìè

òðåùèíàìè [1–10].

Êàê àíàëèòè÷åñêèå, òàê è ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷, êàê ïðàâèëî,

îãðàíè÷èâàþòñÿ ðàññìîòðåíèåì êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ñ ëèíåéíûì âÿçêèì òðåíèåì.

Â ýòîì ñëó÷àå ìåòîäû âèáðîäèàãíîñòèêè áàçèðîâàëèñü íà òîì, ÷òî ïðè íàëè÷èè

çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíû â ñïåêòðå ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé è îñíîâíîãî ðåçîíàíñà

óïðóãîãî òåëà ïîÿâëÿþòñÿ ÷åòíûå ãàðìîíèêè, îòíîñèòåëüíàÿ àìïëèòóäà êîòîðûõ îäíî-

çíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè òðåùèíû íåçàâèñèìî íè îò àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé

àìïëèòóä ãàðìîíèê, íè îò óðîâíÿ äåìïôèðóþùåé ñïîñîáíîñòè ñèñòåìû, îáóñëîâëåí-

íîé ëèíåéíûì âÿçêèì òðåíèåì.

Ïîýòîìó öåëü äàííîãî èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àëàñü â ðàññìîòðåíèè âîçìîæíûõ

îñîáåííîñòåé îïðåäåëåíèÿ âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà íàëè÷èÿ çàêðûâàþùåé-

ñÿ òðåùèíû ïðè äðóãèõ âèäàõ íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, íà÷èíàÿ ñ îöåíêè åãî

âëèÿíèÿ íà îñíîâíîé âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèé ïàðàìåòð ïðè îñíîâíîì ðåçîíàíñå –

îòíîñèòåëüíóþ àìïëèòóäó âòîðîé ãàðìîíèêè.

Îñíîâíîé ðåçîíàíñ. Êàê è â ïðèâåäåííûõ ðàíåå [9] ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèÿõ

ïðè îáû÷íî ðàññìàòðèâàåìîì ëèíåéíîì âÿçêîì òðåíèè, ïîëàãàåì, ÷òî ïðè îòíîñè-

òåëüíî ìàëûõ ðàçìåðàõ òðåùèíû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü íåêîòîðûì ðàçëè÷èåì ñîáñò-

âåííûõ ôîðì êîëåáàíèé óïðóãîãî òåëà íà ïîëóöèêëàõ åãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñ çàêðû-

òîé è îòêðûòîé òðåùèíîé, è äëÿ äàííîé ðåçîíèðóþùåé ôîðìû êîëåáàíèé óïðóãîå

òåëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñèñòåìîé ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ñ áèëèíåéíîé õàðàê-

òåðèñòèêîé âîññòàíàâëèâàþùåé ñèëû. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ òàêîé ñèñòåìû ïðè

ðàçëè÷íîì íåóïðóãîì ñîïðîòèâëåíèè è âîçäåéñòâèè ãàðìîíè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ ñ

÷àñòîòîé � â çîíå ðåçîíàíñà ìîæíî îïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âèäà
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Çäåñü  – ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé íåïîâðåæäåííîãî òåëà, èëè òåëà ñ çàêðû-
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ñîïðîòèâëåíèÿ; � – ìàëûé ïàðàìåòð; � – îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå æåñòêîñòè, èëè

êâàäðàòà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé óïðóãîãî òåëà ïðè îòêðûòèè òðåùèíû,
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ãäå  ò – ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà òåëà ïðè îòêðûòîé òðåùèíå.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â ñëó÷àå ëèíåéíîãî âÿçêîãî òðåíèÿ
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äëÿ ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé â îáëàñòè îñíîâíîãî ðåçîíàíñà (� � �( , ) )1 0 01 0 ïðè

çíà÷åíèè ��0 3, ñ äîñòàòî÷íûì ïðèáëèæåíèåì ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå [9]
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à ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó êîëåáàíèé óïðóãîãî òåëà ñ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíîé –
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Êàê âèäíî, íàëè÷èå òàêîé òðåùèíû îáóñëîâëèâàåò ïðèñóòñòâèå ÷åòíûõ ãàðìî-

íèê, íàèáîëåå ïðåäñòàâèòåëüíà èç êîòîðûõ – âòîðàÿ. Îòíîñèòåëüíàÿ àìïëèòóäà ýòîé

ãàðìîíèêè

A
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ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíûì ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè ïîâðåæäåííîñòè ñèñòåìû òèïà çàêðû-

âàþùåéñÿ òðåùèíû.

Âåñüìà ìàëàÿ âåëè÷èíà ýòîé àìïëèòóäû (ìåíüøå îòíîñèòåëüíîãî èçìåíåíèÿ

ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé [9]), îñîáåííî äëÿ íàèáîëåå âàæíûõ ñëó÷àåâ – îáíà-

ðóæåíèÿ ìàëûõ òðåùèí (�1%), îãðàíè÷èâàåò íàäåæíîñòü åå îïðåäåëåíèÿ ïî ðåçóëü-

òàòàì ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà êîëåáàíèé óïðóãîãî òåëà ïðè îñíîâíîì ðåçîíàíñå.

Îäíàêî íàëè÷èå âòîðîé ãàðìîíèêè îáóñëîâëèâàåò âîçìîæíîñòü âîçáóæäåíèÿ ñóá-

ãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïîðÿäêà 1/2.
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Ðåøåíèå (4) ñ ó÷åòîì (5) ñîîòâåòñòâóåò òî÷íîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (1) äëÿ

ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé (q� 0) ïðè ïðåíåáðåæåíèè çàòóõàíèåì â ïðåäåëàõ îäíîãî öèêëà

[9]. Ïðèíèìàÿ, êàê è ðàíåå [9], â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ u t A t( ) sin( )� �1 1� �
ïðè � � 0, ðàññìîòðèì âîçìîæíîå âëèÿíèå íà àìïëèòóäó âòîðîé ãàðìîíèêè íàè-
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du
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,
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çàïèøåì â ñëåäóþùåé ôîðìå.

1. Âÿçêîå òðåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî n-é ñòåïåíè ñêîðîñòè:
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2. Ýëëèïòè÷åñêàÿ ïåòëÿ ãèñòåðåçèñà:
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3. Ãèñòåðåçèñ, îïèñûâàåìûé ðàçíûìè íåëèíåéíûìè çàâèñèìîñòÿìè äëÿ âîñõî-

äÿùåé (�) è íèñõîäÿùåé (�) âåòâåé ïåòëè ãèñòåðåçèñà â ñîîòâåòñòâèè ñ äîñòàòî÷íî

ôèçè÷åñêè îáîñíîâàííîé ãèïîòåçîé Äàâèäåíêîâà, õîðîøî ñîãëàñóþùåéñÿ ñ ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûìè äàííûìè ïî èññëåäîâàíèþ ðàññåÿíèÿ ýíåðãèè â êîíñòðóêöèîííûõ

ìàòåðèàëàõ [10]:
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Îöåíèì âîçìîæíîå âëèÿíèå íà ñïåêòð óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ïðè îñíîâíîì

ðåçîíàíñå (� � 0) óêàçàííûõ âèäîâ íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà íåëèíåéíîé ìåõàíèêè è ïîëó÷åí-

íîãî ðåøåíèÿ â ñëó÷àå ëèíåéíîãî âÿçêîãî òðåíèÿ (4) îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) âî

âòîðîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
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ãäå À0, Ài è � i îïðåäåëÿþòñÿ çàâèñèìîñòÿìè (5);
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Àìïëèòóäà À1 è ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà 0
* êîëåáàíèé ïðè íàëè÷èè íåóïðóãîãî

ñîïðîòèâëåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ:

Âëèÿíèå íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ íà êîëåáàíèÿ óïðóãîãî òåëà ...
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ãäå îòíîñèòåëüíîå ðàññåÿíèå ýíåðãèè, èëè êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå
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Äëÿ íåëèíåéíîãî âÿçêîãî òðåíèÿ (8) èñïîëüçîâàíèå ôîðìóë (14) è (17) îïðåäå-
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Âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé g Ai ( )1 è h Ai ( )1 (12) ïîêàçàëè, ÷òî ýòîò âèä ñîïðîòèâ-

ëåíèÿ, êàê è ëèíåéíîå âÿçêîå òðåíèå (3), íå âíîñèò êîððåêòèâû â äèàãíîñòè÷åñêèå

ïàðàìåòðû íàëè÷èÿ òðåùèíû Ai�2 4, , ... , òàê êàê g hi i� � 0 ïðè i� 2 4, , ... .

Îäíàêî ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðè íåëèíåéíîì âÿçêîì òðåíèè, êàê è ïðè ëèíåé-

íîì, ìàêñèìàëüíàÿ ðåçîíàíñíàÿ àìïëèòóäà A m1 äîñòèãàåòñÿ, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå ïðè

� � 0 , à ïðè íåñêîëüêî ìåíüøåé ÷àñòîòå âîçáóæäàþùåé ñèëû.

Êîëè÷åñòâåííî îöåíèì âîçìîæíîå âëèÿíèå âÿçêîãî òðåíèÿ íà ñìåùåíèå ðåçî-

íàíñíîãî ïèêà äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ íåëèíåéíîñòè òðåíèÿ n ïðè óñëîâèè

ðàâåíñòâà àìïëèòóäû A m1 òàêîâîé ïðè ëèíåéíîì (n�1, h h1 % ) òðåíèè, ÷òî áóäåò

âûïîëíÿòüñÿ â ñëó÷àå
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Ïðè ýòîì â âûðàæåíèè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ (18) ïðè-

ìåì ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû A m1 , îïðåäåëÿåìîå èç âûðàæåíèÿ (15) ïðè

� � 0:

A
q

h n
m

n

n1
0

1

4
�


�

$( )
.

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå # �( , )A m1 â âûðàæåíèå (15) è ïðîäèôôåðåí-

öèðîâàâ ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå ïî ïàðàìåòðó õ� � 0, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâ-

íåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàêñèìàëüíîé ðåçî-

íàíñíîé àìïëèòóäå:

x n
h

x n* * ( ) .2
2

0
2

2 12 1 0� 
 �




Ïðè n�1 ïîëó÷èì èçâåñòíîå çíà÷åíèå �  * ( )0 0
21 2� 
 h . Â êà÷åñòâå ïðè-

ìåðà íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü èñêîìîãî çíà÷åíèÿ � *
0 îò ïîêàçàòåëÿ

íåëèíåéíîñòè n äëÿ ñëó÷àÿ q� & 
4 10 5 ìì/c2, 0 1� è h 0 0 016� , , ÷òî ñîîòâåò-

ñòâóåò âåñüìà âûñîêîìó äëÿ ìåòàëëè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé çíà÷åíèþ êîýô-

ôèöèåíòà #, ðàâíîìó 0,2. Âèäíî, ÷òî îáóñëîâëåííûì âÿçêèì òðåíèåì ñäâèãîì

ðåçîíàíñíîãî ïèêà âïîëíå äîïóñòèìî ïðåíåáðå÷ü.

Â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîé ïåòëè ãèñòåðåçèñà (9) èìååì

 0 0
* ;� #

�

�
( )

,
,A kA kAn n

1 1
1

1
12

1 0 5
2�






�
 


(19)

ò.å. âëèÿíèå ýòîãî âèäà ñîïðîòèâëåíèÿ íà ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó îòñóòñòâóåò, à êîýô-

ôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ íå çàâèñèò îò ÷àñòîòû, íî ïðè ýòîì âîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûå

÷åòíûå ãàðìîíèêè, îñíîâíàÿ èç êîòîðûõ âòîðàÿ b2 2sin � ñ àìïëèòóäîé

b
h A k

A
A

A2
2 1

2 2 1
2 1

2
3

4

9 1 0 6
� �
 �


�

( ) ( )

( , )
.

�

�

�

#

� �
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü îòíîøåíèÿ � *
0, îïðåäåëÿþùåãî ìàêñèìàëüíóþ âåëè÷èíó ðåçîíàíñíîé

àìïëèòóäû, îò ïîêàçàòåëÿ íåëèíåéíîñòè âÿçêîãî òðåíèÿ n.



Îäíàêî ïðè ëþáîì ðåàëüíîì çíà÷åíèè # èçìåíåíèåì àìïëèòóäû âòîðîé ãàðìî-

íèêè À2 ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òàê êàê ðåçóëüòèðóþùàÿ àìïëèòóäà

A A A2

2

2 21
1 0 6

*

( , )
� �

�

�

�
��

�

�
		 �

#

� �
.

Â áîëüøåé ìåðå ïðîÿâëÿåòñÿ âëèÿíèå ãèñòåðåçèñà, îïèñûâàåìîãî ïåòëåé Äàâè-

äåíêîâà (10). Òàê, äëÿ êâàäðàòà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû (14) èìååì ïîïðàâêó, çàâèñÿùóþ

îò àìïëèòóäû îñíîâíîé ãàðìîíèêè:

 
� � 

�
0
2

1 0
2 1

1 2

1

2 2

2 1 0 5 1

* ( )
( ) ( )

( , ) ( )[
A

n A

n n

n

n
� 






 �







'

'

'

'( )]

( )

( )[ ( )]
.

n

n A

n n n

n

n2

1
1

2 2
1

2

2 1
� 


�

�

�
�

 

!
"







�
(
)

(20)

Çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ (17), ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîé ïåòëå ãèñòå-

ðåçèñà, òàêæå íå çàâèñèò îò ÷àñòîòû:

#
� �

�
�

( )
( ) ( )

( , ) ( )
( )

A
n

n n
n A

n

n

n

1

1

1
1

2 2 1

1 0 5 1 1
2

2

�
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�


'





�




�

�

�
�

 

!
"

�



�

2 2

1
1

2

1
1

1

2 1

1

n n n

A
n

n n
An

n
n

( )[ ( )]

( )

( )
.

'

�
(21)

Îäíàêî ïðè ýòîì ïðîÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ÷åòíûõ äîïîëíèòåëüíûõ ãàðìîíèê, îñíîâíûå

èç êîòîðûõ âòîðûå a2 2cos � è b2 2sin .� Çíà÷åíèÿ àìïëèòóä a
g A

2
2 1

23
�

( )

�
è b2 �

�
h A2 1

23

( )

�
è èõ ðåçóëüòèðóþùåé àìïëèòóäû A2

* äëÿ ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí ïàðàìåòðà n

ïðèâåäåíû â òàáë. 1.

Àíàëèç ïðèâåäåííûõ äàííûõ ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâóþùåãî ñäâèãà ôàçû ïîêàçû-

âàåò, ÷òî äàæå ïðè ïðåäåëüíî âîçìîæíîì çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ # ïðè

äèàãíîñòè÷åñêèõ âèáðîèñïûòàíèÿõ êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ èç ìåòàëëè÷åñêèõ ìà-

òåðèàëîâ ïîãðåøíîñòü â îöåíêå âåëè÷èíû àìïëèòóäû À2 íå ïðåâûøàåò 5%. Áîëåå

òîãî, ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ [11] ñâèäåòåëüñòâóþò, ÷òî íå ïðè êâàçèñòàòè÷åñêîì,

à ïðè ãàðìîíè÷åñêîì âèáðàöèîííîì íàãðóæåíèè ñ àìïëèòóäîé íàïðÿæåíèÿ íèæå

ïðåäåëà âûíîñëèâîñòè äëÿ ìåòàëëè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ äàæå ñ âûñîêèì óðîâíåì
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Ò à á ë è ö à 1

Çíà÷åíèÿ àìïëèòóä à2, b2 è A2
* âòîðûõ ãàðìîíèê, îáóñëîâëåííûõ ãèñòåðåçèñîì (10)

Àìïëèòóäà n, ðàâíîå

1,5 2,0 3,0

à2
0 619

1 0 6 2

,

,� �
#À

0 375

1 0 6 2

,

,� �
#À

0 2625

1 0 6 2

,

,� �
#À

b2
0 2862

1 0 6 2

,

,� �
#A

0 2862

1 0 6 2

,

,� �
#A

0 2813

1 0 6 2

,

,� �
#A

A2
* 0 682

1 0 6 2

,

,� �
#A

0 4688

1 0 6 2

,

,� �
#A

0 3848

1 0 6 2

,

,� �
#A



äåìïôèðîâàíèÿ (#�0,1) ôîðìà ïåòëè ãèñòåðåçèñà ðåãèñòðèðóåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé.

Îäíàêî ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî îïèñûâàåìîå ïåòëåé ãèñòåðåçèñà Äàâèäåíêîâà (10)

èçìåíåíèå ñîáñòâåííîé èëè “óõîä” ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû (20) õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ

ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [12]. Äëÿ ïåòåëü ãèñòåðåçèñà (9), (10) ñîìíîæèòåëü

 �2 1 0 5 1[ , ( )]
 �sign u ìîæíî çàìåíèòü çíà÷åíèåì (
) , è ïðè ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ

èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f A0 1( , )� â âèäå, ïðèâåäåííîì â òàáë. 2, ãäå

äàíû è ñîîòâåòñòâóþùèå èì âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ #, êîòîðûå

ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ ðàíåå ïîëó÷åííûìè (18), (19), (21).

Ñóáãàðìîíè÷åñêèé ðåçîíàíñ. Èç-çà òðóäíîñòåé, âîçíèêàþùèõ ïðè èñïîëüçî-

âàíèè ïàðàìåòðà À2 1/ (7) äëÿ íàäåæíîé âèáðîäèàãíîñòèêè ìàëûõ òðåùèí, îïðå-

äåëåííîå âíèìàíèå, êàê îòìå÷àëîñü, óäåëÿåòñÿ àíàëèçó ïàðàìåòðîâ êîëåáàíèé óïðó-

ãîãî òåëà ñ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíîé â îáëàñòè ñóïåð- è ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçî-

íàíñîâ.

Ðàññìîòðèì âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ óïðóãîãî òåëà, îïèñûâàåìûå óðàâíåíèåì

(1), ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå ïîðÿäêà 1/2 (� � 2 0). Êàê è ðàíåå [9], ïîëà-

ãàåì, ÷òî êîëåáàíèÿ ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå ïðåäñòàâëÿþò ñâîáîäíûå êîëå-

áàíèÿ ñî ñïåêòðîì ãàðìîíèê, ñîîòâåòñòâóþùèì îñíîâíîìó ðåçîíàíñó (4), ïîääåðæè-

âàåìûå âîçáóæäåíèåì ñ ÷àñòîòîé, ðàâíîé ÷àñòîòå âòîðîé ãàðìîíèêè (i� 2), è îñíîâ-

íûå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ. Àìïëèòóäà ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé îïðåäåëÿåòñÿ èç

áàëàíñà ïîäâîäèìîé ïî âòîðîé ãàðìîíèêå è ðàññåèâàåìîé ïî âñåì ãàðìîíèêàì

ýíåðãèè. Â äàííîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ó÷èòûâàòü òîëüêî ïåðâóþ è âòîðóþ ãàðìîíèêè

êîëåáàíèé.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûì âûøå ïîëîæåíèåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) äëÿ

óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ïðè � � 2 0 ïðåäñòàâèì ñ ó÷åòîì (4) â âèäå

u t A A t A t AC C C C C B( ) sin sin( ) sin(� � �
�

�
�

�

�
	� � �0 1 1 2 2

2

�
� � � � �t B� ), (22)

ãäå À Ñ0 è À Ñ2 ñâÿçàíû ñ àìïëèòóäîé ïåðâîé ãàðìîíèêè À Ñ1 ôîðìóëàìè (5) ïðè

� �
�

1 2

1

2 4
Ñ Ñ� 
 è �

�
2

2
C � , à àìïëèòóäà ÀÂ è ñäâèã ôàçû � Â îñíîâíûõ âûíóæäåí-

íûõ êîëåáàíèé ñ äîñòàòî÷íûì ïðèáëèæåíèåì îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé (15), (16)

ïðè À ÀÂ1 % , � �1 % Â , ãäå êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ # ÿâëÿåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå

ôóíêöèåé ÷àñòîòû � è àìïëèòóäû ÀÂ , èíäåêñ Ñ ïðè À0, À1, À2, �1 è � 2 ñîîò-

âåòñòâóåò èõ çíà÷åíèþ ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå.
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Ò à á ë è ö à 2

Ôóíêöèè íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì êîýôôèöèåíòû
ïîãëîùåíèÿ

¹ ôóíêöèè f u
du

dt
,

�

�
�

�

�
	 f A0 1( , )� # �( , )A1

(8) 2 1
1h An

n n n� � �cos cos
 8
0
2 1

1h A nn

n
n�


$
 ( )

(9) 
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�0
2

1

k
An cos 2 1

1kAn
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An n n
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1
11 2* [( sin ) ]� 
 
 2 1

1

2

1
1

n
nn

n n
A

�




�

( )

( )

�



Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèõ èñïûòàíèÿõ êîíñòðóêòèâíûõ ìåòàëëè-

÷åñêèõ ýëåìåíòîâ #�0,1, èç ôîðìóë (15), (16) ïðè � � 2 0 ñëåäóåò

A
q

B �
3 0

2
; � B � 0. (23)

Ðàññìîòðèì óäåëüíûå çíà÷åíèÿ (íà åäèíèöó ìàññû) ïîäâîäèìîé è ðàññåèâàåìîé

â êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìå ýíåðãèé.

Ïîäâîäèìàÿ ýíåðãèÿ *Wq , êîòîðàÿ ïîääåðæèâàåò ðåçîíèðóþùèå ñâîáîäíûå

êîëåáàíèÿ ñèñòåìû, îïðåäåëÿåòñÿ ðàáîòîé âûíóæäàþùåé ñèëû òîëüêî íà ïåðåìå-

ùåíèÿõ èõ âòîðîé ãàðìîíèêè çà ïåðèîä ïåðâîé T1 4� ( ).� � Çäåñü ÷àñòîòà ïåðâîé

ãàðìîíèêè áóäåò � � 1 02� � * . Ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì, ÷òî èçìåíåíèåì îòíîøåíèÿ

àìïëèòóä âòîðîé À Ñ2 è ïåðâîé À Ñ1 ãàðìîíèê, îïðåäåëÿåìîãî èç ôîðìóëû (7), â

óçêîé îáëàñòè ðåçîíàíñà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ïîëó÷àåì

*W qA qAq C C C C� � �2
4

9
1 0 62 2 1 2� � � � �sin ( , ) sin .

Ýíåðãèþ, ðàññåèâàåìóþ â ñèñòåìå * * *W W W� �1 22 çà öèêë êîëåáàíèé ïî

ïåðâîé è âòîðîé ãàðìîíèêàì, óäîáíî âûðàçèòü ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåí-

òû ïîãëîùåíèÿ # �


( , ) ,i i
i

iC

A
W

A
�

2

0
2 2

*
ðàâíûå ïðè � � 0

* óäâîåííîìó çíà÷åíèþ ëîãà-

ðèôìè÷åñêîãî äåêðåìåíòà ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé +( ),A1 ìåòîäû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî

îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ õîðîøî èçâåñòíû [10, 12–14]:
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Èç áàëàíñà ïîäâîäèìîé è ðàññåèâàåìîé ýíåðãèé, ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ïðèåìëåìûõ

ïðè äàííîì ìîäåëèðîâàíèè óïðóãîãî òåëà ñ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíîé çíà÷åíèé

��0,3 âåëè÷èíîé âòîðîãî ÷ëåíà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, íàéäåì

ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ àìïëèòóäû ïåðâîé ãàðìîíèêè ïðè ñóáãàðìî-

íè÷åñêîì ðåçîíàíñå óïðóãîãî òåëà ñ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíîé:

A
q

A

C

C

C1

0
2

1

2

8

9

1 0 6

2

�
�
�

�
�

�

�
	

� �

 #
�

�
( , )

,

sin .
*

(24)

Çíàÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ âèäîâ íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ êîýôôèöèåíòû

ïîãëîùåíèÿ ïðè ÷àñòîòå � � 0
2* (òàáë. 2), ïîëó÷àåì ôîðìóëû äëÿ ìàêñèìàëüíîé

àìïëèòóäû ïåðâîé ãàðìîíèêè A Cm1 ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå (� � 2 0
* ,

� �2 2C � ) – òàáë. 3.
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Êîëåáàíèÿ ïî âòîðîé ðåçîíèðóþùåé ãàðìîíèêå ïðåäñòàâèì êàê êîëåáàíèÿ ýêâè-

âàëåíòíîé ñèñòåìû ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé  ý, ðàâíîé óäâîåííîé ÷àñòîòå 0
*

( ),* ý � 2 0 ò.å. ñ ïåðèîäîì, ñîñòàâëÿþùèì ïîëîâèíó ïåðèîäà ïåðâîé ãàðìîíèêè, è

êîýôôèöèåíòîì ïîãëîùåíèÿ # ý,

# #
�

ý �
�

�
�

�

�
	

1

2 2
1, .A C (25)

Òîãäà íåèçâåñòíûé óãîë ñäâèãà ôàçû âòîðîé ãàðìîíèêè � 2Ñ ìîæíî íàéòè ïî

çàâèñèìîñòè, àíàëîãè÷íîé (16):

�
# 

�  �

#
�



�
2

2

2 2

1 0
2

2
Ñ

CA

�



�

�

�
�

�

�
	

arctg arctg
2ý ý

ý[ ]

,

[(

*

2 0
2 2 �* ) ]

.



(26)

Àìïëèòóäíî-÷àñòîòíóþ õàðàêòåðèñòèêó (ðèñ. 2) ìîæíî ïîñòðîèòü è äðóãèì

ñïîñîáîì, èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîýôôèöèåíòîì ïîãëîùåíèÿ

(25) è øèðèíîé ðåçîíàíñíîãî ïèêà *� �   �( ) ( ) ( )A � ,,
 � 
 ,2 2ý ý íà êàêîì-ëèáî

óðîâíå àìïëèòóäû À Ñ1 [12–14]:

#
�

ý
ý

( )
( )

( )
,A

K

A

A
C

A

C

C
1

1

1

2
�

*�
(27)

ãäå êîýôôèöèåíò K A äëÿ ñëó÷àÿ ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè # îò àìïëèòóäû êîëåáà-

íèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå [12, 13]

K
A

A

A

A

A

A
A

Cm

C

C

C

Cm

C

�
�

�
��

�

�
		
�

�
��

�

�
		 
 �1

1

2

1

1

2

1

1

1
#

#

( )

( )

�

�
��

�

�
		 


2

1

n

. (28)

Â èòîãå ïîëó÷èì

, ,, �
�
��

 
!"

� � 
#

�
( ) ( )

( )
.*2 1

8
0 1

1
A

A
KC

C
A� (29)
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Ò à á ë è ö à 3

Çíà÷åíèÿ àìïëèòóä ïåðâîé ãàðìîíèêè ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå

¹ ôóíêöèè f u
du

dt
,

�

�
�

�

�
	 A Cm1

(8) 1 1 0 6

90

2

h

q

nn

Cn


� � �

$

( , ) sin

( )

�

(9) 4 1 0 6

9

2

0
2

� � �



( , ) sin� q

k

C
n

(10) 1

2

2 1 0 6 1

9 1

2� � �

�(
-)

( , ) ( ) sin

( )

� �




n n q

n

C
n



Ñõåìà ðåçîíàíñíîãî ïèêà (ðèñ. 2) ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ãèñòåðåçèñíîé ïåòëè

Äàâèäåíêîâà, êîãäà â êà÷åñòâå ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû ïîâðåæäåííîé ñèñòåìû ñëåäóåò

èñïîëüçîâàòü çàâèñèìîñòü (20). Äëÿ äðóãèõ ðàññìàòðèâàåìûõ íåóïðóãèõ ñîïðîòèâëå-

íèé èìååì  0 0
* ( )À � .

Çàâèñèìîñòü (24) ïîçâîëÿåò îöåíèòü îïàñíîñòü âîçìîæíîãî âîçíèêíîâåíèÿ ñóá-

ãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî ýëåìåíòà ïðè íàëè÷èè â âîçìóùåíèè

ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòîé � � 2 0 è àìïëèòóäîé q. Âû÷èñëèâ äëÿ çàäàííûõ ïàðàìåòðîâ

òðåùèíû âåëè÷èíó � è óñòàíîâèâ ïî ðåçóëüòàòàì âèáðîèñïûòàíèé ïðè îñíîâíîì

ðåçîíàíñå ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (27) ïðè À ÀÑ1 1% çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà

ïîãëîùåíèÿ îò àìïëèòóäû êîëåáàíèé (# .� 
A n
1

1), èç (24) ïðè � �2 2Ñ � îïðåäåëèì

ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ðåçîíàíñíîé àìïëèòóäû:

À
q

Ñm n1
0

8 1 0 6

9
�

�� �

.

( , )
. (30)

Ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ðåçîíàíñíûõ àìïëèòóä ñóáãàðìî-

íè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñ-

ëåíèÿ àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé çàâèñèìîñòè A C1 ( )� äëÿ ïåðâîé ðåçîíèðóþùåé ãàðìî-

íèêè â îáëàñòè ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïîðÿäêà 1/2 ñ èñïîëüçîâàíèåì çàâèñè-

ìîñòåé (24), (26) è (29) äëÿ áîëåå ñëîæíîãî âèäà íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ (10).

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ñëó÷àÿ �� 0 2, ïðè ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå íåïîâðåæäåííîé

ñèñòåìû �1, àìïëèòóäå âîçìóùàþùåé ñèëû q� & 
3 52 10 4, ìì/c2 è çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðîâ ïåòëè ãèñòåðåçèñà ��18 63, , n� 2. Òàì æå ïîêàçàíà àìïëèòóäíî-÷àñòîò-

íàÿ çàâèñèìîñòü äëÿ ñëó÷àåâ ýëëèïòè÷åñêîé ïåòëè ãèñòåðåçèñà (9) è íåëèíåéíîãî

âÿçêîãî òðåíèÿ (8), ðàññ÷èòàííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (29) ïðè ïàðàìåòðàõ

íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ n� 2, k� 4 3� , h2 3 2� � $( ( )).

Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ âèäîâ íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ íà âåëè-

÷èíó àìïëèòóäû ïåðâîé ãàðìîíèêè À Ñ1 ñóáãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïî ñðàâíåíèþ

ñ îáû÷íî èñïîëüçóåìûì ëèíåéíûì âÿçêèì òðåíèåì áûëè âûïîëíåíû ðàñ÷åòû äëÿ
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Ðèñ. 2. Ê îïðåäåëåíèþ êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ ïî øèðèíå ðåçîíàíñíîãî ïèêà àìïëèòóäíî-

÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè.



ñëó÷àÿ íàñòðîåííîãî ñóáðåçîíàíñà (� � 2 0
* è sin � 2 1C � ) ïðè âûáîðå çíà÷åíèé hn ,

k , � è n (8)–(10) èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäû À1 ïðè îñíîâíîì

ðåçîíàíñå (� � 0
* ) A

q

A
m

m

1

0 1 0
2

2
�

�

#  ( , ) *
òàêîâîé ïðè ëèíåéíîì ñîïðîòèâëåíèè

A
q

h
m1

02
�


è çàäàííûõ ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû âîçìóùàþùåé ñèëû q è

êîýôôèöèåíòà h.

Çíàÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ âèäîâ íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ çíà÷åíèÿ êîýô-

ôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ # (òàáë. 2), âíà÷àëå áûëè îïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå

ïðèíÿòîìó óñëîâèþ ýêâèâàëåíòíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ôóíêöèé íåóïðóãîãî ñîïðî-

òèâëåíèÿ (òàáë. 4).

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ àìïëèòóä ïåðâîé ãàðìîíèêè êîëåáàíèé

ïðè íàñòðîåííîì ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå ïîêàçàëè, ÷òî íåçàâèñèìî îò ôèçè-

÷åñêîé ïðèðîäû íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ àìïëèòóäà îïðåäåëÿåòñÿ ïî åäèíîé ôîð-

ìóëå:

A
q

h
ACm

n n
m1

0
1

2

4 1 0 6

9

4 1 0 6

9
�

�
%

�



� �

�

� �

�

( , ) ( , )
, (31)

ãäå äëÿ ôóíêöèè (10)  0 0% * , ò.å. íåçàâèñèìî îò ïðèðîäû ñîïðîòèâëåíèÿ çíà÷åíèå

À Ñm1 ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ �, h, 0 è q îïðåäåëÿåòñÿ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè

àìïëèòóäíîé çàâèñèìîñòè íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ èëè ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó

êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ #( ).À1 Îòñóòñòâèå ïðîÿâëåíèÿ âîçìîæíîãî âëèÿíèÿ ÷àñ-
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Ðèñ. 3. Àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû (1) ïðè ñóáãàðìî-

íè÷åñêîì ðåçîíàíñå ïîðÿäêà 1/2 (� � 2 0) äëÿ ôóíêöèé íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ (10) –

êðèâûå 1, 2 è (8), (9) – êðèâàÿ 3, îïðåäåëåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì çàâèñèìîñòåé (24), (26) –

êðèâàÿ 1 è (29) – êðèâûå 2, 3, 4 – ñêåëåòíàÿ êðèâàÿ 0 1
* ( ),A C îïðåäåëÿåìàÿ ïî çàâèñèìîñòè (20).

(Òî÷êè – äàííûå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1).)



òîòû ïðè èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèé íåëèíåéíîãî âÿçêîãî òðåíèÿ (8), êàê è ëèíåéíîãî,

îáóñëîâëåíî èñêëþ÷åíèåì èç ðàññìîòðåíèÿ ïîòåðü ýíåðãèè ïî âûñøèì ãàðìîíèêàì

èç-çà ïðåíåáðåæèìî ìàëûõ èõ îòíîñèòåëüíûõ àìïëèòóä.

Ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè A Cm1 ( )� ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4 äëÿ ðàçíûõ ïîêàçà-

òåëåé ñòåïåíè n ïðè çíà÷åíèè q� 0,1 ìì/c2, h 0 0 0024� , èëè A m1 20 83� , ìì è

�1 c 1
 . Äëÿ ñðàâíåíèÿ òàì æå øòðèõîâîé ëèíèåé ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü äëÿ

îáû÷íî èñïîëüçóåìîãî ñëó÷àÿ ëèíåéíîãî âÿçêîãî òðåíèÿ (n�1). Êàê âèäíî, âåëè÷èíà

ðàññìàòðèâàåìûõ ðåçîíàíñíûõ àìïëèòóä âåñüìà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïîêàçàòåëÿ

n. Ïðè n�1 çíà÷åíèÿ àìïëèòóä A Cm1 ìåíüøå, ÷åì â ñëó÷àå ëèíåéíîãî âÿçêîãî

òðåíèÿ, ïðè n�1 – îíè áîëüøå.

Îïðåäåëåíèå âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà íàëè÷èÿ çàêðûâàþùåéñÿ

òðåùèíû. Êàê âèäíî èç ðåøåíèÿ (22), â îáëàñòè ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà

èìåþò ìåñòî äâå ãàðìîíèêè ñ îäèíàêîâîé ÷àñòîòîé, ðàâíîé ÷àñòîòå âîçáóæäåíèÿ �,
áëèçêîé ê óäâîåííîìó çíà÷åíèþ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû 0 (� � 2 0). Ïðè ñïåêò-

ðàëüíîì àíàëèçå êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà áóäåò ïðîÿâëÿòüñÿ îäíà ðåçóëüòèðóþùàÿ

âòîðàÿ ãàðìîíèêà A t2 2/ /sin( )� �� ñ àìïëèòóäîé

A A A A AB C B C B C2
2

2
2

2 22/ � � � 
cos( ),� � (32)
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Ò à á ë è ö à 4

Ýêâèâàëåíòíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ôóíêöèé íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ

Ïàðàìåòð Ýêâèâàëåíòíûå çíà÷åíèÿ ïðè � � 0
*
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäû ïåðâîé ãàðìîíèêè A Cm1 ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì

ðåçîíàíñå îò ïàðàìåòðà �, ðàññ÷èòàííàÿ ïî ôîðìóëå (31) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëÿ

ñòåïåíè n àìïëèòóäíîé çàâèñèìîñòè íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.



ãäå ÀÂ è � Â ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì (23), À Ñ2 è � 2Ñ – ñîîòâåòñòâåííî çíà÷å-

íèÿì, âû÷èñëÿåìûì c èñïîëüçîâàíèåì (24) èç ñîîòíîøåíèÿ (7) ïðè À À Ñ1 1% è

À À Ñ2 2% è ôîðìóëû (26).

Òàêèì îáðàçîì â îáëàñòè ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà îñíîâíûì âèáðàöèîí-

íûì ïîêàçàòåëåì íàëè÷èÿ òðåùèíû áóäåò íå îòíîøåíèå À ÀÑ Ñ1 2 , îïðåäåëÿåìîå

ôîðìóëîé (7) è íåçàâèñÿùåå îò äåìïôèðóþùèõ ñâîéñòâ ñèñòåìû, à îòíîøåíèå À Ñ1 ê

ðåçóëüòèðóþùåé àìïëèòóäå âòîðîé ãàðìîíèêè À2/ . Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî � Â � 0 (23),

à ïðè íàñòðîåííîì ðåçîíàíñå � � 2 0 , � �2 2C �
 , ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàâèñè-

ìîñòü âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà À À ACm1 2 1 2/ � / îò ïàðàìåòðà �:

A

A Cm

1 2

1

28 1 0 6

2

1
1

9

4 1 0 6

9

/

( , )

,

( ( , ))
�
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�

�

�
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�

2
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2 0 5
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(33)

Â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî âÿçêîãî òðåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ

# è, ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàìåòð À1 2/ íå çàâèñÿò îò àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû

A Cm1 , îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà À1 2/ èç ñîîòíîøåíèÿ (33) äëÿ ðàññìîòðåííûõ âèäîâ

íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ òðåáóåò çíàíèÿ õàðàêòåðà àìïëèòóäíîé çàâèñèìîñòè êîýô-

ôèöèåíòà # è çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû A Cm1 , ÷òî ñíèæàåò ïðàêòè÷íîñòü èñïîëüçîâàíèÿ

ýòîãî âåñüìà ÷óâñòâèòåëüíîãî ïàðàìåòðà.

Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ àìïëèòóäíîé çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ,

õàðàêòåðèçóåìîé ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè n, èñïîëüçóåì äëÿ çíà÷åíèÿ A Cm1 âûðàæåíèå

(31), ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâèþ ðàâåíñòâà ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäû A1 ïðè îñíîâ-

íîì ðåçîíàíñå òàêîâîé â ñëó÷àå ëèíåéíîãî âÿçêîãî òðåíèÿ. Òîãäà (33) ïðèìåò âèä
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(34)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 5 ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè À1 2/ ( ),� ïîëó÷åííûå ïî

ôîðìóëå (34) äëÿ ñëó÷àÿ h � 0 0008, ; 0,0016 è 0,0064. Êàê âèäíî, ïðè íàëè÷èè

àìïëèòóäíîé çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ, õàðàêòåðíîé äëÿ ýëåìåíòîâ

êîíñòðóêöèé èç ìåòàëëè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ (n�1), ÷óâñòâèòåëüíîñòü äèàãíîñòè÷åñ-

êîãî ïàðàìåòðà À1 2/ ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò èìåííî â îáëàñòè ìàëûõ çíà÷åíèé

ïàðàìåòðà �, êîãäà îáû÷íî èñïîëüçóåìîå â êà÷åñòâå äèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà

èçìåíåíèå ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû ìàëî÷óâñòâèòåëüíî è òðåáóåò òùàòåëüíîé ïàñïîðòè-

çàöèè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé è óñëîâèé èõ âèáðîèñïûòàíèÿ.

Îäíàêî ïðè èñïîëüçîâàíèè ïàðàìåòðà À1 2/ èìååòñÿ òàêîé íåäîñòàòîê, êàê

ìàëûé àáñîëþòíûé óðîâåíü àìïëèòóäû âòîðîé ãàðìîíèêè À2/ . Ïðè âîçìîæíîé

âåñüìà âûñîêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïàðàìåòðà â ñëó÷àå ìàëûõ òðåùèí (ðèñ. 5à,á) è

íèçêîé äåìïôèðóþùåé ñïîñîáíîñòè, íàïðèìåð ïðè èñïûòàíèÿõ êîíñòðóêòèâíûõ

ýëåìåíòîâ èç òèòàíîâûõ ñïëàâîâ, íàäåæíîñòü îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ ýòîé àìïëèòóäû

ïðè ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå ðåãèñòðèðóåìîãî êîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà ñóùåñòâåííî

óìåíüøàåòñÿ èç-çà âåñüìà ìàëîé åå îòíîñèòåëüíîé âåëè÷èíû. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ áîëåå

íàäåæíûì âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèì ïàðàìåòðîì íàëè÷èÿ òðåùèíû ìîæåò áûòü îòíî-
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øåíèå ìàêñèìàëüíûõ ðåçîíàíñíûõ àìïëèòóä ïåðâîé ãàðìîíèêè ïðè ñóáãàðìîíè-

÷åñêîì è îñíîâíîì ðåçîíàíñàõ, âîçáóæäàåìûõ ñîîòâåòñòâåííî ïðè àìïëèòóäàõ âîçìó-

ùàþùåé ñèëû q C1 è q1:

A
A

A

A A q
C

Cm

m

m m C� � �1

1

0 1 0
2

1 1

0

4

9
1 0 6

�

�
�

#  

# 
( , )

( , ) ( )

(

* *

* , ) ( )
( , )

( )

( )
.

*A A q

A q

A q
Cm Cm

m C

Cm1 0
2

1 1

1 1

1 1

4

9
1 0 6



�

�
�

#

#
� � (35)

Äëÿ ðàññìîòðåííûõ âèäîâ íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ èìååì #� 
constA n 1 è

A
q

q
C

C
n� �

4

9
1 0 6

1

1

�

�
�( , ) , (36)

÷òî ïðè q qC1 1� ñîîòâåòñòâóåò îòíîøåíèþ À ACm m1 1 , îïðåäåëÿåìîìó èç (31).
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à

á



Êàê âèäíî, ðàçðåøàþùàÿ ñïîñîáíîñòü ïàðàìåòðà ÀÑ ïîâûøàåòñÿ ïðè óâåëè-

÷åíèè ñîîòíîøåíèÿ q qC1 1. Íà ðèñ. 6 â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè

ÀÑ ( )� ïðè q qC1 1 5� . Çàìåòèì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ïàðàìåòðà À1 2/ ( )� â îáëàñ-

òè ìàëûõ çíà÷åíèé � ïðè n�1 è íèçêîé äåìïôèðóþùåé ñïîñîáíîñòè êîëåáàòåëüíîé

ñèñòåìû (h �0 0064, èëè #( ) ,A1 0 08� ) îòíîñèòåëüíàÿ âåëè÷èíà àìïëèòóäû âòîðîé

ãàðìîíèêè óâåëè÷èâàåòñÿ â ÷åòûðå ðàçà ïðè îáû÷íî ðåãèñòðèðóåìîì óñêîðåíèè

(îáîçíà÷åíî èíäåêñîì à), à íå ïåðåìåùåíèè, ò.å. À Àà
1 2 1 20 25/ /, .� Äëÿ ïàðàìåòðà ÀÑ

òàêîå èçìåíåíèå îòñóòñòâóåò.
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â

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû ïåðâîé ãàðìîíèêè À1 2/ ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì

ðåçîíàíñå îò ïàðàìåòðà �, ðàññ÷èòàííàÿ ïî ôîðìóëå (34) ïðè çíà÷åíèÿõ h , ðàâíûõ 0,0008 –

à, 0,0016 – á è 0,0064 – â. (Øòðèõîâûå ëèíèè – çàâèñèìîñòü äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíîãî âÿçêîãî

òðåíèÿ, èëè äëÿ àìïëèòóäíî-íåçàâèñèìîãî êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ.)

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû ïåðâîé ãàðìîíèêè ÀÑ ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì

ðåçîíàíñå îò ïàðàìåòðà �, ðàññ÷èòàííàÿ ïî ôîðìóëå (36) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëÿ

ñòåïåíè n àìïëèòóäíîé çàâèñèìîñòè íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.



Íåîáõîäèìî òàêæå îáðàòèòü âíèìàíèå íà âîçìîæíóþ íåóñòîé÷èâîñòü ñóáãàðìî-

íè÷åñêèõ êîëåáàíèé â ñëó÷àå ñëàáîãî ðåçîíàíñà (A1 2 1/ � ). Êàê ñëåäóåò èç (33),

óñëîâèå À1 2 1/ 7 ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà � #7
3

8
1( ).À Ñ Äàæå

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè #( ) ,A Cm1 0 04� äëÿ îòíîñèòåëüíî ìàëûõ àìïëè-

òóä êîëåáàíèé À Ñm1 ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå ðàçðåøàþùàÿ âåëè÷èíà ïàðà-

ìåòðà �� 0 015, .

Öåëåñîîáðàçíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ À1 2/ , À à
1 2/ èëè ÀÑ , êàê âèäíî èç

ôîðìóë (34), (36) è äàííûõ, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 5, 6, çàâèñèò îò õàðàêòåðà àìïëèòóä-

íîé çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ #( ),À âîçìîæíîãî îòíîøåíèÿ q qC1 1,

çíà÷åíèÿ �, îïðåäåëÿåìîãî ïàðàìåòðàìè òðåùèíû ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ èññëå-

äóåìîãî êîíñòðóêòèâíîãî ýëåìåíòà, è èññëåäóåìîé ðåçîíèðóþùåé ôîðìû åãî êîëå-

áàíèé.

Äëÿ ñðàâíèòåëüíîé îöåíêè ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðàññìîòðåííûõ ïàðàìåòðîâ ê ïî-

êàçàòåëþ íåëèíåéíîñòè ñèñòåìû � íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè À1 2/ ( )� ,

À à
1 2/ ( ),� ñîîòâåòñòâóþùèå ýêâèâàëåíòíûì çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ íåóïðóãîãî

ñîïðîòèâëåíèÿ hn , k , � (òàáë. 4) ïðè h � 0 0064, èëè #( ) , ,A m1 0 08� è AC ( )� ïðè

#( )A A n
1

1� & 
const è q qC1 1 5� äëÿ ñëó÷àåâ n�1 è 2, à òàêæå îòíîñèòåëüíîãî

èçìåíåíèÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé óïðóãîãî òåëà *� 
( ) .  0 Êàê âèäíî,

ïàðàìåòðû À1 2/ , À à
1 2/ è ÀÑ ïðè íàëè÷èè àìïëèòóäíîé çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà

ïîãëîùåíèÿ (n�1) èìåþò áîëåå âûñîêóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü, îñîáåííî À1 2/ , À à
1 2/ â

âàæíîé îáëàñòè ìàëûõ çíà÷åíèé �.

Íà ïðèìåðå èçãèáíûõ êîëåáàíèé êîíñîëüíîé áàëêè ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî

ñå÷åíèÿ (b h8 ) ïðè âîçáóæäåíèè ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïåðâîé ôîðìû êîëå-

áàíèé ñîñðåäîòî÷åííîé ãàðìîíè÷åñêîé ñèëîé, ïðèëîæåííîé ê ñâîáîäíîìó êîíöó,

îöåíèì, êàêîé ãëóáèíå à êðàåâîé ïîïåðå÷íîé òðåùèíû ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü çíà-

÷åíèÿ �. Îòíîøåíèå âûñîòû h ñå÷åíèÿ áàëêè ê åå äëèíå l ðàâíî 20/230, è òðåùèíà

ðàñïîëîæåíà íà ðàññòîÿíèè 0,1l îò çàùåìëåíèÿ.
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Ðèñ. 7. Ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíûõ àìïëèòóä ïåðâîé ãàðìîíèêè ïåðåìåùåíèÿ À1 2/

è óñêîðåíèÿ À à
1 2/ (ñïëîøíûå ëèíèè) è ÀÑ (øòðèõîâûå ëèíèè) ïðè çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëÿ

ñòåïåíè n àìïëèòóäíîé çàâèñèìîñòè íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, ðàâíûõ 1 è 2, à òàêæå

îòíîñèòåëüíîãî èçìåíåíèÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé óïðóãîãî òåëà * (øòðèõïóíêòèð-

íàÿ ëèíèÿ) îò ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè �.



Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà � ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç ýíåðãåòè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó

ïîâðåæäåíèÿ êîíñòðóêòèâíîãî ýëåìåíòà � (� � �� �( )1 ), ðàâíóþ îòíîøåíèþ ïðè-

ðàùåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèè �� ò , îáóñëîâëåííîãî íàëè÷èåì òðå-

ùèíû è âû÷èñëÿåìîãî ÷åðåç êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé, ê ïîòåí-

öèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèè íåïîâðåæäåííîãî ýëåìåíòà �0 ïî ðåçîíèðóþùåé

ôîðìå êîëåáàíèé (�� �� �ò 0) [15, 16].

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî ìåòîäà ïîëó÷èì, ÷òî ðàçðåøàþùåìó çíà÷åíèþ �� 0 015,

èëè � � �� � �( ) ,1 0 01523 áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îòíîñèòåëüíàÿ ãëóáèíà òðåùèíû

	 � a h, ðàâíàÿ 0,05. Òàêàÿ òðåùèíà îïðåäåëÿåò îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ñîáñò-

âåííîé ÷àñòîòû ïåðâîé ôîðìû êîëåáàíèé �1 ìåíåå 0,4% ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

À1 2 1/ ,� À à
1 2 0 25/ ,� è ÀÑ â ñëó÷àå q qC1 1 5� , ðàâíîì 1% ïðè n� 1, 6,7% ïðè n� 2

è 15% ïðè n� 3.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè äëÿ êîýôôèöèåíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé ôîðìóëû [15]

K
M

bh
F1 3 2 1

6
� ò

/
( ),
	 	 (37)

ãäå Ì ò – èçãèáàþùèé ìîìåíò â ñå÷åíèè ðàñïîëîæåíèÿ òðåùèíû;
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(38)

ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïàðàìåòðîì � � �� �( )1 è îòíîñèòåëüíîé ãëóáèíîé òðåùèíû 	
îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ïðèâåäåííîãî ïðèìåðà êîíñîëüíîé áàëêè çàâèñèìîñòüþ

� 	 	 	 	
	

( ) , ( ) .� �7 3 1
2

0

F d (39)

Íà ðèñ. 8 ïðåäñòàâëåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìóëå (39) çàâèñèìîñòü � 	( ). Íà

ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå áàëêè ìîæíî îöåíèòü ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïàðàìåòðîâ À1 2/ ,

ÀÑ (ïðè q qC1 1 5� ) è îòíîñèòåëüíîãî èçìåíåíèÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû ïåðâîé ôîðìû

êîëåáàíèé �1 ê îòíîñèòåëüíîé ãëóáèíå òðåùèíû 	 (ðèñ. 9).
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Ðèñ. 8. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïàðàìåòðîì íåëèíåéíîñòè � è îòíîñèòåëüíîé ãëóáèíîé òðåùèíû

	 äëÿ êîíñîëüíîé áàëêè, ñîîòâåòñòâóþùåå çàâèñèìîñòè (39).



Îöåíêà äîñòîâåðíîñòè àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Âûïîëíåííûå ÷èñëåííûå

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè èññëåäóåìûõ âèäàõ ôóíêöèè íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ñ

èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà [17] c ïîñëåäóþùèì ãàðìîíè÷åñêèì àíàëèçîì

ïîêàçàëè óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñîâàíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ äàííûìè àíàëè-

òè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì áîëåå ñëîæíûé âèä íåóïðóãîãî

ñîïðîòèâëåíèÿ, îïèñûâàåìîãî ôóíêöèåé (10). Â îòëè÷èå îò îñòàëüíûõ âèäîâ ñîïðî-

òèâëåíèÿ, êîãäà ðåøàëàñü ñèñòåìà äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâó-

þùèõ îòêðûòîé (�; 0) è çàêðûòîé (�� 0) òðåùèíå, â äàííîì ñëó÷àå èññëåäîâàëàñü

ñèñòåìà ÷åòûðåõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíî äâèæåíèÿ óïðóãîãî òåëà

ïî íèñõîäÿùåé âåòâè ïåòëè ãèñòåðåçèñà ïðè îòêðûòîé è çàêðûòîé òðåùèíå è âîñõî-

äÿùåé âåòâè ïðè çàêðûòîé è îòêðûòîé òðåùèíå. Ýòî ïîçâîëèëî îòðàçèòü ãèñòåðåçèñ ñ

ó÷åòîì íå òîëüêî ðàçëè÷èÿ â õàðàêòåðèñòèêàõ âîññòàíàâëèâàþùåé ñèëû íà ïîëó-

öèêëàõ êîëåáàíèé òåëà ñ îòêðûòîé è çàêðûòîé òðåùèíîé, íî è â ìàêñèìàëüíûõ

ïåðåìåùåíèÿõ îò ïîëîæåíèÿ óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ íà ýòèõ ïîëóöèêëàõ. Ðåçóëüòàòû

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êàê äëÿ äàííîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, òàê è äëÿ ñëó÷àÿ íåëèíåéíîãî

âÿçêîãî òðåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 2 òî÷êàìè.

Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçóåìàÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ õàðàêòåðèñòèêà âîññòàíàâëèâà-

þùåé ñèëû êàê â àíàëèòè÷åñêîì, òàê è ÷èñëåííîì ðåøåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ èäåàëèçè-

ðîâàííîé ìîäåëüþ ïîâåäåíèÿ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíû.
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ïðåíåáðå÷ü.

2. Ïîëó÷åíû ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèõ ïàðà-

ìåòðîâ íàëè÷èÿ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíû îò ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè óïðóãîãî òåëà,

îáóñëîâëåííîé åãî ïîâðåæäåíèåì.
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Ðèñ. 9. Ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ À1 2/ è À à
1 2/ (ñïëîøíûå ëèíèè) è ÀÑ (øòðèõîâûå

ëèíèè) ïðè çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè n àìïëèòóäíîé çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà ïîãëî-

ùåíèÿ # ( ),À ðàâíûõ 1 è 2, à òàêæå îòíîñèòåëüíîãî èçìåíåíèÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû ïåðâîé

ôîðìû êîëåáàíèé áàëêè *1 (øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) îò îòíîñèòåëüíîé ãëóáèíû � ïîïåðå÷-

íîé òðåùèíû.



ìåòðîâ îïðåäåëÿþòñÿ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè àìïëèòóäíîé çàâèñèìîñòè íåóïðóãîãî

ñîïðîòèâëåíèÿ íåçàâèñèìî îò åãî ïðèðîäû.
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ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíàÿ àìïëèòóäà ïåðâîé ãàðìîíèêè ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçî-

íàíñå.
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